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Chapitre

Calculs et opérations avec des
sommes ou des produits

@ Résumé -

Pour commencer, nous apprenons a manipuler les symboles ¥ et [].

Nous prendrons également le temps d’étudier les méthodes d'étude des doubles
sommes (finies).

Les résultats se basent sur la commutativité de l'addition. Tant que les sommes
sont finies, il n'y a pas de surprise dans les résultats obtenus. Le cas infini sera étu-
dié plus tard.

Nous obtenons alors un premier résultat intéressant : les coefficients binomiaux
(point de vue complémentaire a celui vu au lycée) et leur application a la formule
du binome de Newton. Nous faisons un petit plongeon dans I'histoire des mathé-

matiques au XVII : les coefficients bi iaux ag la c ¢ des ma-
thématiciens de I'époque.
Un second theme d'application inté consi. en l'étude du développement

et de la factorisation des équations algébriques polynomiales.

Enfin, voici une liste de petites vidéo ou conférence visionnable sur internet et en

lien avec le sujet (de pénibilités variées) :
— Yvan Monka - Symbole Sigma. https :/lwwuw. be. h 2v=0zspJi L8
— El]Jj- Nombres de Catalan. http :/leljjdx.canalblog.com/archives/2017/02/20/34959863. html
— Maths moi¢a - Létonnant triangle de Pascal. https ://www.youtube.com/watch 2v=IzkfjbWffpc
— Mathieu Bautista - L'histoire du x. https ://lwww.youtube.com/watch 2v=AW7uNg9IRLCs
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Calculs et opérations avec des sommes ou des produits

1. Quelques problémes

? Probléme 1 - Nombres triangulaires
Lorsqu’on fait la somme 1+1+1+... 1, on peut décrire tous les nombres
entiers.
Si on somme ensuite les résultats obtenus : 1 +2 + -+ + n, quel nombre
obtient-on?
Ce nombre est appelé nombre triangulaire d’ordre n, noté T,. Par
exemple: Ty =1+2+3+4=10.
Si on somme ensuite les résultats obtenus : Ty + To +---+ T, =1+3+6+
10+ ---+ Ty, quel nombre obtient-on ? Et si on continue, toujours ?

? Probléme 2 - Développement
Donner, pour tout entier n, la forme développée des applications po-
lynomiales x — (x —1)(x—-2)(x—3)...(x —n) et x — (1 +x)(1 +2x)(1 +
3x)...(1+nx)

? Probléme 3 - Suite de nombres. Et le suivant ?
Prenons la suite obtenue a la question précédente : 1,4,10,20,35. Quel
est le terme suivant ?
Et de maniére générale étant donnée une suite quelconque de n termes
donnés explicitement, comment trouver le terme suivant ?

? Probléme 4 - Interpolation a pas constant
Quelle estla fonction f de degré minimal tel f(0) =1, f(1)=-1, f(2) =1,
f3) =42

Généraliser la question et donner une réponse. ..

? Probléme 5 - Développement de puissance
Considérons le calcul typiquement algébrique : (a+ b)" ol a et b sont
deux nombres quelconques et n en entier.
Lexpérience montre que pour n = 4 (par exemple), on trouve en déve-
loppant cette expression : a* +4a’b +6a?b? + 4ab® + b*.
Est-il possible de décrire simplement cette expression : quels sont les fac-
teurs a et b obtenus, est-il facile d’exprimer/calculer le nombre situé de-
vant a'bl ?
Et que se passe-t-il si'on consideére plutét (a+b+c+...)™ ?

? Probléme 6 - Kwarizmi
Résoudre, comme El Kwarizmi, I'équation x2+10x =39 en n’exploitant
que des méthodes géométriques (calcul d’aire, nombres positifs. . .).
On commence par considérer un carré de coté x et deux rectangles de
cOtés x et 5. On compleéte. ..
Adapter la méthode pour résoudre x? +21 = 10x.
Que pensez-vous de la nature des nombres a, b ou c si 'on souhaite
générer la méthode pour résoudre '’équation associée au trinome du
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. second degré : ax?+bx+c=0

? Probléme 7 - Mauvais vers italiens
« Tartalea exposa sa solution en mauvais vers italiens » (Lagrange,
Oeuvres, 1795).
11 existe une méthode (Tartglia-Cardan) pour résoudre les équations de
degré 3 (voir cours). Comment pouvait-on I'écrire alors qu'il n’existait ni
le symbole =, ni les notations x2..2

? Probléme 8 - Tartaglia et Cardan
Trouver toutes les solutions de I’équation x3 +6x = 20, avec la méthode
de Tartaglia et Cardan, en posant x = u — v et en exploitant les symétries
du probléme (on peut résoudre : 1® — 13 = ... et u’v® =...).
Et pour une équation de type ax’ + px+q=0?
De méme donner les solutions de I'équations x* + px® +1=0.

2. Symboles ) et]]

2.1. Définition et formule récurrente

Ecriture classique

e Remarque - Terme sans ambiguité
La fagon naturelle d écrire une somme longue est de :

1. donner les premiers termes
2. s'assurer que la suite [agique des termes est comprises, puis de remp[acer ces termes
(en grands nombres) par des points de suspension
3. donner la valeur du dernier terme.
Mais comment s'assurer qu'il n'y ait pas ambiguité ?
On préfere souvent une formulation explicite :

Définition - Notation }_ et [] |&) Histoire - Notation =
Soient ay,...,a, n nombres réels ou complexes. Laddition dans R ou C Il semble que ce soit Euler (1755) qui utilise pour a
étant commutative (on somme dans I'ordre que I'on souhaite) et associa- | | premiére fois le symbole X pour désigner une somme.
tive (les parenthéses ne sont pas nécessaires), on note Cette notation est particuliérement utile pour [étude
des séries (cf fin d année).
L Nous le verrons au prochain chapitre, Euler a donné
Zi ai=dy+--+day beaucoup de symboles importants aux mathématiques.
i=

De méme on note

ai=aa...an.

—

Le terme a; s’écrit sous forme d'une formule dépendant de i.

e Remarque - Bons usages et généralisation de notation

Bien évidemment, ['indice i (qui peut aussi s ‘appeler k, 1, m, p ...) de la somme peut démar-
rer a une valeur entiére autre que 1, toutefois la valeur de départ (sous le signe y.) doit étre
inférieure d la valeur d’arrivée.

Exercice

Ecrire avec le symbole Z lecalcul 1+2+4+---+128

Correction

7
On reconnait des puissances successives de 2. 1+2+4++--+128= ) 2k
k=0
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Calculs et opérations avec des sommes ou des produits

@Pour aller plus loin - Notation N,
On note, tout au long de ['année :

Ny =11,n]

Cet ensemble commence bien 1.
Cette notation n'est pas standardisée

Changement d’indexation

M Attention - Attention a ne pas donner une existence a une variable
muette!

n
Que vaut (Z Zk) + k2 Rien!
k=1

Si on a un doute, on exploite au brouillon des points de suspension oii 'on

se rend compte que les indices i ou k n'existe pas vraiment.

i Analyse - Changement d’indice

On peut supposons arbitrairement que A = {ay,ap,...a,} et que l'on calcule S =
n

Z aj.
Par commutativité de 'addition, on a également :

S=ap+ap_1+-+ay = Z ap_j

11y a d’autres possibilités a partir du moment oli 'on a une bijection a valeurs dans
Nj...

/Savoir faire - Exemple de changement

n
Faire le changement d’indice i = n — k pour Z 2k+1)

k=1
Onadonck=n-iet2k+1=2n-2i+1=02n+1)-2i.
k i
Etle tableau de correspondance:| 1 | n—1 |
n 0

10 n-1
Donc ) (2k+1)= ) [(2n+1)-2i]
k=1 i=0

On notera que les termes i sont notés dans I'ordre croissant (ce qui inverse
I'ordre du calcul effectivement réalisé).

Exercice

Compléter les expressions qui suivent :

i‘ Z“k I_Zan h

Correction

n n+l

Zai—zak 1—):% h
i=1 k=2

Somme, par récurrence

L Analyse - )_ et récurrence
Le symbole somme est particuliéerement liée au raisonnement par récurrence.
En effet celui-ci a également pour vocation de formaliser le raisonnement avec des
points de suspension.
n
Plus précisément, si on note, pour tout n € IN, Sy, = Z ay, alors (Sy) est exactement
k=0
la suite définie par S = ag et par la relation de récurrence : pour tout n € IN, §;,41 =
Sn+an+1
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Proposition - A savoir!
On a pour (a;);, (bj)i,A€ RouC,:

™M=
[\’]:
|

n n
(ui+bi)=2ui+2bi ~—)L2a,

i=0 i=0
n n n n
~[ax[10 [ra=1"1 [
i:() i=0 i=0 i=0 i=0
Démonstration

On note Ry = Z (aj +b), Sp= Z ajetTy= ): bj,

i
puis pour toul entiern, #, : Ry =Sy + T,,
— Ro = (ag + bg) = ap + by = Sp + Ty, donc 2 est vraie.
— Soit n € IN, supposons que 2y, est vraie.
Rp41=Rp+(ant1+bps1) =Sp+Tn+ Apgy + bps1 = Spe1 + Rpy

Donc %, estalors vraie.
La récurrence est démontrée.
Pour le second résultat, on va cxploitcr unc méﬁhodc : I'utilisation d"un invariant de boucle.

Notons, pour tout n€ N, A, = Z/la, AZ a;.
i1

izl
Aps1 = Z Aa; +Aapsy *MZ aj+aps1) = Ap
=1
Donc (AnJ estune sulte conslanle, égalea Ap = Aag — Aag =
Donc pour tout € IN, Z Aa;=2A Z aj.

i=1
De méme :

D’apres la commutativité de la multiplication :

n n n
[T aib; = (@1by) x (azb2) -+~ (anbp) = (@1 az -+~ an) x by by +-bp) = [ a; x [ b;
i=1 i= =

n
En conséquence du cas précédent (b; = A, pour tout i € IN,,) H Aa; = (Aay x Aay -+ x Aap) =

n
Maray---ap) =A"[] a;

i=1
[m]

e Remarque - le 72+ 1 de A"*! dans le dernier produit
.. est donc en fait le cardinal de I, ensemble sur lequel on fait le produit.

2.2. Généralisation de la notion

Plus généralement, ce qui compte en réalité est 'ensemble des éléments
additionnés et d’'une description (énumérative) de ceux-ci.

Définition - Extension de notation }_ et []
Si A est un sous-ensemble fini d’éléments de E (= R ou C ou autre...), Soit
une description énumérative de A: A= {ay, ay, ..., ap}, on note

p
Y a=ap +ap+--+ap, =)y ia
agA i=1
Encore plus généralement, avec les formules :
indicatri i lsixeX
— in 1catr1ce1]x.x»—»{ Osixe X
1 si 2(t) vrai

— ou symbole d'Iverson [22(1)] = { 051 (1) faux

@Paut aller plus loin - Descriptions des en-
sembles

Nous verrons qu'un ensemble se définit en régle géné-

rale, soit par extension : I = {iy,ia,...,ip} soit par

compréhension : I = {i | 2(i) (vraie)}
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Calculs et opérations avec des sommes ou des produits

On peut également noter,

Za: Zm],\(a]: Za[aeA]

aeA aeE acE

cette derniére se rencontre parfois sous I'écriture Z a= Z alP(a)]
al2(a) acE

n
7 Exemple - >a
i=1
n
Parexemple ) a;= Y a;= Y aj.
i=1 ie1,n] 1<isn
Cette derniére est un abus de > a;.
ielN | 1<isn
Exercice
Sans utiliser la notation Y, donner I'expression développée de

1
Z Pyt i+47]v Z T
—
il0<i<e 211 i\ogzig( i+1)7 jocpci® i+l

Correction
1111 1 1 1 1 111
ST ST tTto ot +——=3+4+6+9+1+-+-+- -
N0Si<e2it1 1 3 5 7 9 11138 5 i+1 2 3 4
1 1.1 1
Zrisl 173%3
ilo<id<10 +i+1 1 3 7
Exercice

Exprimer la somme des inverses de tous les nombres premiers inférieurs a N

Correction
1 1 1
Par exemple )_ —[p < N][p, premier] ouencore ) —[p, premierjou Y —...
7P pNP pe@nNy P
Sommation par paquets

@ Remarque - Extension des propriétés ensemblistes
Toute les propriétés que nous allons voir maintenant découlent des propriétés sur la
description des ensembles.
Par exemple ici, la décomposition de E sous forme d’une partition.
Exercice
Si A et B sont deux ensembles disjoints de E, montrer que pour tout i € E, 14,5 (1) =14 (i) -
1g(i) =0.
Endéduireque Y. a;=) a;+ ). a;.
i€eAUB i€A i€eB
Correction
Comme A et B sont disjoints, ou bien i€ Aeti¢ B, oubieni¢ Aetie Boubieni¢ Aetig¢B.Pour
chacun de ces trois cas, on a respectivement :

1-1-0
Taup-Ta-TIg=4{ 1-0-1
0-0-0
Dans tous les cas : Tayp =14+ 1p.

Puis, on multiplie par a; et on additionne :

Y ai=Yailap =Y aila()+Y ailpi)= )Y aj+ ) a;
i€AUB i 7 i ieA  ieB

Généralisons ce résultat. Il faut commencer par définir une notation :

Définition - Réunion disjointe
On note C = Aw B, par signifier la double information :
— C=AuUB
— AnB=9
Autrement écrit : x € C si et seulement si x € A ou (exclusif) x € B.
On peut généraliser cette notation a plusieurs ensembles :
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n
C :E—J A; signifie: x € C si et seulement si3!i € IN,, tel que x € A;.
i=1

On a alors la relation de Chasles pour les sommes :

Proposition - Sommation par paquets

Soit une famille (E;)es une famille d’ensembles indexés par S.

On suppose qu’il s’agit d'une famille d’ensembles disjoints 242 :
Vr#r' €S, E.NnEy=¢.

Alors

£(Za)- £ o

reS \keE, ke @ E,
res

@Pgur aller plus loin - Autre notation

On trouve parfois également la notation : C = AUB

ouencore C = AlJ B.

Ce + est [a pour pourvoir signifier un résultat que
n

Lon verra plus loin, si C =4} A;, alors card(C) =
i=1

n
Y card(A)).

i=1

On voit ici apparaitre une double somme. On en reparlera plus loin.

7 Exemple - IN

On peut vouloir couper la somme en deux parties : les indices pairs et les indices
impairs.

Dans ce cas S ={1,2}, E} = 2nIN; et E2 =.¢ N Ny, par exemple.

Démonstration

Onalaencore: E =4 E; et donc
res

keE < 3lreStelquekeE,
1) =1 < 3IreStelquelg, (k)=1etVseS\ir},Ig (k) =0
= Y igMk=1
res

Donc, ceci étant vrai pour tout k, on a I'égalité de fonctions

Tp=) 1

TeS

Alors, comme précédemment :

Y a :%ukﬂg(k) :Zak[z nE,(k))

keE k res
=) 3 alg (=) Y alg, (k)
k res reS k
=L Y &
reSkeEy

a

e Remarque - Interversion des symboles =

Dans la demonstration, on a inversé deux symboles X. Cela sera justifié par la suite, car il
s'agit d'une somme finie.

C'est comme si on sommait les termes dans un tableau : d’abord en ligne, puis en colonne;
ou d’abord en colonne, puis en ligne. Dans tous les cas, on obtient le méme résultat car il
s'agit d additionner une et une seule fois tous les termes du tableau.

/Savoir faire - Exploiter une sommation par paquets
On a parfois intérét a découper I'ensemble E en (réunion de m) sous-
ensembles disjoints E=Ej WEy---WE,, .
On calcule alors la somme par paquets :

i(z “k):zuk

r=1\keE, keE
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2.3. AvecPython

1l arrive souvent que 1'on rencontre des calculs de sommes a effectuer sous
Python. La méthode est simple, on emploie des boucles :
— for, sil’on connait bien I’ensemble sur lequel est definie i
— while, sii est définie par une propriété
m
Informatique - ) a(k)
k=n

1 def Sommel(n,m):

2 S=0

3 for k in range(n,m+1):
1 S=S+a (k)

5 return(S)

® Informatique - > oal)

il flsn

1 def Somme2(n):

2 S,i=0,0

3 while f(i)<=n:
4 S=S+a(i)

5 i=i+l1

6 return(S)

(] Remarque - Lordi (calculatrice) un obstacle?

L'une des principales raisons de [a faiblesse des éléves pour le calcul est ['usage trop tot de
la calculatrice.

I{ faut laisser le temps pour comprendre, maitriser, puis ne pas oublier le sens du calcul
avant de passer d la calculatrice.
Néanmoins, il ne faut pas systématiquement tout jeter!

“*¢"Truc & Astuce pour le calcul - Ecrire un programme pour mieux com-
prendre
Ecrire un programme permet souvent de mieux comprendre la nature du
calcul.
C’est le cas en particulier :
— pour le calcul de somme.
— pour le calcul de probabilités.
Dans ce cas, ce n'est pas le calcul mais la modélisation elle-méme
du probléme qui est mieux comprise.

Exercice
Ecrire une boucle (double ?) pour faire le calcul :

100200-i
ixj
i=1 j=i

Correction
s=0
for i in range (101):
for j in range(i,200-i+1):
S=S+ixj
return(S)
Remarque - Varier les parametres et informatique
L'informatique permet aussi de facilement faire varier les paramétres. On a vu la force de
(usage des paramétres dans le calcul. Mais c'est aussi, de maniére générale, la force de
Uexcellent mathématicien. Python nous aidera largement : ce n'est que légérement une boite
noire pour nous, nous aurons donc pour ambition de bien maitriser tous nos faits et gestes

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027

3. Evaluer explici des

13

informatiques (pas de clicothérapie!).

3. Evaluer explicitement des sommes

3.1. Télescopage

C’est la seule méthode qui donne une formule explicite.

/Savoir faire - Méthode du télescopage (ou dominos)
Soit (1) une suite. Soient p,ne N telsque p<n

n
Alors Z (Ug+1 = Uk) = Un+1 — Up
k=p

[ = (Up+1 = Up) + (Ups2 = Up+1) + (Ups3 — Ups2) + -+ (Un+1 — un)]

e Remarque - « Voir » le téléscopage
Deux remarques :
— Dans la plupart des situations, la somme ne se présente pas directement sous la

n
forme Y (g1 — ug), il faut commencer par faire “apparaitre’ cette forme.
k=p
— On peut aussi avoir intérét a écrire [a somme avec des points de suspension pour
confirmer le télescopage apercu

Exercice

a0 k+1
Calculer Y In——.

ik

Correction
Look+1 &

Y In B
k=1 k

[In(k+1)—In(k)] =In(r+1) —In(1) =In(n+1)
k

3.2. Des sommes connues

Proposition - S de pui d’entiers ifs
Soit n e IN*. Alors :

ik_ nn+1)

_n(n+1)Rn+1)
2 £ B

B

M=

K2
1 6

M=

k3:(n(n+1))2

= 2

=~
i

On peut faire une récurrence, ou bien chercher a démontrer le résultat direc-
tement. Une méthode classique : user le télescopage.

Démonstration

Nous démontrons le second résultat en admettant le premier.
Notons d’abord que pour tout entier k : (k+1)3 — k3 =3k +3k + 1.
Donc, en voyant un téléscopage :

n n n non
(n+1P-1= Y ((k+1* -k = Y 13K*+3k+11=3 ) K*+3) k+ ) 1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Ainsi (toujours d’abord factoriser!) :

@Pout aller plus loin - Théoréme fondamen-
tale de 'analyse entiére?

Intégrer— Dériver sont les deux problémes inverses ['un

de [autre. Ils sont définis pour des fonctions de la va-

riable réelle.

Pour [a variable entiére, les fonctions sont des suites. Et

intégrer consiste simplement d faire le calcul Z,’(‘: 0 -

Alors a quoi correspond [a dérivation de [a variable en-

tiere ? Au calcul Ap 41 — an ! (c'est pas exemple comme

cela qu’on voit si une suite est croissante. . ).

La formule du télescopage présente ce lien : Y. — &

n
3Y K =m+1d-1- [2(n+1)%~2-3n] =
k=1

[m}

3”””‘”—71* (n+1)
2 T2 2 2

Exercice
Démontrer par récurrence les résultats précédents

Correction
n(n+ 1)]2

n
Posons pour tout n € IN*, 22, 1« Z K= ( )

k=1

_(+D@r’+n)  n+D@n+1)
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L 11+1))2
-y k3:1ex[!) =1
= 2
— Soit n € IN et supposons 2, vérifiée.

n+

! u 1))2
K3 :Zk3+(n+1)3:(m] +(n+1?
k=1 =1 2

2 2
[n+l)2[%(n2+4n+4)]:w

Donc 2,41 est vraie.

/Savoir faire - Se passer du formalisme d’une récurrence ou invariant de
boucle
On peut souvent se passer de la formalisation de la récurrence (mais
avec les mémes calculs).
. 1 nn+1)\2
Ici on considere la suite u, = Z K- (T)
=
On note que U1 = Uy (mémlé calcul que 2, = %,,,1) et que u; =0.
Donc pour tout n € IN*, u,, = 0. CQFD.

Proposition - Calcul d'une somme arithmétique
Pour une suite arithmétique :

VnelN up=up+r

ona:
U+ U
Up=(m-n+1)x —=—"

Mz

k:

n

C’est-a-dire :

somme de termes succ. = (nb de termes) x (moyenne des termes extrémes)

Démonstration
Pour tout k, uy = up + (k—n)r.
m m m
Soup=Y up+r ) (k=m=(m-n+Dup+r
k=n k=n k=n

m=n

; i

m-n+

1 1
:(m—n+l)un+r§(m—n)(m—n+l): (Up+rim—-n)+up)=m-n+1)x

[m}

Um+un
2

Exercice
Démontrer le résultat en suivant la « méthode de Gauss » (double somme inversée. ..)

Correction
m m
On note S, la somme en question : 25 =S+ S = Z U+ Z uy. Dans la premiere somme on note
k=n k=n
h =k et dans la seconde on fait le changement d'indice h=m—k+n:

m m m
28= Y up+ Y Upen—p= Y. Wp+(h=nr+uy+(m+n-h-nr)
[a

h=n h=n =n

m m
=Y Wptup+m-mr)= Y (up+um)=(m-n+1)(u+un)
h=n h=n

Proposition - Calcul d'une somme géométrique
Soit x€ IR (oux€ C) et ne IN. On a alors :

n n+1 six=1
Zxk: 1 — xntl

= — six#1
k=0 % #
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Plus généralement pour une suite géométrique de raison g #1,ona:

nb de termes

] 1-
somme de termes successifs = ler terme x ‘717
-q
Démonst;'xation
Six=1, ) xF= Y 1=n+1
k=0 k=0
n o
Six#1,(1-x) ) nxk = > (K = 2K 1) = 20 )1 télescopage. O
k=0 k=0

Exercice

Calculer 1 +2+4+8+16+32+64+128

Correction

C’est la somme de 8 termes consécutifs d'une suite géométrique de raison 2.
1-28

Donc1+2+4+8+16+32+64+128=1x =28-1=255

Quel lien avec I'écriture en binaire des nombres entiers sur 8 octets ?

On se rappelle, avec les petits Bernoulli :

Proposition - Une factorisation a connaitre
Soient a et b deux réels (ou deux complexes), alors :

n-1
a"-b"=(a-b) a~1-kpk
k=0

F 4 Application - 3" — 2", sous forme d’'une addition de n termes

372" =(3-2)@3" 1 +2...3"2+4...3" 3 4. 42172 34207 L
Application - Factoriser a° — b°

Vu au chapitre précédent.

a®-b° = (a-b)(a*+ab+a®b? +ab® + bh)

Démonstration
On développe et utilisons la méthode du téléscopage :

n-1 n-1 n-1 n-1 .o.on=l -
(a-b) z a1k pk = Z avkpk_ Z gk ph+l _ gm0 z anﬂbl_z a"Ipi—gOp = g —ph

k=0 k=0 k=0

j=1

n
Puisen prenanta=1,1-x""1 =(1-x ) x*...0
=0

Exercice
Peut-on factoriser a’ + b ? Si oui, factoriser le.

Correction
Sib=-a,a"+b"=a"(1+(-1)") =0si n estimpair.
On peut factoriser par a+ b dans ce cas :

a"+b" = (a+ D)@ —a" b+ a" 3p 4+ (DR KPR

car n—1 est alors pair

3.3. Sommes doubles (multiples...)

*Heuristique - Somme a multiples indices
On peut faire une somme d’éléments pris dans un ensemble fini. Mais la description de
ces éléments n’est pas toujours naturellement données sous la forme x;, i € [0, n].
Parfois les éléments apparaissent comme les éléments d’un tableau (matrice) et sont donc
doublement (ou plus) indexés : x;,j,i € Ny, j € Npy,.
Les choses se présentent différemment selon que i et j sont «indépendants » entre eux ou
non.
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Cas i et j indépendants. Produit cartésien d’ensembles |
0 Analyse - Du sens des formules e .
Comment décrire avec des symboles )" la somme suivante : Ren}arque - D.“?g.",““le . ) 3
Il y a d’autres possibilités, par exemple en sommant suivant des lignes diagonales lorsque
S=ay1+aip+-+aym+az1+ocHagmtecHap1 o+ anm n=m

On reverra cela plus loin.
On peut voir cette somme de la fagon suivante : X
Exercice
ot (@p et anm) Calculer > ij
I<isnml<j<p

S=(aig+ a2+ +aym)+(ag1 +-+azm)

On y voit n sommes, chacune composée d’'une somme de m termes :

Correction
n (m afe ) oa (& nn+)p(p+1)
o3 [ a, s-%(£u)-£4(£))- _ 2+ Dpp+D)
i=1\j=1 i=1\j=1 @ \=)

Comme le montre I'exercice précédent :
Evidemment, la somme étant finie, 'addition commutative, on a également :

m [ n Proposition - Produit de deux sommes (développement ou factorisa-
S=ap+ag1 4+ a1+ a2+ Apa oAt anm= ) [ Y a4 tion)

J=1\i=1 . . n q
Soient des réels (ou des complexes) a; et hj, l1<sisn ls<sjs<p.Alors:

Et finalement on peut écrire :

S=i(§“u)=z

n
i=1\j=1 j=1 =

aj (i 1

4
a,‘)( Z bj = Z aibj
j=1 (i, /)elL,nlx[1,p]

1,1‘) =
(6, )N, x Ny

Définition - Somme double

On considere une famille de nombres réels ou complexes (a;,j) indexée par Démﬂnsl"a{i‘m i

deux indices i et j, i compris entre 1 et 7, j compris entre 1 et m ot n et m Cestassez simple, par développement:

sont deux entiers non nuls donnés. On peut représenter ces nombres par 12 n P

un tableau o1 'indice i désigne la ligne et I'indice j la colonne : (Z “i][ Z bj) = Z “"( A h/] = abj

i=1 j=1 =1 j=1 (@, HellnlxIL,pl
ai ... Anj o .. .. Am o
L T Cas i et j dépendants
Ani e A e e Anm «*Heuristique - Cas : i et j dépendants
! i ! Ici on somme seulement certains termes du tableau rectangulaire a;, ;.
L4 4 Et de les indi t dépendants I'un de I'autre!

La somme de tous les éléments de ce tableau est notée one es IMECes Sont depencants Hun ¢ autre: S e
Par exemple, dans cette situation, les valeurs prises par j (a I'intérieur de la somme)
dépendent de celles prises par i (a 'extérieur de la somme). Il y a, en revanche, souvent

ai,j = ai,j- liberté dans le choix de I'ordre de sommation (d’abord i ou d’abord j).

1sisnlsjsm (i, el nlx[1,m]
/oAnalyse -G={ajj,ie Ny, je A}
_/Savoir faire - Somme multiple (indépendance) On suppose que G est décrit parfaitement ainsi : {a; j,i € A, j € A;}.

Pour la calculer on peut procéder d’au moins deux facons, la premiere Done
Cf)vsmte a faire d’abord la somme des termes ligne par ligne, puis d’ad- Y a=Y a;jlgai)=y ( > ”i,j)
ditionner les résultats : acG  i,j ieA\jeA;

n m n m

Z aij= Z ( Z a; j) - Z Z aij, Evidemment, la somme Z Z a;,j | ne signifie rien (A; ne peut exister car i n’existe
1sisnlsjsm i=1 j=1 i=1j=1 JjeA; \ieA . o
—_—— pas) et donc les choses ne commutent pas facilement ici.
somme de la ligne i
une seconde étant de sommer d’abord les termes colonne par colonne Proposition - Somme double classique > ;( @i, j
. ) e . . <j<isn
puis d"additionner les résultats : Soit (a,j) i, jyewe une famillle de nombres réels ou complexes :
m n .
aij=) (X i) 2 O
1<isnl<jsm j=1 i=1 ai,j = Z Z aj,j = Z Z i, j-
— 1sj<isn i=1j=1 j=li=j
somme de la colonne j
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Calculs et opérations avec des sommes ou des produits 3. Evaluer explici des

Démonstration 3.4. Exercice d’applications
On ales calculs suivants : .
Exercice
s N ; 5 N n n k
Y a4y =Yallsjsisn=Y|Yal<j<ill<isn Retrouver la valeur de S= ) k,ennotantque S= ) Y 1
1sj<isn i i\j k=1 k=1i=1
:Z(Zﬂi,j[l <js< i]) llsisn=} Correction
LN :/ n n k n n n n n
L S= k= 1= 1=) (n-i+)=) (n+D-) i.
IR 7= Donc 28 = n(n+1) etdonc S = ”(”ZH).
o .
Exercice
) n 2
Exercice N Montrer que | Y dj. =Zly::1di+2 Z did;.
@Pourallerplus loin - Formalisme/sens Calculer 3, ij k=1 1<i<jsn
1<isjs<
On notera ici (mais c'est souvent le cas en ma- _ I=iEjen Correction
thématiques) que le formalisme est plus efficace que | Correction n \2 (n no\?2
la recherche de sens : il permet une sorte d’auto- s i (i ) i U+ 1 nPm+1)? +n(n+l)(2n+1) l;ldk = E]dk x ;;1dk :(k I)):‘Nz didy,.
o o= J = =5 = = = ey
mﬂ/t{ﬁ}@w"f[ bom de toui 0 j=1 =l J;‘ 2 2 4 6 Or IN2 = {(k, k), k€ Ny} w{(k, h), k < he Np}w{lk, h),k>he Ny}
Néanmoins, il est bon de toujours accompagné ['un par _nn+1)Bn°+7n+2) nn+1)@n+1)(n+2) On peut aussi exploiter la notation d'lverson IN? = {(k, ) | [k = hl}w{(k, k) | [k < hl}w{(k, B) | [k > hl}.
Lautre. 24 24 Par sommation par paquets :

(i dk] = i di+ Y dgdy+ Y dpdy= i di+2 Y didy,
/Savoir faire - Somme multiple (dépendance) k=1 k=1 k=1

l<k<hsn 1<k>h<n l<k<hs<n
P . en faisant k — h dans la derniére somme.
Pour la calculer on ordonne les indices de sommation : c s e o e s
On peut aussi démontrer I'inégalité célebre de Cauchy-Schwarz :
1. on choisit celle qui sera le plus a I'extérieur (donc a gauche) des Exercice
symboles Y. Elle ne dépend que de parametres fixés et d’aucun
indice.

1. Endéveloppant Z (ajbj—
1<i<js<3

2. on choisit ensuite la suivante, la seconde dans I’ordre des sommes.
Elle dépend des parameétres fixés et de I'indice précédent

3 2 (3 3
,-b,-)z, montrer que (Z ukbk) < ( > ai) (1;1 Iai)

2. De méme, montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n-1 n (j-1 n 2 n n
Bxemple: Y aj- 3. “S (T a (Zakhk) [Z)(Zh)
1si<js<n i=1 Jj=2\i=1 k=1

k=1 k=1

2
n n n
¥ Analyse - Sens de ces modes de sommations 3. A quelle condition a-t-on : (1;1 “lbl) = (kzl “k) (,;l bk)
On somme seulement certains termes du tableau (et pas tous). - - :

Si E désigne I'ensemble des indices (i, j) des nombres que I'on désire sommer, on

notera Z aj,j cette somme. Correction
(i,))eE
Pour le cas présent E = {(i, ) € N?|1 < j < i < n} (termes sous ou sur la diagonale 1. Ona

rincipal 1 rré a n lign: lonnes), on a alor:
principale du tableau carré a n lignes et n colonnes), on a alors 0< Yy (aihj—a)-bi)zz[a1b2—a2b1)2+(a1b3—u3b1)2+(u2b3—a3h2)2
1<i<j<3

n o n n 0<  (@b2)?+(@rhy)? +(azb1)? +(azb3)” +(azby)® + (azbp)?
a;j= Z Z ajj= Z Z,aivi‘ *2(u12a2b1 bz)*Zz(ulﬂxbl hs)zfz(ﬂzﬂ:xbzb:&)
< i=1j=1 j=ti=j 0< Y (a;ibp)*+) (aib)* =Y (aib)* -2 ) (ajajb;bj))
i#j i i i<j
Nlest dé d dre les tabl, ivant: :
est recommandé de comprendre les tableau suivants : 0< ZaszZmibiu'b-):ZaZszf(Z(a b ))
N X < 77 k27K kVk
Premiére sommation : i s T
a1 3 2 3L\(E
S e 3 ] <[ .1 §.1)
Y Y a:a a k=1 k=1 k=1
a5 ijr @hl 1 h,h 2. De méme en remplagant 3 par 7 :
7 :’1' l2 l2 . 0< Y (ajbj-ajbp?
apy —1 app —1 Ann I1<i<jsn
- SO n n n
Deuxieme SOmmdthl‘La o< Y Y afb? + ) (@ib)? = Y (aibp? - Y (aja;bibp) - Y (aja;bjby)
1,1 i=1j#i i=1 i=1 i<j i<j
. n n n 2
non h : 0< ag Y bi—| Y (agby)
Y Y aiji apy —2 apg f= = fous|
j=1i=j . n 2 (o, n
—~— -
RO h h Donc(z aby s(z ui](z s
an,)  —2 App "2 Ann k=1 k=1 k=1
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@Pour aller plus loin - Coefficients bino-
miaux réels
On sent qu’on pourrait s ‘intéresser plutét au nombres

(x) _xx-D..(x-p+])
p P!

avecx€CetpeN.
Dans ce cas, la méthode du triangle de Pascal doit
s'adapter, alors que [a formule du bindme de Newton

reste vraie!

3. lly a égalité, si et seulement si (il faut bien étre attentif & chaque signe!) (si by #0) :
Vi<j,  abj-ajbj=0e=Vi<na;= %h[
n

Exercice
Ecrire le développement polynomiale de

n

[Mx-an

i=1
Quelle formule retrouve-t-on lorsque tous les a; sont égaux ?

Correction
Il s’agit d’'une fonction polynomiale. Plus largement (en notant ||, le cardinal de I) :

(xi-ap)= Y (Hx,-x 11 (711,))

1 IEN, \iel  jeN,\I

—

n
[Ma-an=Y (]'[xx I1 (—uj)] =y (x'” x (=™ TT uj)
i=1 IeN, \iel  jeNu\I IEN, jeN\
On range alors en fonction des valeurs du cardinal de I, afin de trouver des monémes de méme degré.
n
Il s’agit d'une sommation par paquets {I < IN;,} :L-fJ {IcINp,|I| =k} :
k=0

u n n

Mu-ap=Y | ¥ (x‘”x(—l)”"” I a,-) =Y R Y [Ta;

i=1 k=0 | IeN, JeN\T k=0 Tw]=IN, jeJ
1=k 1=k

Cela peut s'écrire aussi :

n n n

[Mex-ap=Y 0" 5k ¥ [Taj|= Yo kb X [

i=1 k=0 JelNp jel k=0 ]€(IN”]I£]
Jl=n-k n—k

n

n
Siaj=1, ontrouve (x-1)" = Y. (-1)" Kk
= n-k,

))L"'k, Cest la formule du binéme de Newton

4. Coefficients binomiaux et formule du binéme

4.1. Factorielles et coefficients binomiaux
Définitions

Les remarques en marge permettent de s'intéresser aux nombres :

Définition - Factorielle et coefficient binomial
Pour n et p éléments de IN, p < n, on pose :

Ol=1letpourn=1,n'=nx(n-1)x---x1quise lit "factorielle n”
n|_nnm-1)...(n-p+1) _ n!
p p! pl(n—p)!

qui se lit « p parmi n»

On généralise la notation a tout p € Z : si p <0 ou p > n (si on n'a pas

0<ps<n),alors ;) =0.

e Remarque - Plus tard...

o I[n'est pas évident que pour p < n, [;) est un nombre entier.

Si tel est le cas (on le verra plus loin) cela signifie que p! divise tout nombre de la forme
nn-1...(n-p+1)...

o Nos reprendrons [a notion de coefficient binomial lorsque nous ferons du dénombrement.
Cela expliquera véritablement ['origine de ce calcul.

® Informatique - Calcul de la factorielle avec une boucle
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1 def factorielle(n):

2 f=1

3 for k in range(1,n):
1 f=fx(k+1)

5 return (f)

Propriétés immédiates

Proposition - Propriétés
Pour tout nombres entiers n € IN (naturels) et p € Z (relatifs) :

-1
(n) =2 (n _ 1)(Formule du capitaine. Elle est fausse pour p = 0)

=1l
= ) + (np )(Relation de Pascal)

Démonstration

Les premiers résultats sont immédiats (simple jeu d’écriture).

Le second est assez simple, mais il faut différencier : p € [[0,n]l ou p <0 < n-p > nou
p>n<=n-p>0.

Démontrons les deux derniers. Sil< p < n,

n|_ n! _ n(n-1)! _nfn-1
p| pln-p pp-Din-D-(p-1)! pl\p-1

" n n-1 . n n-1
si p <0, alors =0et =0;si p>n,alors =0et =0.
p p-1 p,

p-1

Plus intéressant,sil<sp<n-1,
n-1 . n-1\ _ (n-1)! . (n=-1!  _ m=Dlip+(n=-p] _[n
p-1 p ) (p-Dm-p! pn-1-p) pl(n-p)! “\p

. n—-1 n-1 n
Sip=n: + =14+0=1= .
p-1 P n
. n-1 n-1 n
sz (i 71)+(7, ! roro-o- (1)
p-1 P n
De mémesi p <0. O

Exercice

2ok
Pour n, p, simplifier Z (p) On pourra y « voir » un télescopage
k=p

Correction

L (k) _(p u k+1| [ k 7+n+1_p+1:n+1
bR ) R e A Y
4.2. Triangle de Pascal

De ces propriétés on déduit un moyen simple de calculer les coefficients
binomiaux :

/~Savoir faire - Triangle de Pascal
On peut alors construire le triangle de Pascal pour pouvoir calculer faci-
lement (addition et non multiplication) les coefficients binomiaux. On
écrit ainsi dans un tableau :

Histoire - Blaise Pascal

Blaise Pascal (1623-1662) est un frangais, génie des ma-

ématiques (mais pas uniq ). IL redé tout
Euclide, seul a 12 ans. I fonde la géométrie projective
(avec Desargues) et la « géométrie du hasard » avec Fer-
mat.

Mais c'est aussi Uinventeur de [a brouette, de la pre-
miére machine a calculer ou du premier transport en
commun parisien. ..

I( présente le triangle de Pascal dans le traité du tri-
angle arithmétique (mais ce n'est pas lui le premier d le
découvrir).
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Histoire - Isaac Newton

On attribue couramment a Isaac Newton (1642-1707)
[a révolution scientifique de [a science moderne, grice a
son travail mathématique sur les calculs différentiel et
intégral et son travail en mécanique (relation fondamen-
tale de la dynamique, [oi des forces...).

La formule du bindme qui apparait ici est en fait du
a Pascal (1654), et généralisée une premiére fois par
Newton (avec son travail dinterpolation polynomiale
- 1671) puis par Abel avec tout exposant n € R au dé-
but du XIX siécle.

‘y 1
(2) (;) , 11

1 T P
L T
(g) (;) (;) (2) (:) . Lo 41
b GLE G ED G s e s

Proposition - Nombres entiers

n
Pour net p élémentsde IN, p < n, n! et ( ) sont des entiers naturels.
p

Démonstration
Pour la factorielle : il s’agit d'un produit d’entiers naturels.
Pour le coefficient binomial, on réalise une récurrence sur le niveau .
On pose, pour tout n€ IN, 2, : «V peZ, (2) elN.
— @ estvraie car (J) = 1 et pour tout p #0, (=0
— Soit n € IN. Supposons que 2, est vraie.
Soit p € Z, alors (";1] = () +(,"), addition de deux entiers d'aprés Pp.
Donc 2,41 est vraie.
[m]

(® Informatique - Triangle de Pascal
En exploitant des listes (de listes) en informatique, il est possible de créer la n¢ ligne
du triangle de Pascal.

1 def Pascal(n):

2 L=[0]*(n+1)

3 for h in range(n+1):

4 L[h]=[1]+[0]*n

5 print (L)

6 for h in range(n):

7 for k in range(h+1):

8 L(h+1][k+1]=L[h] [k]+L[h] [k+1]
9 return (L)

4.3. Formule du binéme

Proposition - Formule du binéme (de Newton)
Soient n € IN et a,b deux réels ou deux complexes (ou éléments de tout
anneau et tels que a x b= b x a). Alors :

n - (n kpn—k
(a+bh)"=Y" kab

k=0
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5. Bilan
Aveca=b=1:
Corollaire -
i (n) B 2"
p=0\P.
Démonstration

Démontrons ce résultat par récurrence.

LA A
Notons, pour tout n€ IN, 2, : « (a+b)" = ) [k)a‘b” ks
k=0
ek _ (0

— (a+b)°=1etxf_ (})a*p"F=()a’s® =1.

donc 2 est vraie.
— Soit n € IN, supposons que 2, est vraie.

On a alors

(@b = (@+b)x 3 (:]ukb”’k: (’;)u”*urf[ga*”b"’h 3 (Z)ukb"’k” +(:]')b"”

=) =) =]
h=k+1 ek
Cantly i n (7)) ghpner-n y pner :'il n+1) kpnsiok
mi\\h-1 h o\ k

s T » de P o L (1) _ (L
d'apres la formule de Pascal et comme (i) =1=("3")-
Donc 2, est alors vérifiée.

On a ainsi démontré par récurrence le résultat attendu. O

Exercice
n n
Calculer > ( )et > ( )
0<p<n;p pair P O<ps<n;p impair P
Correction

n ([
Notons Py, et I, ces deux sommes. Ona vu que Pp+In= ) (k) =2,

n n-1 n-1

Puis, In = ( ): ( ]+ ( 1]:1,,,1+P",1:
0<p<n;pimpair P 0<p<n;pimpair P O<p<n;pimpair p-

on=1

Etainsi Py =2" - I, =2"—2""1 =pn-la_p=pn-1=1p,

5. Bilan

Synthese

~~ En science, les problemes se traduisent sous forme d’équations, sou-
vent polynomiales. Ces fonctions polynomiales sont trés présentes car
elles sont stables par addition, multiplication et composition. La mul-
tiplication s’appelle développement. On développe avec intelligence!

~ Le plus important pour résoudre une équation est de savoir factoriser.
Le théoreme de factorisation est trés important : il permet de séparer
les problemes de résolution.
Dans quelques rares cas (degré faible), il existe des formules explicites
qui donnent les expressions des racines d'une fonction polynomiale.

~+ On peut aussi regarder les fonctions polynomiales comme des trans-
formations géométriques de la droite réelle. Faire le lien : fonction po-
lynomiale/représentation géométrique permet d’enrichir chacun des
deux points de vue. On peut penser a I'exemple des coniques.

~+ Une autre idée est d’exploiter ce lien pour chercher les racines : locale-
ment une branche de courbe polynomiale ressemble a un segment de
droite. Les algorithmes de la sécante ou de la tangente exploitent cette
idée pour trouver une valeur approchée d’une racine d'une fonction
polynomiale.

@Paut aller plus loin - De qui parle-t-on?
« Il est de bonne famille et il a regu une excellente édu-
cation. Prodigic doué pour les i

q
a vingt et un ans il publiait une étude sur le binome

de Newton, qui fit sensation dans toute [*Europe et [ui
valut de devenir titulaire de [a chaire de mathématiques
dans une de nos petites universités. Tout donnait d pen-
ser qu'il allait faire une carriére extrémement brillante.
Mais [homme avait une hérédité chargée, qui faisait
de [ui une sorte de monstre, avec des instincts crimi-
nels d’autant plus redoutables qu 'ils étaient servis par
une intelligence exceptionnelle. Des bruits facheux cou-
rurent bientdt sur lui dans [Université, qui ['obligérent
d se démettre. I[ vint & Londres oil il se mit d donner des
cours destinés aux officiers de ['armée. »
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Calculs et opérations avec des sommes ou des produits

6. Bilan

Synthese

~» En mathématique, la sélection (naturelle) opere également et un lan-

gage se crée. Des définitions et concepts sont sélectionnés, comme des
mots de la langue; et le formalisme comme I’écriture de ce langage.
Le formalisme doit étre compact (souvent), ressemblant a sa notion
attachée (rarement) et efficace calculatoirement (absolument). C’est
le cas de la notation ) . (ou []) qu'on utilise comme un « auto-math-
isme » avec un peu d’habitude : changement de variable, sommation
par paquets, télescopage, somme multiple...

Pour bien comprendre cette utilisation, on se rend compte que I'enjeu
est de maitriser la manipulation de I’ensemble des indices. Cette no-
tion d’ensemble est au coeur des mathématiques, nous reviendrons
dessus aux chapitres 9 et 10. (Il faut aussi que I'ensemble des nombres
soit commutatif).

Le nombres de sous-ensemble a k éléments a partir d'un ensemble a
n élément est également un calcul qui se présente dans de trés nom-
breuses branches des mathématiques. Il est formalisé par le coefficient
binomial et une expression de langage : « k parmi 7 ».

De nombreuses propriétés (issues de domaines variés) peuvent lui
étre attachés : triangle de Pascal, binome de Newton, nombre de che-
mins dans des arbres binaires fusionnés, inversion de Pascal. ..

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - Changement d’indice

Savoir-faire - Sommation par paquets

Savoir-faire - Méthode de téléscopage

Truc & Astuce pour le calcul - Ecrire un programme pour mieux com-
prendre

Truc & Astuce pour le calcul - Invariant de boucle

Savoir-faire - Somme multiple (indépendance)

Savoir-faire - Somme multiple (dépendance)

Savoir-faire - Triangle de Pascal

Truc & Astuce pour le calcul - Anticipation

Truc & Astuce pour le calcul - Reconnaissance de formes

Truc & Astuce pour le calcul - Garder en mémoire «vive » le calcul
Savoir-faire - Factoriser

Notations

Dé

Propriétés Remarques

(2]

n!

by (x)

Notation d’Iverson pour la propriété 22 Vi, [22(i)] € {0,1} avec [2(i)] = 1 ssi P(i)

Factorielle de 7 (lire dans ce sens!)

Coefficient binomial de k parmi n

vraie
nl'= H k 0! = 1 et par récurrence n! = n x
k=1 (n—-1!
n| _ n! _ (n—k+Dy
k)~ K-kt k!
pas entier)

(si n n’est  C'estle nombre de sous-ensemble
a k éléments pris dans un en-
semble E a n éléments.

Lok o .
a+x"=y F (mémesir¢N...)

=0
coefficient de la fonction polynomiale f  Linéarité: [Af + gl = Alf]x +plgli degf=ne=Vk>nlflg=0

devant le monome x*

Petit Bernoulli en a d’indice n

k
Convolution: [f x gl = Y [f1;(8]k—;
i=0
nooo
VxeKbix) =) x'a" (fonction poly-  x™*1—a"1 = (x—a)x bl}(x)

nomiale)
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Retour sur les problemes

7.

[=S]

©

10.
11.

12.
13.
14.

Nombres triangulaires. T, = 2% = ("*1). S on note T}, telle que

n
Th=y Tf et T)=n.

h=1
On trouve alors par récurrence : TX = (zi’f)

. Acalculer... Il n'y a pas de résultats intéressants, sauf en petite taille ou

en expression formelle.

. Suite de nombres. Et le suivant?

Une stratégie : apprendre des évolutions sur les premiers nombres,
donc calculer la suite 6(u);, = uUp+1 — Up. Pour en déduire u,, =
Up-1+ 6 m-1.

Si ce n'est pas suffisant, évaluer (par récurrence) : 6k(u]" =
A IR L (P

Interpolation a pas constant. Voir activités

Développement de puissance.

C’est le coefficient multinomial de Newton : (a) + ap + -+ + ap)" =

n! ko

m;

my+my b me=m MM !
Vous comprenez?

1l faut transformer en phrase les opérations x, /...
X=u-v, x3:(u— v)3: wd =3ulv+3uv? - o,

Onadonc: x3+6x—20=u®— 1P -3uv(u—v)+6x—20 = - v3+3x(2—
uv)—20.

Ajoutons la condition uv = 2, ona donc u® - v® =20 et v’ v = 8.
Ainsi, u3 et —v® sont racines de x2 — Sx+ P = x2 —20x -8 =0.

& =432, puis u® =10+ v/108 et v = 10— v/108.

Etenfin, x = v/10 +v/108 — v/10 — v/108.

Autre méthode : x* +6x = 202 Par essai : x = 2 fonctionne.
X +6x-20= (x—2)(x*>+2x+10) = (x—2)(x + 1 = 37) (x + 1 +3i)
Puis, on exploite la formule de Cardan et enfin on reconnait une bi-

carré :
PP AL o ,p,w,z,4)
2

x4+px2+1 :(xz—f)(x

e \/ S \/ S \/ SR \/ o,
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Calculs et opérations avec des sommes ou des produits

Chapitre

Résolution de systemes
linéaires.

@Résumé -

1l n'est pas rare également d'avoir a résoudre des équations algébriques sous forme
de systemes d'équations linéaires.

Le but de ce (tout petit) chapitre est de mettre en place les définitions efficaces,
les méthodes (algorithmes) de résolution adéquates (ce que n'est pas la substitu-
tiuon...) et de voir apparaitre par le calcul bien mené, la structure sous-jacente.
On voit ici l'exemple typique du calcul linéaire, ou matriciel et la structure clé
d’espaces vectoriels.

Enfin, voici une liste de petites vidéo ou conférence visionnable sur internet et

en lien avec le sujet. A visionner a loisir :
— Exo7Math - Systemes linéaires - partie 1 : introduction. https ://www.youtube.com/watch 2v=0uYJ3RNL5SU
— Mathéma-TIC - Regle de Cramer. https ://www.youtube.com/watch ?2v=CNzVk1evgac
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Résolution de systemes linéaires.

1. Quelques problémes

? Probléme 9 - Résolution d’un systéme linéaire
Il n’est pas rare que I’on rencontre en SI ou en physique (ou en mathé-
matiques) un systeéme d’équation de la forme suivante a résoudre :

2x + 3y - 4z
x - 3y + z = -1
x + y - z =

Est-il possible de trouver la/les solution(s) en (x,y,z) de ce systeme direc-
tement?

On peut croire et anticiper que ces solutions s’expriment sous la forme
d’un calcul différent (mais équivalent, d'une certaine fagon) pour x, y et
z, a partir des nombres 2;3; -4;1...

Comment expliciter ce calcul?

? Probléme 10 - Résolution « au petit bonheur »
Lorsque le systeme est gros (plus de quatre équations), les méthodes
aléatoires de résolution ne fonctionnent pas bien.
11 faut s'organiser. Qu'avons-nous le droit de faire? Existe-t-il une mé-
thode, un algorithme (programmable informatiquement, par exemple)
qui donne a coup stir 'ensemble des solutions d'un systéme d’équations
linéaires?

? Probléme 11 - Forme de I'’ensemble des solutions
Dans la pratique, lorsqu’on rencontre un systeme de 3 équations a 3
inconnues, on trouve une unique solution.
Est-ce toujours vrai? Sinon, qu’est-ce qui fait que cela peut étre faux?
Et, plus généralement, s’il y a n équations et p inconnues, combien y a-
t-il de solutions?

? Probléme 12 - Impact des parameétres
11 arrive aussi en science appliquée (et en mathématiques (en interne)
également) que I'on trouve un systéme a parametre. Par exemple :

ax + 3y - 4z
(a-1x 3y + z = -1
x + y - z =

Dans ce cas la, a quoi ressemble I'ensemble des solutions?

2. Systemes linéaires. Equivalence

Dans cette partie, méme si nous énoncons des résultats (sous forme de
définitions et propositions a apprendre), nous ne faisons pas (encore) de
démonstration comme annoncé au cours inaugural.
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2.1. Vocabulaire

@ Remarque - Le formalisme de LEIBNIZ

On commence par paramétrer notre probléme : on ['élargit en donnant une écriture symbo-
ligue (paramétre lettré) aux nombres. Puis on élargit la probléme : pourquoi seulement trois
équations et trois inconnies ?

Pour permettre [étude systématique des systémes linéaires, on a besoin d'une suite de
nombre doublement indexé les (aj,j). Clest Leibniz qui en a eu [idée (1678). Et comme
souvent, a partir du moment ot le formalisme et les définitions associées sont bons, les
théorémes tombent comme des fruits milrs. ..

Définition - Systéme linéaire de n équations a p inconnues
Un systeéme linéaire a n équations et p inconnues a coefficient dans K = R
ou C est un systeme S d’équations de la forme :

a1 tapx+otaypxy  =b
A1 X1+ GppXp + o+ AgpXp  =bo

Ap1 X1+ Xyt +anpXp  =bp

ol

— lesa;jeK;

— (b1, by,...by) € K" est appelé le second membre de I'équation;

— (X1, X2...Xp) € IK” est appelé I'inconnue du systéme.
On appelle systeme homogene le systéme obtenu en remplagant chaque
b; par 0 (second membre nul).

On appelle solution du systeme S, I'ensemble ¥ < R” des p-uplets
(%1, %2, ... Xp) qui vérifient les n équations :
VieNy, aj X1+ aj2X2 +--++a;,pXp =b;

e Remarque - Notations

On a pour habitude de noter S les systémes et de maniére plus stylisé ['ensemble des solu-
tions & .

On associe parfois des indices.

[ Remarque - Solution(s) du systéme homogene
Un systéme linéaire homogéne admet towjours au moins la solution nulle : H =
(x1,X2...xp) = (0,0...,0) = Op

*Heuristique - Résolution
1l'y a en gros deux méthodes pour résoudre un tel systeme.
La méthode de Leibniz (fin du XVII) fonctionne trés bien pour les petites dimensions
n,p < 3 et la formule de Cramer que I'on donnera ensuite. Elle marche bien également
en théorie pour les grandes dimensions.
La méthode (dite) de Gauss est algorithmique, nous la privilégierons pour les plus grandes
dimensions.

2.2. Systemes équivalents

O Analyse - Sens des fleches =, <

«Naturellement », lorsqu’on écrit S = Sz, cela signifie qu'on peut passer du systéme
S1 au systeme Sp.

Ainsi, tous les éléments qui vérifient les équations de S; vérifient aussi celles de Sp.
En terme d’ensemble solution : toutes les solutions de S; sont soolutions de Sp.

|&) Histoire - Mathématiques des neuf livres
Le plus vieux traité mathématique proposant [étude
de systéme d'équations linéaires est le Chiu chang suan
shu, que ['on appelle les mathématiques des neufs livres,
écrit en 160 av. JC. Bien que de nature différentes
(moins géométrique et plus algorithmique), ce livre est
au mathématiques chinoise, ce que les éléments d*Eu-
clide sont aux mathématiques européennes.
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Résolution de systemes linéaires.

Donc A c ..
On peut donc résumer : §; = Sy si et seulement si .} € 5.

Définition - Systémes équivalents
Deux systemes S; et Sy sont dits équivalents, relation notée

S1=S,

si et seulement si les ensembles de solutions sont les mémes : A = .S.

Exercice
R 2x+y=1 [
Les systémes Sy : { 7){3}'/7 0 etSy: { 2x+y=1 sont-ils équivalents ?
Correction
Non.

Le couple (0,1) € %, c'est une solution du second systéme d'équations mais pas du premier car
0-1#0

M Attention - Pas d’abus
Typiquement ici, il ne faut pas abuser du symbole d’équivalence!
Dans I'exercice, on écrit donc jamais :

2x+y=1
: 2x+y=1
S { “x=y=0 = 2x+y

1l n'y a ici qu'une implication.

2.3. Ensemble (affine) des solutions

¥ Analyse - Soustraction de deux solutions (superposition)
Soient (x1,...,Xp) et (}’I,A.E'p) € KP deux solutions du systeme S (défini plus haut).
P

i =) 4%

P
Alors, pour tout i € IN,, Z ai,j
j=

p
Done )’ a;,j (%~ %)) =0.
=1

Ainsi, en notant pour tout j € N, y; = X; —E;., ona: (y1,y2,...,yp) solution du
systéme homogene.

Ainsi, (X1,...%p) = (}’I,ME;,) +(y1,---,¥p) avec (y1,..., yp) une solution du systéeme
homogene.

On en déduit la proposition suivante, qui cache une définition : I'addition
d’un vecteur et d'un espace.

Proposition - Description de S

On note S (respectivement Sp) les solutions du systéme . (respectivement
du systeme homogene associée).

Si (xy,...,Xp) est une solution particuliére de #, alors

S={C1,- 0, Xp) + 1, ¥p); W1y e0s Yp) € S} =2 (X1, Xp) +H

M Attention - Pas de simplification
Le résultat est indépendant du choix de la solution particuliere considé-
rée. Cela donne le méme ensemble .%.
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Ou encore,ona:
(ol )+ o = @, Xp) + Fo o (K1, ) = (7.0, X))

Reste a savoir comment décrire I'ensemble des solutions du systeme homo-
gene.

3. Résolution explicite. cas des petits systemes 1 =
p=2oun=p=3

3.1. Vers la formule de Cramer

Etude formelle du systéme simple n=p =2

Comme Leibniz, commencgons par étudier le systeme
s: ax +by =«
: cx +dy =p

oll a,b, ¢, d et a, f sont des parametres, alors que x, y sont les inconnues.
b Analyse - Etude «alalycéenne »
On substitue (évidemment : si a #0) :

a—by

S=x=

Donc (on a définitivement perdu I'équivalence) (si ad — bc #0) :

S ca—cby rdy=f— ad—Dbc _ af—ca e af-ca
a ad - bc
On trouve alors en réinjectant: S = x = lad - be) - blaf - ca) = ad- ‘Bb.
a(ad — bc) ad - bc
e Remarque - Avons-nous trouver les solutions?
Non!!
ad—pb —ac+ﬂa)}
Ici, S| —— ——|}.
cona {(ad—bc ad —bc

Mais peut-étre que S est l'ensemble vide!
Il faut donc faire une réciproque. Sinon, il y a une faute (courante) de logique.

¥ Analyse - Réciproque
Toujours dans le cas ad — bc, on vérifie que
Wadfﬁb N L‘fchrfu :audfbc _
ad — ad - ad - bc
cag—/% Lgoactba _ ag—gc _
ad—bc ad—bc " ad-bc

ad - pb —ac+ﬁa]}
ad-bc’ ad-bc )|’

a
B

Donc la réciproque est vérifiée. On a bien I'égalité : & = {(

e Remarque - a #0?

Dans [analyse, il a fallut faire séparer le cas a # 0.

Mais le résultat obtenu ne dépend pas de a =0 ou a # 0. Donc on aurait sirement pu s'en
passer.

D ailleurs, la réciproque montre que ce n'est pas un cas important.

Seule la situation ad — bc # 0 ou ad — be = 0 est importante !
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@Pour aller plus loin - Extension de taille n
Lorsque ['on souhaite généraliser la notion de déter-
minant, on comprend qu'il faut prendre une combinai-
son linéaire des termes constitués exactement de nombre
tous pris dans des lignes et des colonnes différentes.
Mais il y a une régle de signe a respecter. I[ n'est pas
clair que Leibniz ait bien compris cette régle.

Cramer, 50 ans plus tard ['a retrouvé (sans avoir
connaissance des travaux de Leibniz).

Un mathématicien japonais Seki Kowa (1642-1708) a
effleuré toute cette découverte.

@Pour aller plus loin - Sytéme de taille n x n
Dans le calcul du déterminant qui donne x;, on rem-
place [a i -éme colonne par [a colonne du second membre.
La formule de Cramer se généralise d tout systéme carré,
avec une bonne définition du déterminant généralisée.

Définition - Déterminant d’un systéme 2 x 2
On appelle déterminant du systéme 2 x 2 (i.e. n=2et p=2)

s { apx+aax, =b

a1 X1+ azpXy =by
.| a a
le nombre 85 = @11 a2 — a1 22,1 souventnoté | °M %12
a1 Ggp

Cas d’'un systeme 3 x 3

Leibniz propose d’étendre sa méthode pour n > 2.

Définition - Déterminant d’'un systéme 3 x 3
On appelle déterminant du systéme 3 x 3 (i.e. n=3 et p=3)

a1 X1+ X + ar3xz =by
S QX1+ Ap2X + A3X3 = by
a1 X1 + agpx; + assxs = bs

le nombre 05 = a1,1422a3,3 + A1,202303,1 + A1,3G2,1032 — Q1,202,433 —
a1 a2 ais
as) Az 2013 — 41,1320z 3 souventnoté | a1 azp az3

as) dz2 d33

Formule de Cramer

Nous verrons dans le cours sur les déterminants, au second semestre, une
petite notice sur Gabriel Cramer (1704-1752)

/~Savoir faire - Formule de CRAMER
Si le déterminant du systéme S (n=p=2) est non nul, la solution de .# de

) { a1 x1+apx; =b
a1 X1+ ap2X2  =Dhy
' by aip a1 b
_ by azp a1 by
est S ={(x1,%2)} =
a1 aip a1l aip
a1 azp a1 azp

Sile déterminant du systéme S (n=p=3) est non nul, la solution de . de

a1 X +aipXy+ar3xs =by
(S) a1 X1 + Gp2Xp + Ap3X3 =Dy
a3, X1+ az2Xp + Az3X3  =Dby
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by a2 a1 b aig ai,l aiz by
by a2 a1 by a3 a1 azp by
oSt = ((F1, T, F)} = b3 as2 i a1 bz aza ‘ as1 ap bz
a, aip a3 a, a3 a, aip a3
a1 dap a3 a1 azp a3 a1 ap a3
as) azp ass az1  asp Az as) azp ass

4. Algorithme su pivot de GAUSS

4. Algorithme su pivot de GAUSS

*Heuristique - Il y a une bonne méthode et une mauvaise méthode...
La mauvaise méthode est la SUBSTITUTION.
On perd des équations et cela est plus long.
La bonne méthode consiste a faire des OPERATIONS ELEMENTAIRES.
1l faut les connaitre, mais ce n’est pas sufffisant.
1l faut aussi savoir bien les mener. C’est la partie difficile de I'algorithme.

4.1. Systémes équivalents : opérations élémentaires

On commence par trouver des invariants de 'ensemble des solutions. Cela
permet de raisonner avec des systemes équivalents

Définition - Opérations élémentaires
On appelle opérations élémentaires sur le systeme dont la ligne i est noté
L;, les opérations suivantes :
— pour tout i, j < n, échange des lignes L; et Lj codé : L; < L;
— pour tout i < n, A # 0, la multiplication de la ligne L; par A codé :
Li—AL;
— pour tout i,j < n, @ € KK, 'ajout a la ligne L; de «a fois la ligne L;
codé:L;—Lij+aLj

Proposition - Invariant des solutions
Les opérations élémentaires conservent exactement les solutions du sys-
teme

Démonstration

1l est évident que chaque opération conduit 2 une implication = sur les systémes.

Et par ailleurs, pour chacune de ces opérations, il est possible de «revenir en arriere ».
Pour cela, il suffit de voir que

1. l'opération L; — Lj répétée deux fois redonne le systeme initiale.
2. l'opération L; — %Ll (A #0), apres 'opération L; — AL;, redonne le systéme initiale.
3. l'opération L; — L; —aLj, aprés 'opération L; — L; + aL j, redonne le systéme initiale.
On trouve donc & = &' = ..
Cela signifie bien: & < .#'.0

4.2. Algorithme du pivot de GAUSS

1l reste a bien exploiter ces opérations élémentaires afin de toujours trouver
la solution d’un systéme linéaire.

/~Savoir faire - Algorithme du pivot de GAUSS
Pour résoudre un systéme linéaire, on applique des opérations élémen-
taires pour le rendre triangulaire.

1. On cherche un coefficient non nul dans la premiére colonne (de-
vant la premiére inconnue) le plus simple possible (on va devoir
diviser par ce nombre).

Si tous les coefficients sont nuls, on passe a I'inconnue suivante.

2. On échange la ligne o1 'on a trouvé ce coefficient avec la ligne 1.

w

aj .
. Pour j € [2,n], on effectue 'opération Lj—Lj- iLl (ce qui
apy

permet d’annuler le coefficient devant x; pour la ligné Jj puis pour
toute la colonne.

[2 Histoire - Algorithme de Fang-Cheng

On ne préte qu'au riche : en occident, nous associons
Calgorithme ici étudié (central en mathématiques de ['al-
gébre linéaire) au grand Carl-Freidrich Gauss, mais il
semble qu'il soit bien connu et expliqué dans les mathé-
matiques des neuf livres (premiére impression en 1084,
5 siécle avant Gutembery. . .).

L'auteur de cet ouvrage est un certain Chang Is ‘any, et
sa méthode s ‘appelle le modéle rectangulaire écrit Fang-
Cheng.
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4. Onrecommence la premiére étape, en oubliant la premiére équa-
tion et en s'intéressant a I'inconnue suivante, tant qu'il reste des
inconnues.

Apres avoir appliqué cet algorithme, le systeme obtenu est triangulaire,
et I'on peut déterminer ses solutions en partant de la derniére équa-
tion et en remontant a la premiére (sans substitution : cela demande un
«mouvement » supplémentaire...).

1l peut arriver que I'on retrouve en derniere équation plus d'une incon-
nue. Dans ce cas, on garde une seule inconnue, les autres deviennent des
variables libres que I'on consideére alors en second membre.

4.3. Applications. Différents formes de 'ensemble des solu-

tions
x -y +z =1
-4 Application - Trois systéemes a résoudre : S; : { -x -y +z =3,
2x +y +z =0
X +y +2z =1 x +y +2z =1
Sy:4 2x -y 4z =-1 etS3:{ 2x -y +z =-1
x -2y -z =-2 x -2y -z =
On applique la méthode du pivot de Gauss, on trouve :
X -y +z =1
S1 e -2y +2z =4 Ly —Ly+1,
{ 3y -z =-2|L3—1L3-21

x -y +z =1
< -2y +2z =4 o
2z =4 |L3—Lz+3Lp z =
Donc # ={(-1,0,2)}
Pour le second systeme

X +y +2z =1
Sy & -3y -3z =-3 | Lx—1Lx-2L
-3y -3z =-3| IL3—I3-L
ol * +y =1-2z X =-2-z
y =3-z y =3-z

Donc # = {(-2-2z,3 - z,2),z € R} que 'on prend I'habitude de noter : (-2,3,0) +
{z(-1,-1,1),ze R}.
Pour le troisieme systeme

X +y +2z =1
S3 & { -3y -3z =-3 | Ly—Lx-2L
-3y -3z =1| IL3—I3-L
x +y 2z =1
@{ y z =3
0 =4

Donc #3 = @.
@ Remarque - Nombre de solution

@Paur aller plus loin - Début du second se-
mestre

Ceciest le début historique de ['algébre linéaire que nous

verrons longuement en début de second semestre (avec la

question des déterminants). N anticipons pas trop pour

le moment. ..

Notons de cette application qu’un systéme carré (ici 3 x 3) peut avoir :
— aucune solution
— une unique solution
— une infinité de solution
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M Attention - Lorsqu'il y a infinité de solution...
< il n'y a pas unicité d’écriture de cet ensemble

5. Bilan

Synthese

~ Pour la résolution d'un systéme linéaire il existe une méthode in-

faill

ible : I'algorithme du pivot de Gauss.

Plus la taille du systéme est grande, plus il est nécessaire d’exploiter

cett

e méthode.

~+ Pour des systémes plus petits, on peut exploiter directement la for-
mule de Cramer

~+ Lensemble des solutions est soit un ensemble vide, soit I'addition
d’une solution particuliere et de I'ensemble (espace vectoriel) des
solutions de I’équation homogene. L'écriture de cet ensemble n’est pas
unique.

~ 1l faut étre tres attentif au symbole <= parfois employé abusive-
ment...

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Formule de CRAMER
— Savoir-faire - Algorithme du pivot de GAUSS

Notations
Définitions Propriétés Remarques
S51= 8 Les systémes S et Sp ont les mémes solu- A =.% On passe de I'un a I'autre par opé-
tions rations élémentaires.
S1=852 Lessolutions de S sontdes solutionsde Sy A <% On passe de S; a S par opérations
«non légitimes » ...
Sg=ai1a22—a12a2,1 = | aL a2 ‘ Déterminant du systeme § (de taille 2) ou On exploite ce résultat pour les

az) azp X ”
de la matrice associée

formules de Cramer.

@Pour aller plus loin - Rang d’un sysfgme (g
Le nombre (entier) de variables libres obtenues lors de
la résolution du systéme (homogéne) s appelle e rang du
systéme. Ce nombre, caché a premiére vue, compris entre
0 et min(n, p) joue un réle trés important en théorie

jurs de maths MPSI (Fermat - 2026/2027

matriciel

Retour sur les problemes

12. Résolution d'un systeme linéaire. & = {(1,1,1)}.

13. Résolution «au petit bonheur ». Voir I'algorithme de Gauss.

14. For

me de I'ensemble des solutions.

1l peut y avoir :

aucune solution (dans ce cas le systeme n’est pas homogene)
r

une solution de la forme . = {(%1,...X,) + ) Axug} ot r est le
k=1

rang du systéme, (}1,..}”) est une solution particuliére et pour
tout k, ﬂf( est un vecteur de IK”, solution non nulle de I'équation
homogene.

(Ces vecteurs sont linéairement indépendants).

15. Impact des parametres.

Sia=8,alors ¥ =9,
Sia#8,alors & = {(5%;, <38, 7% )}

a-8"’
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Résolution de systemes linéaires.

Chapitre

Calculs trigonométriques

@Résumé -

11 s'agit, pour commencer; de revoir les propriétés des fonctions trigonomeétriques.
Nous choisissons une présentation constructive, selon le sens de I'histoire et de la
formation du lycéen. Nous nous appuyons sur les formules de base : cos(a+ b) =
cosacosb—sinasinb etsin(a+ b) = sinacos b+ cos asin b pour développer toute
la trigonométrie.

Avec l'exponentielle complexe (chapitre 7), les formules seront revues plus efficace-

ment.

Pour résoudre f(x) = y, il faut pouvoir écrire x = f~1(y), i.e. trouver la fonction
71 réciproque de f. On s'inté donc a la tri; étrie réciproque (arcsin,
arccos etarctan)

Vidéos :

— Kitoumath. Les mathématiques fantastiques - Les formules de trigo a ap-
prendre sans peine. https ://www.youtube.com/watch 2v=IKj1zQpToxA
— Micmath - La conjugaison complexe est un automorphisme de corps.
https :/lwww.youtube.com/watch 2v=AVDMpnwsztg
— Les maths en finesse - Racines nieme de l'unité. https ://www.youtube.com/watch ?v=aZLGdnktO8k
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Calculs trigc riques

@Pour aller plus loin - Triangles semblables
On dit que deux triangles sont semblables si deux (et
donc trois) angles sont de mémes mesures

|&) Histoire - Claude Ptolémé

Prolémée (Prolémais de Thébaide (Haute-Lgypte) vers
90 - Canope vers 168) est un astronome et astrologue
grec qui vécut & Alexandrie (Egypte).

Il est connu pour ses apports en géographie et en mathé-
matique (géométrie et trigonométrie).

Méme s'il n exploitait pas les fonctions COSs et sin mais
plutét la fonction corde (cord), il donna le premier
élan (aprés Hipparque ?) d la trigonométrique que nous
connaissons. Ces travaux ont été repris par les mathéma-
tiques indiennes (111 a VI siécle) puis les mathématiques
arabes (VIIT a XIII siécle)

1. Problemes

? Probléeme 13 - Fonctions définies sur des angles nulles et
droits. Et plus loin?
Pour tout angle 6, les triangles rectangles dont 'un des angles vaut 6 sont
tous semblables.
11 y a donc un coefficient de proportionnel entre les mesures des cotés
de ces triangles, qui dépend uniquement de 6. Prenons un triangle rec-
tangle de référence d’hypothénuse égale a 1.
On note cosf la mesure du coté adjacent et sin6 le co6té opposé.
Que se passe-t-il si I'angle dépasse 90°?

? Probléme 14 - Unité de mesure d’angles

Au début du lycée, on vous a fait changer l'unité de mesure des angles :
des degrés a des radians?

Pourquoi? Qu'est-ce qu'on y gagne, pour chaque unité?

? Probléme 15 - Relation entre les formules de trigonométrie
Quelles relations entre cos(a + b) et cos a, cos b. Et d’autres?

De méme peut-on linéariser cos(a)sin(b) (c’est-a-dire, 1'écrire sous
forme d’'une somme!).

Beaucoup de formules!

Une autre question, non négligeable : comment apprendre toutes ces
formules?

? Probléme 16 - Equation polynomiale et trigonométrie
Montrer que pour tout entier n, et pour tout 6 € R,
cos(n6) s’exprimer comme une fonction polynomiale en cos.
Ce polynéme s’appelle le polynéme de Tchebychev d’ordre n.

? Probléme 17 - Fonction réciproque
Si souvent, nous aurons besoin d’inverser les relations sinf = x en
6 =sin"1(x).
Mais, sin ou cos ne sont pas des fonctions bijectives. Comment faire?

2. Fonctions trigonométriques

2.1. Construction historique

¥ Analyse - Triangles rectangles semblables

D’apres le théoréme de Thalés, le rapport des longueurs de deux cotés similaires de
deux triangles semblables est constant.

Dans I'ensemble des triangles rectangles, deux triangles sont semblables des qu'ils
ont chacun un angle de méme mesure.

Ainsi les rapports de deux cotés consécutifs dans un triangle rectangle ne dépendent
que de la mesure d'un angle (non droit).

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027
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Ce qui donne une premiére définition, non encore totalement satisfaisante :
Soit 6 un angle compris entre 0 et 90 degrés.
Soit ABC un triangle rectangle en A et tel que ABC = 6.

AB
Alors le rapport BC est indépendant du triangle considéré, noté cos® 6.
AC
De méme BC est indépendant du triangle considéré, noté sin® 6.

Et % estindépendant du triangle considéré, noté tan® 6.

La notation choisie ici n’est pas standardisée, et est sirement contradictoire avec celle
vue en fin de collége. Elle permet de différencier de la vraie fonction cosinus (définie
avec des angles en radians).
5 Analyse - Simplification : hypoténuse égale a 1
Pour éviter tout probleme de division, on peut se concentrer sur les triangles rec-
tangles dont I'hypothénuse a une longueur unité (BC = 1).
Ainsi, pour chaque angle 6 compris entre 0 et 90 degrés, il existe un «unique » triangle
rectangle en A, tel que BAC =0 et BC = 1. Dans ce cas cos® 0 = AB etsin®0 = AC.

b Analyse - Mesure naturelle d’angle
Les cultures (babyloniennes...) choisirent des mesures d’angles différentes. Toutes
étaient proportionnelles les unes aux autres, une est-elle plus naturelle que les autres?
Oui!
Apres 'étape précédente, nous considérons des triangles rectangles d’hypothénuse
de longueur 1. D'une certaine facon, tous ces triangles se trouvent dans le cercle de
rayon 1 et centrée en B. Langle en B est proportionnel a la longueur de la corde CA’
(voir dessin).
Ainsi I'angle habituellement (jusqu’en seconde) noté 90f a une longueur : quart de
périmetre de cercle de rayon 1 i.e. %(211 x1)=%.Onala correspondance :

0° = @Br =0 = igo

n 180
Le calcul devient simple : il suffit de mesurer une longueur (avec une corde qu’on
superpose, puis qu'on détend).

2.2. Fonctions sinus et cosinus
Représentation

D’apres ce que 'on a vu, par construction, on retrouve cosé et sinf sur la
figure comme indiqué en marge.

Par définition : tanf = siﬂ = #.

Donc, par théoreme de Thales, en placant la parallele au sinus dans le tri-
angle prolongé tel que BA' =1, on retrouve le sinus en A’C’.

Reste une derniere étape : franchir les angles frontieres de 0 et 7 radians
(ou 0° et 90°). Avec la derniére représentation, ce n’est pas compliqué : on
continue la projection sur I'axe BA’ et sur I'axe orthogonal.

Périodicité et symétrie
On a alors les résultats suivants, qu'il faut surtout savoir retrouver :

Exercice
Compléter les résultats suivants :

sin(-6) = cos(-0) = sin (0 +m) = cos (0 +m) =
sin(w—0) = cos(m—0)= sin(g—U): cos(%—()):
Correction

sin (—0) = —sin(0) cos (—0) = cos(0) sin (6 + 7)) = —sin(0) cos (0 + 1) = —cosf

sin (7 —6) = sinf cos (m—6) = —cosf sin(g —6) =cosf cos(g—e) =sinf

Avec la définition suivante :

4@ Représentation - Radian

—

0.5 0

& Repr ion - Cercle tri ique

c0s 605 o5

tan 8
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Définition - Congruence modulo a

Soient 0,0’ et a trois réels.

On dit que 6 est congru a 6’ modulo
s'ilexiste ke Z telque 0 =0 + ka :

0=0"[al = IkeZ|0=0"+ka

on ala proposition :

Proposition - Propriétés des congruences
Soit a € R. On a pour tout (,6',0”) e R3 :
o 0=0[a] (reflexivité)
e 0=0'[a] = 6' =0[a] (symétrie)
e @=0'[a)etfd =0"[a]) = 0 =0"[a] (transitivité)
On dit que la relation de congruence modulo @ est une relation d’équiva-
lence.

Démonstration

Reflexivité : 6 = 0[a], il suffit de prendre k = 0.

Sif=6'(al, alors il existe k tel que 8 =0’ + ka, donc @' =0 + (—k)a et donc 6’ = 0[al.
(0=6"la]et6'=0"[a]

alors il existe k et k' tel que 8 =0’ + ka, 0’ = 0" + kra.
donc0=0"+ka+ka=0"+(k+k")a,donc0=0"[a]l O

A savoir parfaitement retrouver :

/Savoir faire - Cas d’égalité de sinus ou de cosinus
Pour tout (0,0") e R ona:

sinf =sinf’ <
cos = cosf'
Démonstration

En exploitant les représentations graphiques, on se place par 27-périodicité sur un intervalle
simple.

. . 0 60 (2]
. sing = /
Puis, on trouve : sinf =sinf’ < { 0 7-60 [27]
L _ , 0= 0 [27]
De méme : cosf = cos b :»{ 0= -0 [2m

2.3. Fonction tangente

Définition - Tangente d’'un angle
Soitf € R, 0 # Z[x]. On appelle tangente de 6 le réel, noté tan 6, défini par :

sinf
tanf =

cosf

e Remarque - fonction cotangente
cosf

On définit de méme la fonction cotangente sur R\ nZ par cotanf = —

o
Sur le cercle trigonométrique, on a trouve sur la tangente au cercle au point (0,1).

SiO#0 l%] on acotanf =

1
tanf’
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Proposition - (Im)parité et périodicité
Soit0eR, 0 # g[n]. Ona

tan (—60) = —tan0 tan (7 +6) = tan0 tan (7 —0) = —tanf

Démonstration 0@ + 1) ind
sin(@ + 7 —sin,

On applique, directement la définition, par exemple : tan(f + 1) = ———— = =

n applique, directement la définition, par exemple an(6 + ) cos@+m) ~ —cosd

tanf O

Exercice

Etudier et représenter la fonction tan

Correction
La fonction tan est définie sur 2 = {x € R | cos0 # 0} = R\ (5 + km; k € Z}.
La fonction tan est 7-périodique d'aprés la formule trouvée plus haut.
On peut I'étudier sur ] — % %[, puis exploiter des translations de vecteurs 7.
Par division de deux fonctions dérivables, tan est dérivable sur son ensemble de définition.

2 in2
+ 1
cos”(x) +sin"(x) _ 1+ tan?(x) =

Vxez, tan’(x) = >
cos?(x) cos?(x)

- -
La fonction tan est donc strictement croissante sur les intervalles de la forme ]7,7[ et a valeurs
dans | — oo, 00[.

tan(0) = 0 et la pente de la tangente au point 0a pour pente : tan’ (kn) = ——— =1.
cos k)

1 o
Enfin, comme — est croissante sur [0, %, tan est convexe sur [0, 5 [ et — est décroissante sur
C€os* Cos*

1- 5,01, tan est concave sur | - §,0].
On obtient la représentation graphique suivante :

Proposition - Cas d’égalité de tangentes
Pour tout (6,0’) e R ona:

tan@ =tan@' < 6 =0'[n]

3. Formules trigonométriques

Nous démontrons la plupart des relations avec des angles inférieurs a 7, puis
nous étendons les résultats par périodicité/symétrie.
3.1. Formules de Regiomontanus

Tres important! A connaitre par coeur, absolument! Il peut étre bon d’avoir
un moyen mnémotechnique aupres de soi. ..

|&)\ Histoire - Trigonométrie : une vieille disci-

Proposition - Formules fondamentales

1
cos?0 +sin®0 =1 1+tan®0 = —= ol cos?6 = (cos@)2
cos?6

pline
(Ces formules apparaissent pour la premiére fois chez
[Ptolémée, 150 aprés J-C. On les retrouve chez Regio-
prontanus en 1464

cos(a+b) =cosacosb—sinasinb cos(a—b) =cosacosb+sinasinb
sin(a+ b) =sinacosb+sinbcosa sin(a—b) =sinacosb—-sinbcosa

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Exploiter les symétries du calcul
Une piste pour retrouver la formule cos(a + b).
Nous savons qu'il existe une relation, mais laquelle. Notons ¢(a,b) =
cos(a+b).
La relation doit vérifier :
— @(b,a) = ¢(a,b), cela ne peut donc pas étre ¢(a,b) = sinacosb -
sinbcosa.
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— ¢(—a,-b) = ¢(a,b), cela ne peut donc pas étre ¢(a,b) =
sinacosb+sinbcosa.

— ¢(a,—a) = cos(0) = 1, cela ne peut donc pas étre ¢(a,b) =
cosacosb +sinasinb, dans ce cas ¢(a,—a) = cos?a—sinfa #1
(pour la plupart des a)

Dé
i —— ]
cos(a () ~ < sin @ sin o
- ~ag
> ~
o+ [ ~
b ~
08 <
N
N
sint Beos
G \
06 sin
sin(a H 3) 1
0.4 (04
p-
\
02 cos 3 \
cos 3 sin v \‘
3 \
g ]
« cos «cos 3 |_ i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 :

La premiéere formule dérive directement de la relation de Pythagore.

Avec A(cos8,sin@), Mcos,0) et O(0,0), on a OM A est rectangle.

D’apres le théoreme de Pythagore : 042 = OM? + MA? ie 1= cos® 0 +sin0.

Concernant les formules cos(a + b)..., on pourra trouver une démonstration plus efficace avec
les notations exponentielle. ..

Pour obtenir cos(a — b), on remplace 8 par —b et donc cos 8 = cos b alors que sin § = —sinb... O

Exercice
On peut aussi exploiter les équations différentielles.
On note f : x — cos(a + x). Montrer que f est solution du probléme de Cauchy :

Y4y = 0
y(©) = cosa
Y0 = -sin@
En déduire une expression de f.
Correction
Il suffit de faire le calcul. La solution du probléme de Cauchy est unique, c¢’est une combinaison linéaire
de cos et sin.

Donc il existe A et B tel que cos(a+x) = Acosx+ Bsinx.
Puis avec les valeurs en x = 0, de f et f’, ona A=cosaetB=-sina

De cet exercice, on déduit un nouveau moyen mnemotechnique pour retenir
les formules de Regiomontanus.

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Combinaison linéaire en cos x et sin x
x— cos(a+ x) est une fonction, combinaison linéaire de cos x et sin x.
1l existe A, B indépendant de x tel que cos(a+ x) = Acos x + Bsin x.
En particulier pour x = 0 et x = § : cosa = Ax1+Bx0 et
cos(a+%) =—sina=Ax0+Bx1.
Donc pour tout a,x € R : cos(a+ x) = cosacosx —sinasinx.
x+— sin(a+ x) est une fonction, combinaison linéaire de cos x et sin x.
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1l existe C, D indépendant de x tel que sin(a + x) = Ccosx + Dsinx.

En particulier pour x=0etx =5 :sina=Cx1+Dx0etsin(a+7%) =
+cosa=Cx0+Dx1.

Donc pour tout @, x € R : sin(a+ x) = sinacos x + cosasin x.

Savoir les déduire ou les retrouver.

Proposition - Formltl%%s afg_l%gna%lentales (bis) tand—tanb
tan(a+b)= ——— tan(a—-b)= —
1-tanatanb 1+tanatanb
sin2a =2sinacosa cos2a = cos®a—sin>a=2cos>a—1=1-2sin’a
2tana
tan2a= ————
1-tan®a
5 1+cos2a . 1-cos2a
cos“a= ——— sin“a= ————
2 2
Exercice

Démontrer ces formules

Correction
Quelques unes :
sinacosb - cosasinb

sin(a—b) _sinacosb-cosasinb cosacosb tana—tanb
tan(a-b) = = ——— = =
cos(a—b) cosacosh+sinasinb  cosacosb+sinasinb  1+tanatanb
cosacosbh
cos(2a) = cos(a+a) = cos? a - sin® a = cos® a— (1 - cos® @) = 2cos? a— 1 = (1 -sin’ a) - sin® a =
in2
1-2sin“a....

3.2. Produit en somme et réciproquement

Savoir les déduire ou les retrouver.

Proposition - Transformation de produit en somme
cosacosb= ;[cos (a+b) +cos(a—Db))

sinasinb = l[cos (a—b)—cos(a+Db))

2

sinacosb = é[Sil’l(d‘F b) +sin(a- b))

Exercice
Comment exploiter les symétries du calcul pour « deviner » les égalités

Correction

On note (par exemple) ¢(a,b) = sinasinb. Donc ¢(—a,—b) = ¢(a,b), la formule contient des cos
(fonctions paires).

¢(a,0) =0, donc il y a une soustraction de cos(a+b) = cosa et cos(a—b) = cosa. p(a,a) = sina=
%(1 —cos2a) ce qui donne la premiére formule. ..

Exercice

Démontrer ces formules

Correction

La démonstration se fait a 'envers. Il faut donc bien intuiter d'ou partir. . ..

Par exemple, pour obtenir sin asin b, on se souvient que cela s’obtient avec cos(a + b).
Donc on note : cos(a+ b) = cosacosb—sinasinb et cos(a— b) = cosacosb +sinasinb.
Il faut supprimer les cos acos b, on retranche donc :

@Pﬂur aller plus loin - Trisection de I'angle
Un probléme antique consistait d trouver comment cou-
per un angle en trois parts égales.

La réponse de Viéte (1593 - incompléte car elle ne
donne pas de construction), consiste d remarquer que
sin(3a) =3sina — 4sinda.

1 i i in3a = agit de 1é-
cos(a+b) —cos(a—b) = —sinasinb —sinasinb = sinasinb = 3 (cos(a— b) —cos(a+ b)) i on connait 3a et donc sinda = S. I s git de ré

Exercice

Comment exploiter les symétries du calcul pour « deviner » les égalités cette équation -

Correction

soudre :4x% —3x+§=0.
Or la formule d’Al-Khwarismi donne pour solution d

@ Remarque - Notation exponentielle Y=\ "
Avec les notations exponentielles, le résultats sera plus immédiat (on pourra le trouver dans
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le sens direct). e Remarque - Calcul intégral
Ces résultats servent souvent dans le calcul d'intégrale avec des fonctions trigonométriques
Proposition - Transformation de somme en produit
Démonstration
p+q p—q Un graphique nous aide la aussi. Mais on peut directement, faire le calcul apres avoir rappeler :
cosp+cosq =2cos(— ) cos(—) gz phia o P P PP
2 2 1+1°=1+tan" 5 = 20:
. ptdy . p=q cos® 3
cosp—cosq =—2sin(—)sin(—)
5 p .9.(29)2.9 % stan? cos?? 2t
. . . Ptq P-q sinf =sin(2-) =2sin— cos - =2tan — cos” — =
sinp +sing = 2sin (—) cos (—) 2 272 27 2 1+s?
2 2
2
N 5 p+dy . p=q 4 20 2 1-t
- = — —_— cosf =cos(2-) =2cos” — 1= -1=
sinp —sing = 2cos| 5 )sin( S ) 3 3 e e
m]
Exercice e Remarque - Trucs pour ne pas écrire de bétises...
Démontrer ces formules On peut vérifier que si@ =0 : t =0,sinf =0,
T mais aussicos@ = 1 etsin® +cos? = 1,
Correction owencore, si0 = 5, t = 1 ettan6 = oo..., donc le dénominateur de tan s‘annule en
Par exemple : 1et—1
+ - + - co
cosp—cosq = cos(% + %) - cos(% - %) ou toujours, tan =
+ - - - + - :
= cos(Z2) cos(Z22) — sin( 29 sin(Z22) - cos( 229 cos( 229 - sin (22T sin (221 Exercice
2 2 2 2 2 2 2 2 Exemple d’emploi des notations exponentielles.
= —2sin(Z % sin( 221 Notons & 'argument du complexe z=1+it.
2 2 Calculer z2, quel est 'argument du complexe 22 ? En déduire les relations recherchées ?
Sauriez-vous en déduire I'expression de cos@ en fonction de r = tan% ?
M Attention - Remarque Correction
lIn’y a pas d_e forfnlﬂe générale pour transformer cos p £sing. 2% = (1- 1%) + 2it, c'est le complexe de module v/(1— 12)2 +412 = V1 +2¢2 + t* = (1+ 1%) et d'ar-
Sauf a exploiter sin g = cos(5 - ¢)... gument 2a.
Dons cos(2a) Re(z%) _1-1 etsina) Im(z%) _ 2t
cos(za) = = smila) = = .
1+62  1+12 1+62 1+
n a 3 _ 2 i 3 2)2 32 — 2 6 —
De méme z° = [1-3¢°] +i[3t — t°], de module V/(1-31%)%+ (31— )= = V1+32 4304+ 16 =
s Exemple - Calculde ) coskr 1+ 1232 et d'argument 3a. ]
= D o= 32 oo = 2
ONC COS(3a) = ————7 etsnida) = ——— ...
(1+2)302 (1+2)32

Soit £ €]0,7]. On pose Sy, = Z coskt.
k=0
Calculer 2(sin %)Sn puis déduire S; (que I'on exprimera comme produit ou quotient

R . ) /Savoir faire - Méthode pour transformer acos ¢ + bsin t en Acos (¢ — ¢)
de trois termes sinus ou cosinus).

On écrit
t n t n 2k+1 —2k+1 n 2k+1 2k-1 a b
2(sin-)S, =2 )_ sin-cos(kt) = sin(——1) +sin n|= sin(——1) —sin(——¢ int= 2 2( i )
(sin2)Sn kgo 5 costkn) g (=D +sin(— )) kgo( (- 0H-sin(==0 acost+bsint=Va?+b T C0S I+ —=—sint
Puis par télescopage : b 2 o
7@) =1, il existe ¢ € R tel que
Lt . 2n+l . 1 . 2n+1 .1 . . 2n+2 2n . n+l n
2(sm£)5n:sm(Tt)—sm(—gt) :sm(T[Hsm(Et] :Zsm(Tncos(Tn:251n(7[)cos(gt) a b
cosp = et sing =
¢ VaZ+b? ¢ VaZ+b?
Ainsi
N pgin il "ot —VEZi2
_ Cosgisin 7y d’ol1en posant A= Va?+b?, ona
" sin % t
acost+bsint = A(cos¢cos t +singsin t) = Acos(t—¢).
. La fonction s : t — acost + bsint représente donc un signal sinusoidal
3.3. Angle moitié d’amplitude A de phase initiale —¢(instant ¢ = 0) .
PUPR 0 s
- Formules d’additi Proposition Ut;llsatmn de la tangente de 'angle moitié Exercice
On note t = tan —. Alors : Factoriser sinf +cos 6, v3cosx —sin x. & Repr i - Quelq valeurs de
2 2 _— arcsinx
2 Correction
t sing = 2t cos0 = 1-t anf = 2t sin9+00592: V2(sinfsin § +sinfcos §) = vZcos(@ - ). s | ! 4
1+ 12 1+ 12 1-12 Comme v3“ +1=4=2% ona,
_ _ C
V3cosx—sinx=2 [\/5200sx— 1sin.wc) = 2[005 L cosx+sin— sinx) =2cos(x+ l) 3
2 6 6 6 . arcsin x
T
[ AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027 AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026(2027
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46 Calculs trigc riques
4. Trigonométrie réciproque
4.1. Arcsinus
Définition - Arcsinus
Pour tout x € [—1,1] il existe un unique 6 € [—%, %] vérifiant x = sin6. Ce

[&) Histoire - Série arcsin
On trouve chez Wallis et les mathématiciens anglais
pré-newtonien :

3 2.5 ane
arcsin(x) =x+ 35 + 23X 4 DABL
9 Repr i - Quelq valeurs de

arccos x

réel 0 est appelé arcsinus de x et noté arcsinx On a donc:

0 =arcsinx & (sinB =xetle [,f‘ z])
2" 2

M Attention - Intervalle d’arrivée
De méme qu’il a été choisi de prendre 1'unique racine positive de a,
lorsqu’on écrit v/a (et non —y/a qui vérifie également (-va@)? = a); on
choisit ici un résultat dans [-%, %], il faut donc penser a ajouter un

272
angle...

sinf = x < 0 = arcsin(x)[27] ou € = 1 — arcsin(x)[27]

1l faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

V3l
2

1
x 0] -
2

Sl

arcsinx

Exercice
Calculer arcsin (sin Z,T”), arcsin (sin “T”) .

Correction
Ou est le piége ? dans l'intervalle d'arrivée.

Comme ZT">%,arcsin(sin2T"J=nf%":§.De mémeT:47rf%.arcsin(sin2%")=*%

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et arcsin
Ona:
L s
VO e [--,—-], arcsin(sinf) =0
22

Vxe[-1,1], sin(arcsinx)=x

Vxe[-1,1], cos(arcsinx)=V1-x2

Démonstration
Les deux premiers résultats s'obtiennent en appliquant tout simplement la définition.
Comme cos? = 1 -sin?, on a donc pour x€ [-1,1],

cos? (arcsin(x)) = 1 - sin® (arcsin(x)) = 1 - x>

donc cos(arcsin(x)) = V1 - x2.
Oraresin(x) € [~ %, 1, donc cos(aresin(x)) > 0 et donc cos(arcsin(x)) = +V1-x% O

4.2, Arccosinus

Définition - Arccosinus
Pour tout x € [-1,1] il existe un unique 6 € [0, 7] vérifiant x = cosf. Ce réel
0 est appelé arccosinus de x et noté arccos x On a donc :

0 =arccosx o (cos@:xet@e [0,71]]

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027

4. Trigonométrie réciproque

47

M Attention - Intervalle d’arrivée
Comme précédemment :

cosf = x < 0 = arccos(x)[27] ou 0 = —arccos(x)[27]

1l faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

11 [¥8],
2| V2| 2

x 0

arccosx

Exercice
Calculer arccos (cos %”), arccos (cos ZST”).

Correction

Comme %7' €lm,2m|, arccos(cos%") = —47” +2m= ZT” De méme ZST” :4n+%, arccos(cosz%”) =
P

3

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et arccos
Ona:
VO € [0,n], arccos(cosf)=0

Vxe[-1,1], cos(arccosx)=x

Vxe[-1,1], sin(arccosx)=V1-x?

Exercice
Faire la démonstration

Correction

Comme sin® = 1 - cos®

,on adonc pour x € [-1,1],
sinz(arc cos(x)) =1- cos? (arccos(x)) =1— 2

dong sin(arccos(x)) = +V/1-x2.
Or arccos(x) € [0,7], donc sin(arccos(x)) = 0 et donc sin(arccos(x)) = +v/1 - x2

4.3. Arctangente

Définition - Arctangente
Pour tout x € R il existe un unique 6 €] — %, %[ vérifiant x = tanf. Ce réel 8
est appelé arctangente de x et noté arctanx On a donc :

6 =arctanx & (tan@:xet@e] —g,g[)

1l faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :
1

X Oﬁl\/?:

arctanx

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et arctan
Ona:
T
Vo €] - 2 ;[, arctan (tan) = 6

VxeR, tan(arctanx)=x

1
VxeR, cos(arctanx)= ——
( ) V1+x2

3 Repr i - Quelq valeurs de
arctanx
X

c

0.5

arctan x
0
i -0.5 0 0s
-0.5

|&) Histoire - Série arctan

On trouve chez Gregory et les mathématiciens anglais
pré-newtonien :

arcsin(x) = x - XT‘ + "Si—%' +..

Puis, avec, une formule d approximation de 7w :

= 16arctan% —4arctan ﬁ.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027



48 Calculs trigc riques
x
VxeR, sin(arctanx)=
! V1+x2

Démonstration

On exploite cos? = mﬁ puis la positivité.
Etsin? = 1-cos? =1- —L5 = tan>_

1+tan®  l+tan?

@Pnur aller plus loin - Formule d’approxima-
tion de 7 : Formule de Machin (1706)

1 1 - -
4arctan§‘ - arFtanm = =
arg((1+ )41 - 5hy) =argHd2 a1+ 1) = 2.
Comme arctan(x) = x + éx3 + %xS +..., on trouve
une excellente approximation de 7.

Cette formule donna la meilleure approximation de 7w
connue durant tout le XVIII iéme siécle.

Proposition - Relation complexe
Soit x € R, alors arg(1 + i x) = arctan(x)

Démonstration
Soit z=1+ix, note p = V1+x2 son module et 6 sont argument.

Donc a donc tanf =

z=1+ix=p(cosd +isin0)
sinf _ psing _ x

cosf pcosh 1

Ainsiarctanx =60 =arg(l1 +ix). O

@ Remarque - Aspect analytique
On étudiera dans un prochain chapitre les aspects analytiques de ces fonctions (dérivées,
développement limités. . .)

5. Bilan

Synthese

~

En géométrie (et physique), nous pratiquons la projection orthogo-
nale, cela consiste a multiplier par cosf (ou sinf) la longueur de
I'hypoténuse. Différents calculs se présentent a nous : cos(a + b),
cos(a) cos(b) ou cos a+cosb (et tout ce que I'on peut imaginer de ma-
niére équivalente avec sin ou tan). Il existe alors de nombreuses rela-
tions calculatoires a apprendre!

Trés souvent la question se pose de maniere réciproque : étant donné
une longueur de quel angle en est-elle le cos? Le probleme, la fonc-
tion n’est pas injective : on peut avoir 0 # 0’ et cosf = cos6’. On res-
treint donc I'intervalle image. On crée ainsi une fonction réciproque
arccos a la fonction cosjg 4 : [0,7] — [~1,1]. De méme pour les fonc-
tions sian%’%] et ran[f%%J . Au passage, on trouve une méthode com-
plémentaire (algébrique) dans le simple cas de la racine carrée d'un
nombre complexe.

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - Cas d’égalité de sinus ou de cosinus

Truc & Astuce pour le calcul - Exploiter les symétries du calcul

Truc & Astuce pour le calcul - Combinaison linéaire en cos x et sinx
Savoir-faire - Méthode pour transformer acos t + bsin t en Acos(t—¢)

Notations
Notations Définitions Propriétés Remarques
cos, sin, tan Fonctions cosinus, sinus et tangentes. Dans un triangle ABC rectangle en A, Toutun chapitre a connaitre!
AB AC AC
cosB=—,sinB=— ettanB=— =
BC BC AB
cosB
n sinB
arccos,  arcsin, Fonctions réciproques de cos|lgh!l,  cos(arccos(x)) = x pour tout x e [-1,1] A savoir maitriser
arctan I-1,1] '

sin
ment.

=11 ecti
iCi2ai2) @ yya ) TeSPective-
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Retour sur les problemes

16.
17.

18.

19.

20.

Voir le cours

Les formules d’additions de cos et sin restent vraies si les angles sont
en degré.

Pourquoi changer d’unité au lycée?

L'inégalité sinx < x < tan x est vraie pour x en radian. Pour x en degré,
on aurait plutot : sinx < {55 X < tan x. )

On trouve alors, en radian : cosx < % < 1 en faisant x — 0 : on
trouve sin’(x) = 1, puis avec les formules d’addition : sin’ = —cos.

Si les angles sont en degré : il faut un coefficient multiplicatif. C’est
donc une relation pénible.

Bilan : si on passe en radian, c’est parce qu’on s'intéresse a propriétés
analytiques des fonctions trigonométriques. ...

A apprendre. Mais 'apprendre, c’est toujours plus compliqué.

cos(n8) =Re((e'”)") =Re((cosO+ising)") = Y ( n )(—1)kcos"*2"9(1—

o<k<f 2k

cos? ij = Tp(cosB)

arcsin et arccos. ..

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027
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Chapitre

Ensemble des nombres
complexes

@Résumé -

Dans ce chapitre, nous reprenons des résultats de lycée sur les nombres complexes
et leur lien avec la géométrie du plan. Ce sont des bons outils pour reprendre les
propriétés trigonométriques!
Comme, ces nombres ont été i s pour ré: tout type d'équa-
tion polynomiale, il est normal que ce chapitre soit associé a la recherche des solu-
tions de x" = 1, i.e. la recherche des racines de l'unité.
Puis nous nous intéressons aux transformations géométriques du plan. Lorsque
T'espace géométrique étudié est de dimension 2 (plan R?), les nombres complexes
sont de parfaits outils pour faire cette étude. En effet, ces nombres ont un lien fort
avec la géométrie (revue au chapitre suivant) : addition de plexes = translati
et multiplication de complexes = homothétie et rotation (similitude). ..
— Micmath - La conjugaison complexe est un automorphisme de corps.
https :/lwww.youtube.com/watch 2v=AVDMpnwsztg
Les maths en finesse - Racines nieme de l'unité. https ://www.youtube.com/watch 2v=aZLGdnktO8k
— Exo7Math - Nombres complexes part.4 : ggométrie . https ://www.youtube.com/watch ?v=ej9zpQYsQs8

o .

— AEV- Nomb plexes | Applications a la géométrie. https ://www.youtube.com/watch 2v=HfxqAQ1SiGo
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Ensemble des nombres complexes

|2 Histoire - Citation

« Au reste tant les vrayes racines que les fausses ne sont
pas tousiours reelles; mais quelques seulement imagi-
naires ; ¢'est a dire qu'on peut bien touiours en imaginer
autant que iay dit en chasque Equation ; mais qu'il n'y
a quelquefois aucune quantité, qui corresponde a celles
qu’on imagine. » Descartes (1637)

1. Problemes

? Probléme 18 - Multiplication de nombres
Que représente la multiplication complexe Z = z x z' pour des points
M(z) et M'(2)).
En particulier, existe-t-il un algorithme géométrique pour tracer cette
multiplication?
On pourra dans un premier temps, considérer que ze R, ze U

? Probléme 19 - Théoréme de Napoléon
En exploitant les nombres complexes, démontrer le théoreme de Napo-
léon:
Si nous construisons trois triangles équilatéraux a partir des cotés d'un
triangle quelconque, tous a I'extérieur ou tous a l'intérieur, les centres de
ces triangles équilatéraux forment eux-mémes un triangle équilatéral.
Beaucoup de problemes (théoreme de Ptolémée, théoreme de Cotes...),
du plan se démontre par calculs avec des nombres complexes.

? Probléme 20 - Transformation du plan
A T'aide des nombres complexes, comment trouver toutes les transfor-
mations du plan qui conserve les longueurs et/ou les angles?

? Probléme 21 - Application en physique
On connait beaucoup d’applications en physique des nombres com-
plexes (notés j), en particulier en électricité ou pour I'étude de Fourier.
La loi de Snell-Descartes donne pour la réfraction entre deux milieux
d’indices n; et ny : nysinf; = nysin,.
Lorsque n; > ny et 6 proche de 0 (donc sinf; proche de 1), on trouve
sinf, = %sinﬂl > 1, et donc cos6, € C.

2

Avec ce nombre complexe, Augustin FRESNEL unifiait en une seule for-
mule ce qui se présentait jusqu’alors sous deux formes. Quelle est cette
formule?

2. EULER:manipulateur des nombres du diable

2.1. Racine de polynémes

O Analyse - Probleme de Cardan (1545)
Un segment de longueur 10 est coupé en deux parties de longueur a et b. De quelle
manieére le faire, de sorte que I'aire du rectangle dont chaque c6té vaut a et b puisse
valoir 40?
On ales équations a+b =10 et a x b = 40, donc a® — 10a = a(a—10) = ax b = 40.
Les racines de cette équation x2 — 10x—40 = 0 est 5+ v/—15 et 5 — v/~ 15.
Evidemment cela est problématique (racine d'un nombre négatif) sauf que

— G+V-15)+(5-V-15=10

— B5+V-15) x (5—V~15) =5% — (-15) =25+ 15 = 40

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027
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La solution fonctionne avec ces nouveaux nombres, a condition de garder les méme
regles de calcul qu'avec les nombres classiques. ..

Les reégles de calcul sont donnés par Raphaél Bombelli (1572), dans son al-
gebra. Pendant deux siécles les mathématiciens se querellent quant a leur
existence et a leurs emplois.

Exercice

On reprend un exercice historique de Bombelli.

En reprenant les régles classiques de calcul, évaluer (2 +v/—1)3.

En employant les formules de Cardan, trouver les racines de B =15x+4.

Correction
Binome de Newton : (2+v=1)3 =23 +3y=1x 22 +3(V-1)? x 2+ (V=13 =8+12/~1-6-v~1=
2+11V-1.

2.2. Calcul algébrique

Euler invente la notation i bien pratique et les manipule avec précision. I
écrit a Diderot : « ™ = —1 donc Dieu existe ».

Remarque - Unicité
Un complexe est un « nombre » z quis’écritz = a+ib o a et b sont des réels et i vérifie
i = —1. Cette écriture est unique et s‘appelle a forme algébrique de z.
Comme la construction de C n'est pas donnée, il n'est pas possible de démontrer ['uni-
cité de [écriture de z, ni la justification des régles de calcul. Nous les admettons alors. Ce
n'est pas rien. ..

Définition - Notation de nombre complexe (1748)
Soit z = a + ib un complexe (a et b sont des réels).
a =Rezs'appelle la partie réelle de z.
b =Imz s’appelle la partie imaginaire de z;
z est ditimaginaire pur (z € iR) si sa partie réelle est nulle.
Z=a-ibsappelle le conjugué de z=a+ib.
|z| = Va2 + b? s’appelle le module de z.

Notons tout de suite comment se comportent les calculs habituelles addition
et multiplication sur C (il s’agit presque de définition ici...)

Définition - (et proposition?) C est un corps
Pour tout (z,z') € C?, 1,1 € R,
— Re(Az+A'Z') = ARe(z) + A'Re(2’) (la partie réelle est R-linéaire sur C)
— Im(Az+A'Z") = Alm(z) + A'Im(2’) (la partie imaginaire est R-linéaire
sur C)
— siz=a+ibetz =a'+ib',alors zx z' = (aa' - bb') + i(ab' + a'b)

P = - 1 z
En particulier z x Z = a® + b* = |z|* = |z/?, donc — = o
z Iz

Exercice
En déduire que C est commutatif

Correction
Sur IR : + est commutatif donc Re(z + z') = Re(2) + Re(z') = Re(2) + Re(2) = Re(2 + 2).
De méme Im(z +2') =--- =Im(2' + 2), donc z+2' = 2’ + z.

Sur R : + et x sont commutatifs, en gardant les mémes notations :
zx 2z =(ad -bb)+i(ab +a'b)= (@ a-b'b)+i(@b+ab)=2 xz

e Remarque - Importance du conjugué
Le fait que zZ est un nombre réel (pur) explique Uimportance de [a notion de conjugué.

@Paur aller plus loin - Construction de C
Rassurons nous : nous construirons bien C par la suite,
selon la méthode proposée par Cauchy (avec des classes

déquivalence).
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Démonstration Proposition - Propriétés du module
Comme P .

Az+ A2 = Aa+iAb)+Vd +id'b) = Aa+ V'd) +i(Ab+A'b) On a les propriétés du module :
Donc

Y(z,2)€C?®acR,, lzl=Vzz |az| = alz| 1zZ'| = |z||Z|
lzl .

— (si Z #0)

12|

Re(Az+A'z) =ARe(2) + A'Re(z)) et  Im(Az+A'Z") = Alm(z) + A'Im(2")
) lzl=1z] = |-zl
Puis :

zxz =(a+ib)x (@ +ib) = (ad' +iab' +iba +i?bb' = (ad' +bb')+i(ab' +a'b)

[m} Démonstration
On a alors Les deux premiers résultats ont été démontrés. Puis
|z2'| =\ (z2))(z2)) = 3\ 2272 =V zz\/ 2z = |zl12'|
Proposition - Conjugaison z z
o L o=/ x 2| =121 x| &
On a les propriétés du conjugué : Z Z
_ _ 1l ne reste plus qu’a diviser par |z'|. O
¥(z,z)eC* VaeR, z=z z2+2 =Z+2
1 @ Remarque - Valeur absolue et module
27 =77 (7) == Pour un réel, valeur absolue et module coincident !
z] z
z+z Z2—2
Rez= > Imz= =T
i . . .
2.3. Représentation graphique (addition et longueur)
On munit le plan d’'un repére orthonormé direct (0, i, 7). Le point M de
Démonstration coordonnées (a, b), caractérisé par OM = aii + b, peut alors étre représenté ([i) Histoire - John WALLIS (1616-1703)
Supposons que z= a+ibetz =a'+ib'. Alors

parle complexe z=a+ib.
Z=a-ib=a+ib=z

Z+7 =@+ ib)+ @ + i) = @@+ @) +ib+b) = (a+d) - i(b+b) = (a=ib)+ (@ - ib) =Z+2' Définition - Affixe d'un point. Affixe d'un vecteur

2x2 =(a+ D) x (@ + V) = (ad — bb) + i(all + &'b) = (aa'~bb)~iab'+a') = (a=ib)x (a'~ i) = ZxZ eaiestalorsannelallixedunomiiM(@bylon neutnolenzi At (M
Réciproquement, le point M est appelé (point) image de z.

De méme, si w est un vecteur de coordonnées (a, b), a+ib est appelé affixe
de W (noté Aff(w)), lui-méme appelé (vecteur) image du complexe a + ib.

T
z

@ Remarque - Axes
Les points de ['axe des abscisses correspondent aux points d’affixe réelle.

Proposition - Puissance et conjugaison Les points de ['axe des ordonnés correspondent aux points d affixe imaginaire pure.
On définit les puissances d'un nombre complexe par
20=1 Proposition - Opération complexe et correspond sur le plan géo- Il semble que John Wallis ait imaginé représenter les
vnelN, z"! = z"z métrique nombres complexes dans un plan.
Si z est I'affixe de M alors Z est I'affixe du symétrique de M par rapport a | | Certainement, avait-il compris comment additionner les
OnaalorsVnelN, z" =z" I’axe des abscisses. nombres complexes ; mais Uessentiel : il n’avait pas com-
: a1 , — Si z = Aff(M) alors || est égal a la distance OM. pris fe ol géométrique de [a multiplication.
Pourz#0etnelN,onpose z~" = — = (z")"!,onaalors Vne z,z" =z". X v, Il 8 — Wallis est par ailleurs un grand manipulateur de ['in-
Si z = Aff(M) et zy = Aff(M)), alors Aff(MyM) = z— zp et |z — 29| = MoyM Sini.

Exercice
Faire la démonstration

2.4. Inégalités

Correction @ Représentation - Affixe d’'un point (ou d’'un
Il faut faire une récurrence N vecteur)
Exercice Théoreme - Inégalités Wit
Démontrer la formule de Moivre (1707) : (cosa+ isina)" = cos(na) + i sin(na). Pour (z,2') € C%, on ales inégalités suivantes : e
(Il est compliqué de comprendre comment il a cette idée, au. hasard ?)
Re z < |z| avec égalité si et seulement si z € R*
Correction
On le fait par récurrence. . . o+
Pour n=0, on a bien (cosa+isina)® = 1=cos0+isin0. Imz < |z| avec égalité si et seulement si z € iR
Supposons que le résultat est vrai au rang n quelconque. D 0 0 . U .
(cosa + isin@)"*! = (cos(na) + isin(na))(cosa + isina) = (cos(na)cosa — sin(na)sina) + |z| -z |’ <|z+7z'| <|z| +|z'| (Inégalité triangulaire)

i(cos(na)sina+sin(na)cosa)) = cos((n+1)a) +isin((n+1)a)
avec égalité dans I'inégalité de droite
si et seulement si 2’ = 0 ou il existe 1 € R* tel que z = 12’ (z, 2/
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| positivement liés).

M Attention - Module ou valeur absolue?
< Ily a des modules et des valeurs absolues partout ici

L Analyse - Interprétation de I'inégalité triangulaire
Si A, B, C sont trois points tels que z = Aff(AB) et z’ = Aff(BC), alors

|z+2'| <|z| +12| avec égalité si et seulement si z, z'positivement liés

signifie que AC < AB+ BC avec égalité si et seulement si A, B, C sont alignés et B entre
AetC.

Démonstration
Avec les notations habituelles,

|22 = a® + b = a® = |z| = |a| = [Re(2)|

11y a égalité si et seulement si b =0, i.e. Im(z) = 0.
Pour I'inégalité triangulaire, réécrivons les calculs (au carrés) pour mieux voir comment compa-
rer:
lz+2'12=(a+a)2 + b+ b2 =@+ b2+’ + ' +2ad +2bb = |21 + 1212 + 2Re(22))
(2l +12')? =121 + |'[* +2122'| = 12 +12'1” + 2127
Or comme on a vu que \Z?I >Re(zz), ona I'égalité attendue;
la condition équivalente a I'égalité est Im(zz') = 0 et Re(zz/) >0

P ! ! ! / f ’ a_>b
ie.ab'—a'b=0etaa'+bb'>0ie z'=AzavecA= G =7>0
Enfin, en supposant |z| = |2/|, en considérant Z = z+ z' et Z' = —z', on a
' ’ Hor) ] ] '
lz2l=1Z+Z'|<|Z|+|Z'| =|z+ 2| +|z| = lzl-12l| = |zl - |z'| < |z+ 2|

[m}

Par récurrence :

Proposition - Inégalités
Pour n complexes zi,...,2, ona

|21+ 4 znl < |21l + -+ + 2.

Démonstration
On note, pour tout n € IN*, Py, : «V z1,...2p, € C, |21+ + zp| < |21 |+ + |2p|».
— Lerésultat est vrai pour n = 1 (et démontré pour n = 2).
— Soit n € IN*. Supposons que %, est vraie. Soient zi,...2n, 2p+1 € C. Alors d’apres
I'inégalité triangulaire avec Z — z1 +-+-+ 25 :

n+l

Y 2

k=1

n n
=1Z+zp1l <IZI+1zns1l = | Y 2| 121l < X |2kl + 12041l

d’apres la relation 22;,. Et ainsi 22,1 est vraie.
[m]

Voici un dernier énoncé qui découle de tout ce que 'on a déja démontré.

Proposition - Caractérisation des complexes remarquables
z=0<|z|=0©Rez=Imz=0

zeRoelmz=0<Z=z< |z]> = (Rez)?

z€eiRoRez=00z=-z% \z\Z:(Imz)2
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3. Levisionnaire : GAUSS et la multiplication com-
plexe

3.1. Les complexes de module 1

En 1800, les mathématiciens manipulent les nombres complexes, mais ces
nombres manquent de légitimité.

C'est Gauss qui les justifie géométriquement sur R? (Argand et Wessel
semblent, chacun de leur c6té, avoir eu la méme idée).

Le groupe unitaire U

Définition - Groupe unitaire
On note U l'ensemble des complexes de module 1, c’est aussi le cercle
unité de C, ensemble des affixes des points du cercle trigonométrique

U={zeClllzl=1}.

Proposition - Conjugaison sur U
_ 1
Y(z,2)eU? 27 €U, VzeU,z=-€eU.

z
On dit que 'ensemble U muni de I'opération multiplication est un groupe
commutatif.

Démonstration
1z2'| =1zl x |2'| =1x1=1,donc zz' € U.

1 z
Onavu—=—5=Zcar|z|=1. 0
z |zl

Interprétation géométrique du calcul u x z pour ue Uet ze C

¥ Analyse - Géométrique
Soit u € U\ {1} et z € C. Considérons les 4 points du plan A(1), B(u) # A, C(z) et
D(uxz).
Alors AC=|z—1|etBD=|uz—u|l=|u|x|z—1] = AC.
On a vu (raisonnement analyse-synthése) alors que :
si (AB) et (CD) ne sont pas paralléles, il existe une unique rotation r du plan tel

quer(A)=Betr(C)=D.
C’est la rotation dont le centre Q est a I'intersection des médiatrices de [AB] et [CD]
et d’angle (ﬁ,ﬁ). Or OA=0B=1e¢et OC = |z| = |ul|lz| = |uz| = OD. Donc O est a
I'intersection des médiatrices, par unicité de ce point: O = Q.
Ainsi, r(C) = D, o1 r est la rotation de centre 0(073 et dz’angle OA,0B).

‘D~ 2C

z

On montrera plus loin que (AB)//(CD) < 2 eR<zeR.
B

—ZA
Or dans ce cas, on peut appliquer directement le théoréeme de Thales : pour les
triangles OAB et OCD semblables.

On retrouve donc le résultat précédent.

Définition - Argumentde uc U,de z€ C
Soit u € U. On note I, le point du plan d’affixe 1 et M celui d’affixe u.
On appelle argument de u € U noté Arg(u), 'angle (principal) ((71, OM) e
| —m,m].
Dans un premier temps, on note £6 ce nombre complexe de module 1 et
d’argument 6.

On aalors u = cos6 + isinf, pour 6 = Arg(u).
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e Remarque - Angle aigu
Le résultat se congoit bien pour O € [0, %], mais il reste vrai pour toute mesure d angle
(dans R), par propriété de parité (C0s), imparité (sin) et 27 -périodicité.

Démonstration

Si on note X, le point d’affixe Re(u), alors le triangle OX M est rectangle en X.

Son hypothénuse a une longueur égale a OM = |u| = 1, donc comme 6 = (6}, 6?/0[27[],
ona OX = cosf =Re(u) et XM =sinf = Im(u).
Ainsi u = cosf +isinf. O

Proposition - Multiplication par u € U

Soitze Cet ue U\ {1}.

Notons 6 = arg(u).

Alors u x z est I'affixe du point obtenu par rotation de centre 0 et d’angle 6,
a partir du point d’affixe z

La démonstration a été faite plus haut (dans I'analyse).

M Attention - Mauvaise définition de argument...
La définition donnée ici est peu satisfaisante; avec un argument prin-
cipal, on n’a pas nécessairement Argzz' = Argz + Argz’, mais seulement
des congruences.

3.2. Notation exponentielle

Argument ou argument (classe d’équivalence)

Corollaire - Propriété de < -
Pour tout 8,0’ € R, £0 x £0' = £(0+6")

Démonstration

£0 x £0' estI'affixe du point M’ obtenu a partir de M d’affixe £0’ par rotation d’angle 6.
11 s'agit donc du point de U d’argument 6 +6".

A noter qu’on peut « dépasser» ... O

¥ Analyse - Non injectivité

Mais pour revenir a la question de 'argument, i.e. de z = £6 4 0 = Argz, on a un soucis
de non bijectivité (en fait de non injectivité) de £ : £6 = £0' %0 =0'.

On doit considérer la classe d’équivalences de 6 :

O0=1{a|3keZ a=0+2kn}

Notons donc 6 = 6’[27] pour exprimer : 3 k € Z tel que 8’ — 6 = 2kx.

Définition - et Propriété. Argument de z

Pour tout z € U, on note arg z = {Argz + 2k, k € Z}, on le considere comme
un nombre.

Pour z,z' € U : arg(z x 2') = argz + argz' ou (de maniére équivalente) :
Arg(z x z') = Argz + Argz’ [27].
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Démonstration

Notons 6 = Argz et 0’ = Argz’. Ona 0,0' €] — m, 7], donc 6 + 6’ €] — 27, 27]
Alors zz' = 40 x £0' = L0 +0'.

Si0+0 €] —m, 7], alors Argzz' =0 +0P rime = Argz + Argz'.

«Si0+0' €lm,27), alors 0 +0' — 27 €] - 7,0] <] - 7, 7] et Argzz' = 0 +0' — 2.
«Si0+0' €] -2m,~nl, alors 0 +0' + 27 €]0,7] <] - 7, 7] et Argzz' =0 +0' +27.
Par conséquent, dans tous les cas : Argzz’ = Argz +Argz'[271]. O

Notation d’Euler

Définition - Notation d’Euler

Nous verrons que dans le cas réel, on appelle exponentielle les fonctions
qui vérifient f(a+b) = f(a) x f(b).

Elles s’écrivent (dans le cas réel) sous la forme x — A* ot A= f(1).

Par uniformité de notation, suivant L. Euler, on notera maintenant et =
40 =cosB +isinf

On a alors, plus globalement :

@Pﬂur aller plus loin - Une vraie démonstra-
tion
‘Euler a bien démontré cette démonstration ; il ne s ‘agit
pas d'une simple notation. If faut donc voir qu ‘ici, :
— il s'agit bien du nombre e = 2,718281...
— il s'agit bien d'une puissance complexe

Théoréme - Propriétés
Soient (0,0)) e R?.Ona:

5 G 9n sl —_ 5 1
£l 0+0") _ ,i0 ,i0 —i6 _

e =1 0=0021] ©0e2nZ el =% < 0 =0'[27]

Démonstration P

Onaalors 1 = el0 = ¢i0-0) = ¢i6 o=i0 qonc ¢=i0 = = 00 car ef® c U.
e

Le reste s'obtient facilement... 0

Corollaire - Formule d’additions trigonométriques
Soient a,be R,

cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb et sin(a + b) = sinacos b+ cosasin b

Démonstration
cos(a+b)+isin(@+b) = el =¢l@x el = (cosa+isina)(cosb+isinb)
= (cosacosb—sinasinb) + i(sinacos b + cos asin b)
Reste a identifier les parties réelles et imaginaires. O

Exercice
En déduire les formules donnant cos(a — b) et sin(a — b).

Correction

Par parité de cos et imparité de sin, en faisant b— —b :

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb et sin(a— b) =sinacosb - cosasinb
3.3. Formules d’Euler et de de Moivre

Formules

Proposition - Formules d’Euler
i ,—if i0 _ ,—if
] e’ +e X ] el —¢
0y==_""__ | sing=Im(e) =

cosf =Re(e _—
2 2i

|&) Histoire - D’oix vient la notation e ?

Ce n'est pas le e d’exponentielle, mais bien le e du suisse
Leonard Euler

La formule d Euler el = cosf + ising a été obte-
nue d partir du développement sous forme infinie de
exp, Cos et Sin (chapitre précédent), mais Euler n'a
pas compris les propriétés géométriques du produit de
complexes.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027



60

Ensemble des nombres complexes

Exercice

Calculer % + %, en c]éduire une expression de cos %’ et sin%’, [&) Histoire - De 1
On exploitera ces résultats plus tard.

Correction

1 1_7

3+17 =13, donc
n

2

; 1
e'T

ilpeil L 1 L 1
:exi¥”+t4":((:05§+lslng)X(COSZ-#lSln*)

1 .vB V2 V2 vV2-VB V246
=i )X (= +i— )= ———— i————
272 2 2 P 7
2-v6 2 3
Donc:cos%:uegsm%:u
4 4

Proposition - Formule de Moivre
Vne Z, (eie)n - einé‘
V neZ,(cosf+isinh)"” = cos nb + i sin nf

Démonstration . .

Par récurrence. On note pour tout 1€ IN, 2, : « (e!0)" = ¢in0 5, Abrakam De Mo
— (e?)9 =1= ¢!, donc 2 est vraie. dorigine francaise
— Soit n€ N, supposons que &, est vraie. Hormis la formule

Onadonc (ei9)*1 = (¢i9) x ¢i0 = ¢in0 610 Fapres P,
puis e0)*1 = ¢i1+D0 qonc g, est alors vérifice.
La récurrence fonctionne bien et le résultat est démontrée pour tout n entier naturel.
Puis si m € Z avec m <0, alors en notant n=—m

pour son ouvrage s
chances

iOym _ i0v-n_ L L _ing_ imo
(™)™ =(e™) —(em)n—elm-e =e

La seconde formule de Moivre est la notation algébrique de la précédente. O

Angle moitié (pour factoriser)

“¢“Truc & Astuce pour le calcul - Factorisation de I'angle moitié
Lorsqu’on rencontre un expression de la forme el?+ el (g, bréels), il faut
toujours penser a factoriser par la moitié :

a+b a-b a+b a-b
a= + = -
2 2 2 2

Cela donne :

oty olb ¢

Et on applique les formules d’Euler

Exercice
Factoriser 1+ ¢ et 1 - ¢?_ (Re)trouver les formules donnant 1 + cos6

Correction

140 = 101271012 4 1012y _ 5 ¢ feielz 1 el = pi012(mi0/2 _ 4012 _ —2isin§e[‘9/2

En prenant les parties réelles : : :
1+c059:2coszg 1—cosﬂ:25inzg

Exercice
n n
Nouveau calculde ) cosktet ) sinkt
k=0 k=0

Correction
On fait un seul calcul, la partie réelle donnera le premier résultat, la partie imaginaire le second.

S, = i Skt i (e“)k:”,(en)‘ml _ ]7ei(nv+1]t _ e'["“).”rz(—Zisin (n4hiry oz sin(fz+l)t/2
k=0 k=0 1-eft 1-elt eft’2(=2isin §) sin /2

Formule d’Euler+ de Moivre + série géométrique + angle moitié +. ..

Donc

3" coske = Re(s,) = SSWHASREDIZ - Gy s,y = SR s 172

i=o sint/2 =0 sint/2
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Linéarisation

/Savoir faire - Linéarisation
1l s’agit d’exprimer cos” 6 ou sin” @ sous forme d’'une somme de cos kf
ou sin k0

(il ne doit plus y avoir de puissances ni de produits de cosinus ou
sinus).

—ig\n

— Ecrire cos" 0 = (e 2

— Développer avec la formule du bindome.

— Regrouper les termes conjugués pour faire apparaitre des cosinus

ou des sinus.

Si il n'y a pas de faute de calculs, vous devez obtenir un nombre réel :
donc simplificationdes i...

Exercice
Linéariser cos3 6, sin®6.

Correction

3
= = —cos(31) + — cos(1]
2 4cm( ) 4cos()

) 0\3 ) ) )
3 (Bzew—xe) 310 4 3010 4 30710 ¢ B0 |
cos 6= =
8

. o4 . . . .
» o0 _ =10 A0 _ 40210 4 6 _ 407200 4 40 1 3
sin” 0 = - = =~ cos(4t) — - cos(20) +
2i 16 8 2 8

/Savoir faire - Expressions de cos (n?) et sin(nt) en fonction de cos? et
sin ¢
— Ecrire cos (nt) = Re(e'™) = Re[(e’))"] ou sin (n#) = Im[(e’")"].
— Utiliser la formule du binéme pour calculer (e’")" = (cost +
isinf)”.
— Récupérer la partie réelle (ou imaginaire) en séparant les indices
pairs des indices impairs.

Exercice
Ecrire cos3t en fonction des puissances de cos £, sin3¢ comme le produit de sin ¢ et d'une
expression contenant des puissances de cos . Faire de méme avec cos5¢t et sin5¢.

Correction
La encore, on fait les deux questions en méme temps, puis on prend la partie réelle et imaginaire.
isi —(ei)3 = fein )3 = cosd c0c2 pai L2 .3
cos(31) +isin(37) = (¢'")” = (cost +isint)” = cos” t +3icos” tsinf —3cos fsin” - isin” ¢

cos(3t) = cos® t—3cos tsin? ¢ = cos® £ —3cos - cos? = 4cos t—3cost
sin(31) = 3cos? tsint—sin’ £ = 3(1- sin? t)sint— sin® £ =3sint—4sin3 ¢

cos(50)+isin(51) = (e'")° = (cos t+isin 1)°
cos(51) = cos® £ 10cos® £sin £+ 5cos £sin® £ = 16cos® £ — 20cos® £ + 5cos

sin(51) = 5c0s £sinz - 10cos? £sin® £ +sin® £ = 16sin® £ — 20sin® £ + 5sin ¢

3.4. Argument, forme trigonométrique

Définition - Argument

z z ;

Soit ze€ C, z#0,ona — € U donc il existe § € R tel que I =elf.
Z| Z|

On dit que 6 est un argument de z. On note 6 = argz.

Lécriture z = re’® o1 r = |z| est appelée forme trigonométrique de z.

@Paur aller plus loin - Polynéme de Tcheby-
chev

Les polynémes de Tchebychev (env. 1860) sont définis

par récurrence par :

Tox)=1,T1(x)=x

Tn+2(x) = 2xTp+1(x) = T (x)
Ils vérifient alors¥Y neIN,VO e R,

Tn(cos®) = cos(nd)

= cos® t+5i cos® £5in 1—10cos® sin® 1-10i cos® rsin’ t+5 cos rsin 1+isin® ¢

@Pour aller plus loin - Moins loin...

Rappelons qu'on a dit précé que [

était plutdt a considérer comme un ensemble de valeurs;
une classe d"équivalence.

Largument est une fonction logarithmique (qui vérifie f(ab) = f(a) + f(b)),
mais multivariée (a plusieurs valeurs).
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Proposition - Arithmétique de la congruence
Si(z,2") € (C*)?, ona

argz argz [2m]
argl = —argz [27]
z
arg(zz)) = (argz +argz’) [27]

& ’
arg(;) = (argz—argz) [2m]

M Attention - Pas d’unicité
Il n'y a pas unicité de 'argument, il est défini a 27 pres. On peut imposer
I'unicité de I'argument en le choisissant dans un intervalle de longueur
27 (en géneral ] —m, 7] ou [0,27]).

[ Remarque - Géométriquement

Soit z un complexe non nul et M le point d'affixe z. Toute mesure de ['angle orienté
(u, aﬂ est un argument de z.

I faut savoir caractériser les complexes non nuls réels (resp. réels positifs, resp. réels négatifs,
resp. imaginaires purs) par leur argument.

Proposition - Relation arg et arctan
Soit x € R, alors arg(1 + ix) = arctan x [27].
Soit z € C, alors argz = arctan II{E[(;) [7]. Précisément :
arctan 2@ 27 siRe(z) >0
argz ELE R .
7T+ arctan Re(®) [2m] siRe(z) >0

Démonstration
Soit z=1+ix, on note p = V1 + x2 son module et @ son argument principal.

z=1+ix=pcosf+ipsind
On peut identifier :
x _ psing

1 pcosd

=tanf < 6 = arctanx

4. Racines d'un nombre complexe

4.1. Recherche de racines carrées

On dit que Z € C est une racine carrée de z € C si Z> = z. On dispose de deux
méthodes pour chercher les racines carrées de z.

Résolution trigonométrique (la meilleure!)

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
trigonométrique
On considére un complexe non nul z écrit sous forme trigonométrique

z = |z|e'?, et on cherche Z sous forme trigonométrique Z = pem ol
p>0.

Onaalors Z? = p?e?, on fait ensuite une sorte d’identification entre les
modules et les arguments (mais attention...).
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Exercice

Trouver les racines carrées de z =

On rappelle que cos %’ = ﬁ;‘/g

V3-i

in 7Z =
etsin 15 =

Correction
Il faut écrire z sous forme trigonométrique, on multiplie le dénominateur par la quantité conjuguée (non
nécessaire) :

o= A-DV3+i) _ (1+v3)+i1-V3)

3+1 4
2= S VAR +A-VAD =2 —1a=
16 2 V2
2 2
Si arg(z) = 0, alors cosf = £(1 +v3) =sinIZ etsind = iﬂ -V3)=cos 3.
4 4
n In_ -m i i
Donc§ = ——— = — Lesracines carrées de z sont alors : Z; 110124 ot Zp= —doemifi24,
2 12 12 4 2174

La méthode-algorithmique précédente nous permet d’affirmer :

Proposition - Deux racines complexes
Tout complexe non nul posséde exactement deux racines carrées com-
plexes (opposées).

Résolution algébrique

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
algébrique

On considere donc un complexe non nul z écrit sous forme algébrique
z=x+1y, eton cherche Z sous forme algébrique Z = X +iY.

Le principe est d’écrire 1'égalité des modules, des parties réelles et ima-
ginaires de z et Z? pour se ramener a une résolution simple de systéme
donnant X?, Y2 et le signe de X Y.

X2+V2=\/x2+ )2
ZP=ze{ X?-Y?=x
2XY=y

On résout le systeme formée par les deux premieres équations, la troi-
sieme donne le signe de XY.

Exercice
Déterminer les racines carrées de 2 —3i.

Correction

On considére Z = X +iY avec Z* =2-3i.
Donc |Z|? = X%+ Y% =122 = V4+9 = VI3.
Puis Re(2%) = X? -2 =2.

On adonc X% = 2*;/ﬁ etyZ=-1+Y3,
Et comme Im(Z2) = 2XY = -3 <0, X et Y sont de signe opposé.

AinsiZ:i(\/1+VTl37i\/—l+‘/Tls

Equation du second degré

Le théoréme suivant a déja été vu. Mais ici, on insiste sur le fait que les
coefficients peuvent étre des nombres complexes.

Proposition - Nombre de racines et degré
Léquation az®+bz+c =0, avec (a, b, c) € C3, a #0, admet deux solutions
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= +6
complexes (éventuellement confondues) z; = etzy = o ou d

a
est une racine carrée complexe de b> - 4ac.

-] Remarque - Bien connu...

On retrouve le résolution déja connue d'une équation du second degré a coefficients réels.

Proposition - Théoréeme de Viete
Soient (S, P) € C2. Les solutions du systéme

Z21+20=8
Z1 X2z =P

sont exactement (2 permutation pres) les solutions de z2 — Sz + P =0

Exercice
z21+22=3

Résoudre dans C le systéme d'équation .
z1x2p=1-3i

Correction

Il faut trouver les solutions de I'équation Z2-3z+1-3i=0.
Le discriminant est A =94 +12i =5+ 12i.

On cherche 6 = a+ ib tel que 6% = A, donc

2+ b% =162 = |A| = V25 + 144 = V169 = 13.

Enfin, comme 2ab = $(6%) = 3(A) =12 >0, on a donc § =3 +2i ou § = -3 - 2i.
Et par conséquent, les racines de I'équations sont (a permutation prés) :
L 33232300
1= = =3 2="5

4.2. Racines n-iémes de 'unité

@Pour aller plus loin - Groupes (U ,, x) Théoréme - Les 7 solutions de z”" = 1

Lensemble Uy, des racines n-ieme de [unité, avec (a foi | | Soit n € IN*. Les n racines n-iémes de l'unité, c’est a dire les solutions de
de multiplication x en fait un groupe.

Nous reprendrons son étude plus précisément, dans 2ikn

quelques semaines (cours sur les groupes) et encore plus Onnote Uy = {e 5 ke{0 .. n— 1}}
tard (cours sur les polyndmes).

2ikn
I'équation z" = 1, sont les n nombres e n avec k€{0,1,...,n—1}.

On obtient donc pour
n=2:let-1;

2im . - 4in
n=3:1,j=e3 =expiletjl=j=e3
n=4:1,i,-let—i.
11 faut savoir les placer sur le cercle trigonométrique.
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Démonstration
Soit z = pe'? € C, une solution de z" = 1. Nécessairement z # 0, donc p > 0.
En outre 1 = |1] = |z"| = |2|" = p", donc p est le nombre réel positif donc la puissance n-ieme
égale 1.

+Sip>1,alors p” > p > 1. Impossible.

+Sip<1,alors p” < p < 1. Impossible.

eSip=1,alorsp”=1.
1y a bien une et une seule solution @ p" = 1, c’est p = 1 et donc il existe 6 € R tel que z = et
Onaalors 2" = ¢ = ¢ donc nf = 0 [271].

Donc il existe k € Z tel que n0 =0+ 2km et donc 0 = 21}—1"

. 2ikn
AinsiUpcle n ,keZ}.

2ikn\" 2ikn . ,
Enfin, pour tout k € Z, |e” 1 = ¢** =1, donc fe" 7,k € Z} « Uy Notons U}, =

2ikm -
fe"n ke ([0,n—1]}}. Clairement: U}, c Up.

. . 2ikn L 2ihn
Réciproquement:size{e n ,keZ} ilexiste he Ztelquez=e n

Notons /', le reste de la division euclidienne de h par n, donc k' € [[0,n—1]] et k= I’ [n].

' 2ihn  2il'm
Ainsi 282 = 287 a7) doncz=e " =" €U,

Bilan: U, =U}.0

Proposition - Somme des racines n-iéme
Soit n € IN, n = 2. La somme des racines n-iémes de I'unité est nulle.
En particulier 1+ j + j2 = 0.

Démonstration

On peut identifier dans le développement polynomiale ou faire le calcul :
n=l i n=l pip 1 g2inmin

YenT=Y (n)f=1————=00

k=0 k=0 -e

4.3. Racines n-iémes d'un nombre complexe

Théoréme - Racines n-iémes de z,

Soient zg € C* et n € IN*. Alors zq a exactement n racines n-iémes (solu-
tions de z"* = z).
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Sizyg= \zulei"‘, alors ce sont les

Il/nei(%+¥l

2K =1zo ouke{0,1,...,n—1}

Démonstration
On ales équivalences :

ez (
Vizole' n
a+2kn

Jkell0,n—1) tel que z= ¥/izgle’” 7

[m}

Exercice

Déterminer les racines n-igmes de 1’{‘7/5’

On rappelle que cos %’ = @ etsin %’ = %

Correction

On note z =
;7

V3l TE .

Ainsi, les racines n-iemes de z sont les nombres pey, pour k € {0,1,...n—1}, avec p = 2li2n ot
I 2kn

ep=e'l2ntTn |

Exercice

Résoudre dans C 'équation (z—1)8 + (z+ 1)6 = 0.

Ly (1+\/§i)(1fi>:(1—\/§)+i(1+\/§):\/EX(\/E—\/E)H,\/%\/E):
A-0a+i) 2 4 4

Correction

z-1)\6 z-1 N in
Onadonc (—| =-1.Puis —, racine 6-ieme de -1 =e'".
z+1 z+1

z—1 .
Donc 237 Gk avec ke{0,1,...,5) eteg = i 2k+1)m/6
z

B 1+eg
Etensuite z—1=¢€(z+1) donc (1 -€j)z=1+¢€y, donc 2. = 1

—€p °
En factorisant par I'angle moitié 7[:05( 2’31 il 71.
i 1z = = »
—isin(z’gln) lan(%n)

On voit bien sur ces exemples qu'il est préférable d’exploiter la forme géomé-
trique lorsqu’on cherche des racines de nombres complexes. ..

5. R?=C=2

5.1. Regard géométrique sur le plan complexe

Proposition - Identification

On munit le plan £ d’un repére orthonormé (O, ?,]).

Soient A, B, A', B’ quatre points du plan. On a alors (mesure des angles
orientés de vecteurs) :

|zal = OA
AB =|zp — zal
argza = [f, o'A) [2m] et plus généralement : arg(zp —z4) = a, E) [27]

e m —_
arg(u) = (AB, A'B))[27]
z5—24

Le dernier résultat, essentiel, mérite une démonstration

Démonstration
11 s’agit d’angle orienté :

Il T oAl p! T Zpl —Z 7l
(AB,A'B") = (i, A'B’) - (i, AB) = arg(zp — z 4) —arg(zp — z4) :arg(i)
ZB—ZA
m]
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£ Analyse - Le nombre Z = 2/ x Z
Etant donné deux vecteurs AB daffixe z(= zg—z4) et A'B’ d’affixe z' (= zpr—2z 1), alors

le dernier calcul pour trouver I'angle entre les deux vecteurs conduit a nous intéresser
aunombre complexe :

Z=2'x%

Son argument donne I'angle (orienté) entre ces deux vecteurs.

Définition - Le complexe Z
Soient A, B, A', B’ quatre points du plan d’affixe z,, zg, za et zp respecti-
vement.
On note Z = (zg — z;‘) x (zg — za).
Alors L . .
argZ = (AB,A'B")[2n] et |Z|=|AB|x|AB'|
ol Ul = /x2+ ¥? est par définition la norme (longueur) du vecteur
U (x,y).
Etdonc . .
Z=|ABIAB| [cos(TB, A'B') +isin(AB, A'B')

Le calcul donne :

Proposition - Partie réelle et imaginaire de Z

Avec les mémes notations et en notant % = AB d’affixe z = zZg—za=Xx+1iy
etu' = A'B' daffixe 2’ =zp —zy = x' +1iy'.

On rappelle que Z =z’ xZ. On a alors :

Re(Z) = | AB||l| A7B'|| cos(AB, A'B') = xx' + yy'

Im(Z) = | AB||| ATB'||sin(AB, A'B') = xy' = X'y

Démonstration
11 s'agit juste de vérifier I'égalité avec les parties réelles et imaginaires de z et z'.

Z=zxZ =(x+iy) x (x' —iy) = (xx' +yy) +i(xy - x'y)

5.2. Transformations du plan (point de vue complexe)

Transformations « él aires »

Définition - Transformation du plan
On appelle transformation du plan toute bijection du plan dans lui-méme.

M Attention - Projection
< Une projection sur une droite n'est pas une transformation du plan.

Définition - Translation
On appelle translation de vecteur % I'application 5 5

ti: P —P o“/.

M — M telque MM'=7u :

En complexes, t;; est représentée par I'application de C dans C définie par ./‘

u
2 z+ 2 /

4@ Représentation - Translation de vecteur ii
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B

9B Repr ion - He ie de centre Q) et
de rapportk =2

Lofl 2o est I'affixe du vecteur . J

Définition - Homothétie
On appelle homothétie de centre Q et de rapport le réel k # 0 I'application

hoy: P —2P
M — M tel que QM' = kQM

En complexes, hq i est représentée par I'application de C dans C définie
par

z— 2o+ k(z—zp)

@Pour aller plus loin - Groupe

Comme [a composition de deux polynomes de degré 1
donne un polyndme de degré 1 (et que a # 0), L'ensemble
des similitudes est un groupe !

@Représentatitm - Similitude (directe)
6 k=045

ol z est 'affixe du point Q.

Définition - Rotation
On appelle rotation de centre Q et d’angle 0 I'application

Rog: 22 —2P
QM' = QM

@, on=opn S MFO

M — M tel que {

Q —-Q

En complexes, Rq g est représentée par I'application de C dans C définie
par ]
zm 2o+ €9 (2 - z0)

ol zy estl'affixe du point Q.

Similitudes (directes)

11 s’agit de composition de rotation et d’homothétie. ..

Définition - Similitude directe
On appelle similitude directe du plan toute transformation représentée
dans le plan complexe par une application de la forme

z—az+b

avec (a,b) € C* x C.

@ Remarque - Les transformations élémentaires
Translations, homothéties et rotations sont des similitudes directes, il suffit de regarder leur
expression en complexe.

L Analyse - Résultats caractéristiques
Si A, B sont deux points distincts d’'images respectives A’, B’ par la transformation

associée a z— az+ b, alors

. e
(AB,A'B"y =argal2n] et — = |al.
AB

Proposition - Similitude directe
Une similitude directe conserve les angles et les rapports des distances.
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Si A, B, C sont trois points distincts d’images respectives A, B/, C' par Alors

AB _A'B
AC ~ AC!

(4B, AC) = (A'B', AC)[2n] et

Démonstration
Supposons que la transformation est z— az + b. Et notons z)y, I'affixe du point M, générique.

Zy—zp _azpatb-azg-b _zp-zp

zp—2zcr T azp+b-azc-b  zp-zc

En prenant 'argument et le module, on retrouve respectivement la conservation des angles et
des longueurs. O

Théoréme - Caractérisation
Soit f la transformation du plan représentée par z— az+bavecaec C*,be
C.
— Sia=1, f estlatranslation de vecteur d’affixe b.
— Si a # 1, f admet un unique point fixe (point invariant) Q(%)
appelé centre de la similitude.
fs'écritalors:  f=hor=rohavec
- rrotation de centre Q d’angle de mesure arga
- h homothétie de centre Q et de rapport |al.
On dit que |a| est le rapport de la similitude, et arga est (la mesure
de) I'angle de la similitude.

Démonstration R
Soit Q(z), un point fixe de fi.e.: z= f(z)i.e. z= az+b,donc z= Ta (a#1).
-a
On a donc un unique point fixe. Notons zg = %.
Ainsi, pour tout z € C,
f(2) =z = f(2) - f(20) = (az+ b) — (azg + b) = a(z— zg) el f(2) =29+ alz-z)

En notant a = Ia\eia‘g[“), on retrouve le produit complexe ou la composition de transformation
de la rotation (xe'®) et de 'homothétie (x]a).00

@ Remarque - Cas particuliers avec a #1:
— Sia€ R, f est [homothétie de centre Q) de rapport a.
— Silal =1, f est la rotation de centre Q, d’angle = arga.

Corollaire - Caractérisation de la similitude
La similitude de centre d’affixe zy, de rapport k et d’angle 0 est représentée
par )

2 20+ ke (z— zg).

/“Savoir faire - Reconnaitre une similitude
Etant donnée une transformation, pour reconnaitre une similitude il
faut:
1. chercher le point fixe : la solution de f(z) = z.
On le note zy, c’est le centre de la similitude.
2. chercher le complexe a tel que f(2) —zp = a(z — zo.
Ce complexe a donne le rapport et I'’angle de la similitude
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Proposition - Composée de similitudes

La composée de deux similitudes est une similitude dont le rapport est le
produit des rapports et I'angle, la somme des angles.

On a les cas particuliers suivants :

— la composée de deux translations est une translation de vecteur la
somme des deux vecteurs,

— la composée de deux homothéties est soit une homothétie soit une
translation,

— la composée de deux rotations de méme centre est une rotation de
méme centre et d’angle la somme des deux angles (éventuellement
d’angle nul, i.e. I'identité du plan)

— la composée de deux rotations de centres distincts, d’angles respec-
tifs 0 et 0" est :

- une rotation si 0 + 6’ # 0[27]
- une translation (éventuellement de vecteur nul, i.e. 'identité)
sinon.

Démonstration
Considérons les deux similitudes z— az+betz—a'z+b'.
La composée des deux similitudes est

z—a(a'z+b") +b=aa z+(ab'+b)

On reconnait, a cas particuliers pres, une similitude. Pour les cas particuliers, on reprend chacun
dans le méme ordre :
— la composée de deux translations est une translation de vecteur la somme des deux
vecteurs.
Dans ce cas a = a' = 1, on a bien une translation.
— la composée de deux homothéties est soit une homothétie soit une translation.
Dans ce cas a,a’ € R, donc aa’ € R; on a donc une homothétie ou une translation (si
ad' =1)
— la composée de deux rotations de méme centre est une rotation de méme centre et
d’angle la somme des deux angles (éventuellement d’angle nul, i.e. 'identité du plan).
Dans ce cas, en notant Q ce centre : ror'(Q) = r(Q) = Q. Donc Q est centre de la
similitude.
Comme a,a’ € U, alors aa’ € U et donc cette similitude est une rotation.
Son angle est arg(aa') = arg(a) +arg(a’).
— la composée de deux rotations de centres distincts, d’angles respectifs 0 et 0'.
Onaa=e¥eta = e"”’, donc il s'agit de I'application z— 2100 7 4 (ab' +b).
Et donc il s’agit d’'une
- rotation si 6 +6’ # 0[27]
- translation (éventuellement de vecteur nul, i.e. I'identité) sinon.

Corollaire - Transformation réciproque (ou inverse)
On a les transformations réciproques suivantes :
-1 .ol . opol
=ty Ok = hﬂ*%‘ Rﬂ,& =Rq,¢-

@Pour aller plus loin - Symétries

La symétrie centrale de centre Q est la transformation
du plan définie par z — 2z0 — z ot z est Laffixe du
point Q.

La symétrie (axiale) orthogonale d'axe la droite D (pas-
sant par O avec un angle ) (ou réflexion d’axe D) est
2 2107,

Proposition - Transformation du plan

Etant donné deux segments [MN] et [M'N’] de longueurs non nulles, il
existe une et une seule similitude directe transformant M en M’ et N en
N'.

Dé

On peut typit 1t faire une dér en analyse-synthese.
Supposons que cette transformation existe, notée z — az + b.

Zpp — ZN!
Onadonc zyy = azy +betzy = azy +b. Etdonc a = MN
ZM ~ZN
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. N Zyp = 2N
aest donc unique et de méme b =z — ML AN zMm.
. , - . , EMZZN
Mais pour s'assurer de I'existence, il faut qu'on retrouve bien azy + b = zyy :

@Pﬂur aller plus loin - Inversion

L'inversion est une transformation essentielle en géomé-
trie projective.

L'inversion par rapport au cercle € de centre Q(w) et
de rayon 7 € R est Lapplication M(z) — M'(2') tel

Zyp — Zpt Zygt — Zpp (zpp — 2N (2N — 20)
azy+b= M TN p oy - M TN = EMU T ENTEN T MY | v = —2ap 2+ 2 = 2
2N M~ 2N M ~2N
m]
6. Bilan
Synthese

~+ Les relations trigonométriques permettent d’obtenir une relation al-
gébrique simple lorsqu’on consideére la fonction d’EULER a valeurs
complexes ¢ — cost + isint, notée e'’ : !(@+?) = i@ x iV A partir de
celle-ci, on retrouve toutes les formules (en exploitant la relation de DE
MOIVRE, le bindme de NEWTON ou les fonctions linéaires Re ou Im). A
savoir-faire manipuler absolument!

~ Tres souvent la question se pose de maniére réciproque : étant donné
une longueur de quel angle en est-elle le cos? Le probléme, la fonction
n’est pas injective : on peut avoir 6 # 0’ et cosf = cos6’. On restreint
donc l'intervalle image. On crée ainsi une fonction réciproque arccos
a la fonction cosjjg,z : [0,7] — [=1,1]. De méme pour les fonctions

sin,_z z,ettan,_z n
11-%.51 It

2z 220

~ On se pose la méme question pour z — z? et plus largement z —
z". Etant donné un nombre complexe Z = pe’®, il y a exactement
n nombres complexes différents z,...z, tels que pour tout k € IN,,
(zx)" = Z. Ce sont les racines n-iéme de Z. Pour les obtenir, on se ra-
mene aux classiques racines niéme de P'unité ¢2/**/"n en divisant par
ypeian.
Au passage, on trouve une méthode complémentaire (algébrique)
dans le simple cas de la racine carrée d'un nombre complexe.

~ La géométrie plane (de R?) se code parfaitement par du calcul, sur C.
Les concepts naturels de géométrie (longueur, orthogonalité, parallé-
lisme) se réduise exactement par du calcul, selon le réve de Descartes
ou de Leibniz.

~~ En retour, le calcul complexe simple : addition, multiplication, divi-
sion devient une opération géométrique : translation, similitude sans
ou avec conjugaison respectivement voire inversion. ..

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Truc & Astuce pour le calcul - Factorisation de I'angle moitié

— Savoir-faire - Linéarisation

— Savoir-faire - Expression de cos(nt) et sin(nt) en fonction de cost et
sint

— Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
trigonométrique

— Truc & Astuce pour le calcul - Racine carrée. Exploitation de la forme
algébrique

— Savoir-faire - Reconnaitre une similitude

que (z— ) x (2 —w) = r2.
Pour que Q puisse avoir une image, on la définit sur

CU {oo}
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Notations
Notations Déj Propriétés Remarq
Re, Im Fonctions partie réelles et parties imagi-  Elles sont R-linéaires (V a1, a2 € R, 21,22 €
naires, appliquées a un nombre complexe C, Re(ay z1 + azzp) = aRe(z1) + apRe(zp)...)
it i9 := cos6 + i sinB (Euler) £(0+0") _ i0 510" Relatior
cosf =
sinf =1
j jimetina L TLHIV3 B=114j+ 220 Racine
2 T'unité (
U, Ensemble des racines n-iéme de I'unité z € Uy siet seulement si Reviend

Up:={zeC|z"=1}

3lke N, (oudlke [0,n—1]) tqz = e2ik7/n

Retour sur les problemes

16. Multiplication des nombres.

zxz' donne (géométriquement) le nombre complexe obtenu par simi-
litude de centre O, de longueur |z|, et d’angle arg(z) a partir du point
Z'(2).
On peut I'obtenir en appliquant le théoréeme de Thalés. On note I, I'in-
tersection du cercle unité et de la droite OZ'. Puis on trace la parallele
a IZ passant par Z'. Lintersection de cette droite avec OZ donne le
point Z"(z x 2).

17. Le centre du triangle équilatéral sur le coté [AB] a pour affixe z; =
beel™6q  ibe-im2 _jgeinl12

— — Himl6
1_einl6 2sin% car (b-z1) =e'™%(a~-2z)....

18. Transformation du plan
Tout le chapitre répond a cet exercice

\/nisin?0y —n3

ny

19. cosf, =i . Pour le reste, voir avec M. Lagoute.
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Chapitre

Calcul matriciel

@Résumé -

Dans un premier temps nous (re)définissons les opérations matricielles : addition,
multiplication par un nombre (ce qui donne un espace vectoriel) et multiplication
(ce qui donne avec l'addition un anneau,).

Puis nous nous concentrons sur les matrices carrées; elles jouent un réle tres
important, puisque tres fréquemment, on est amené a multiplier une matrice par
elle-méme (pour cela elle doit étre carrée). C'est 'occasion de définir et de voir les
propriétés des puissances de matrice, ainsi que de la trace.

On cherche également a inverser de telle matrice (si possible). Le meilleur moyen
est d'utiliser un algorithme de Gauss (pivot de Gauss ou algorithme de Gauss-
Jordan).
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Calcul matriciel

Dans tout le chapitre, m, n, p, g sont des entiers naturels non nuls et I = R
ou C (on pourrait plus généralement considérer que IK est un corps (commu-
tatif)).

1. Probléemes

? Probléme 22 - Pourquoi des matrices ?

Pour comprendre le monde qui nous entoure, on mesure des objets puis
des dépendances entre ces objets.

Ces dépendances peuvent étre multidimensionnelles, elles sont souvent
enregistrées dans un tableau. C’est ce que I'on voit en particulier en éco-
nométrie, ou des domaines encore plus large : biologie, géographie. ..
Additionner des nombres a du sens lorsqu’on a des mesures de méme
unité d’objets de méme nature. C’est seulement au XV-ieme siécle que
les additions se sont généralisées et se sont dégagées de leur signifiants.
Peut-on définir une addition des tableaux, qui ait du sens? Peut-on gé-
néraliser cette addition a tous tableaux?

Quelles sont les propriétés naturelles qui découlent : associativité, com-
mutativité, élément neutre (Groupe) ? Voire : espace vectoriel, avec une
multiplication par un scalaire.

? Probléme 23 - Pourquoi un tel produit ?

On peut addition des tableaux, peut-on les multiplier?

Donner une incarnation naturelle dans un probleme physique qui justi-
fie la regle de multiplication matricielle :

n
[ABl;j= Y [Al;klBl;
k=0

? Probléme 24 - Racines carrées

Puisque le produit de deux matrices existe, la puissance entiere en dé-
coule: A> = Ax Aet par récurrence : A" = Ax A"7L,

Peut-on définir des puissances entiéres négatives : A=*?

Et plus largement des puissances non entiéres. Par exemple, la racine
carrée de A serait une matrice B tel que B> = A.

010
Concretement, la matrice A= 0 0 0 | admet-elle une racine car-
0 0 0

rée? Plusieurs (combien?)?

? Probléme 25 - Anneau non commutatif des matrices
Lanneau des matrices carrées de taille n : (., (), +, x) est un exemple
d’anneau non commutatif : A x B # B x A. Cela suggere quelques ques-
tions :
— Parmi les propriétés classiques d’anneaux, lesquelles ne sont plus
vraies dans cet anneau?
— Et inversement, existe-t-il des matrices A tel que pour tout B :
AxB=BxA
— Etantdonnée A, existe-t-il une condition simple, nécessaire et/ou
suffisante sur B pour que Ax B =B x A?
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— On sait que les éléments du groupe .4, (IK)* := GL, () sont les
matrices inversibles et ne sont nécessairement pas des diviseurs
de 0.

? Probléme 26 - Matrices inversibles
Existe-t-il un moyen simple, algorithmique, pour étudier I'inversibilité
d’une matrice? Peut-on I'exploiter pour obtenir également A~ (dans le
cas ou A est inversible) ?

2. Esnsemble ./, ,(K)

Cet ensemble est considéré comme un espace vectoriel ici.

2.1. Ensemble des matrices

Définition - Matrices
Une matrice a 7 lignes et p colonnes a coefficients dans I est une famille
[a[/')lg["gn d’éléments de K indexée par [1,7] x [1, p]. On parle aussi de

1<j<sp
matrice de type (n, p) ou de matrice nx p. On note 44{,11,, (K) I'ensemble des
matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans IK. Si A € .4, , (KK),

an A ap

a1 ax azp
A= . = (aijh<isni<j<p = (@i j)1<i<n
1<js<p

An1  Ap2 -+ Anp

a;j estle coefficient de la i-ieme ligne, j-iéme colonne.
Deux matrices A et B sont donc égales si elles ont méme nombre de lignes,
méme nombre de colonnes et mémes coefficients.

Si n = p on note .#, () 'ensemble des matrices carrées d’ordre 7.

7 Exemple - Premier exemple

L. 0 -1 -2
(i-Msis2 =\, 0 -1

1<

Définition - Quelques cas particuliers
Quelques matrices « de référence » sont a connaitre :
— La matrice nulle de ., ,(IK) est la matrice qui ne contient que des
coefficients nuls :
0)1<i<n = (0) = Op,p
1<sjs<p

— sin=1,onditque A= (a1 ... ap)estune matrice ligne.
by

— sip=1,B=| ! | estappelée matrice colonne.
bn

Parmi les matrices carrées d’ordre n, quelques matrices joueront un role
particulier :
— Lamatrice identité de .#, () est la matrice I,, qui posséde des 1 sur
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Calcul matriciel 2. Esnsemble ./, , (IK)

la diagonale et des 0 en dehors de la diagonale : est la matrice définie par la formule suivante :

10 -+ 0 A+B=(ajj+Dbij)i<izn
01 - 0 1<j<p
In= = (aij)1<i<n = (@ipi<i,j i . . . .
278 8 %, & (u”]ﬁ;iﬁ (@ijh<ijen on ajoute les coefficients qui ont la méme position.
00 - 1 1l s’agit d'une loi interne sur .4, (IK).
ou ai,~=0‘su#A]et u,-,-:lpourz:llan. ) - f’Applicaﬁon-Exemple
— une matrice diagonale est une matrice carrée dont seuls les élé- 0\ Histoire - L d N
ts diagonaux sont non nuls : 1 2 3),(2 3 4_(3 5 7 otolie - Le terme e matrice
men 8 8 ( ) + ( ) - ( ] Le terme de matrice pour désigner les tableaux rectan-
4 5 6/ 5 6 7 9 1 13 gulaires considérées ici fut introduit en 1850 par le ma-
ay 0 0 jo) Analyse - Groupe (%, ,(K), +) thématicien américain d origine anglaise : James Joseph
0 @z 0 - o On remar A, B (EEJ{‘ (K) Sylvester.
; o o a3 - o0 9.4 A _ que que pour A, B, C e My p(K),
diag(ai, ..., ann) = &k (i#j=aij=0)
oo 2 cA+(0)1<i<n = O)1<jzn + A= A.
1sjsp 1<jsp
0 0 0 - apn *(A+B)+C=A+(B+C);
e diog(L1 m eA+B=B+A.
insi I, = diag(1,1,...1). o(@; ) 1<icn + (=a; ) 1<i<n = 0) 1<i<n;
— RS = =R = g o
— une matrice scalaire est une matrice diagonale dont tous les élé- PN . .
T REETRATED; Le théoréme suivant en découle :
2 @ 0 Théoréme - Le groupe (.4, (K), +)
01 o0 0 Lensemble .4, » (IK) muni de l’addition + est donc un groupe commutatif,
d’élément neutre la matrice nulle de .4, , ().
00 1 0 (i#j=aijj=0eta;=ajj=A) i
o0 0 - A

Multiplication par un scalaire
— une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée dont les

James Joseph Sylvester est né 1814 et mourut en 1897.
éléments au-dessous de la diagonale sont nuls : Définition - Multiplication par un scalaire Son origine juive ['obligea a aller enseigner en Amé-
Le produit d’'une matrice A de .#;,, () par a € K est la matrice notée a A | | migue-
a1 Gz 4z -t Gin définie par :
0 ap apm - am

a(aij)i<isn = (@aij)1<i<n-
0 0 as -+ asn 1855 IEisp

(i>j=a;j=0);

: : : o On définit ainsi une loi externe sur .4}, , (IK) a domaine d’opérateur K
0 0 0 - apm

— une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée dont les Et on vérifie facilement les propriétés suivantes :
éléments au-dessus de la diagonale sont nuls.

Proposition - Propriétés de la multiplication scalaire

ag, 0 - - 0 *1A=A

ay ap 0 - 0 ca(fA) = (ap)A

a1 azz asz 0| (icjoa;=0) -(a(;ﬁ);;:a2+ﬂ2,
. . ea(A+B)=aA+aB.
anl  Aap2 Qp3 "t App

Espace vectoriel de dimension finie

2.2. Opérations (vectorielles) sur les matrices

o Analyse - Pour définir explicitement, sans quiproquo, une matrice, il
Addition faut...

n x p coefficients de K qu'il faut placer aux différentes positions de la matrice.
Définition - Addition de deux matrices de méme taille 11 s’agit donc d’un espace vectoriel de dimension 7 x p, et dont la base canonique est
La somme de deux matrices A = (llij)lsi_sn etB = (bii)lsi_sn de uﬂn,p[]K) donnée par la référence de position.
Isjsp Isjsp Chaque élément de la base correspond a une position. Chaque élément de la base a
donc un double indice : k et £.
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Calcul matriciel 3. Multiplication matricielle

Théoreme - Lespace vectoriel (/Zy,, (KK), +,.) 3. Multiplication matricielle
(Mn,p(K), +,.) est un K-e.v de dimension np.
La base canonique est formée par les n x p matrices Exy 1<k<ml<?f< 3.1. Définition

p) ol Eg, est la matrice ne contenant que des 0 sauf I'élément d’indices
k, ¢ qui vaut 1, soit

Définition - Produit de deux matrices

Eye = (6k,-6j[]11s,-§" Le produit d’'une matrice A = (a;j)1<i<n de Ay,p(K) par une matrice
<jsp <p
B=(bij)i<i K i KK) défini
On a done dim g4, () = n x . (b”)}:;?{; de Ay, 4(K) est une matrice de .#y,4 () définie par

C=AB=(cijli<i<n

1<j<q
/~Savoir faire - Notations oil
Par la suite, on notera ‘[A]; ou Coef; ; (A), le coefficient en ligne i et _ _&
colonne j de la matrice A ! v €y =anby+ anbyy+.—+aiphp) = X aixbiy-
j . k=1

On adonc
f[AA+uB); = A'[Alj+4' (Bl Coef; j(AA+uB) = ACoef; ; (A)+uCoef; ;(B)

- i o /“Savoir faire - Notation et multiplication matricielle @Pour aller plus loin - La convention d’Ein-

Vi j, [1j ou Coef;,; est une application linéaire de .4y, , (IK) Par la suite, on notera Coef;,; (A), le coefficient en ligne i et colonne j de stein

On notera également L;(A) (respectivement C;(A)), la ligne i (respecti- la matrice A. La convention {?{"“em en physique consiste & voir

t colonne j de A) On a donc dans toute répétition de deux lettres muettes une
vement colonne Jj . , . LA r somme. Ainsi le symbole Y, peut étre enlevé.
On note que '[AB]; = L;(A) x C;(B), c’est un nombre. '[AB]j = Z Al B

Le fait qu'une telle convention existe signifie la fré-

k=1 quence importante des opérations du type

p
1l faut savoir passer d'un sens vers I'autre : Cnef,-,i(AB) = Z Coef; 1. (A)Coef; j(B) LA
=1 Y ai by,
2.3. Transposition P =1
P etaussi ) Coef; 1 (A)Coefy, ;(B) = Coef; ; (AB).

= éerit par Einstein : aj g by ;...
Définition - Matrice transposée
Soit A= (a;j)1<isn1<j<p € An,p(K),
on définit la transposée de A, notée ' A ou AT par
e B . M Attention - Taille des matrices [i) Histoire - Arthur Cayley ) B
Vispjs<n: 1A% ="1'A1; =" (Al On ne peut pas multiplier une matrice de .¢ 4 (IX) avec une matrice de | €t Arthur Cayley qui définit le produit matriciel,
. N . . dans le premier article (1855) qui étudie les matrices
M56(K) ! 11 faut que le nombre de colonnes de la premiére matrice soit i oo ! A,

OnaA’e M pn(K). g’ comme objets mathématiques a part entiére.

égal au nombre de lignes de la seconde.

La transposée d’'une matrice s'obtient en « échangeant» lignes et colonnes :
7 Exemple - Matrice 3 x 3

1 0 -1 /Savoir faire - Présentation des calculs
) oot b3 P -1 1 1 Une méthode pratique de présentation des calculs :
SiA=]0 1 3 1 [alors ‘A= 103 1
-1 1 1 3 31 3 by

Théoréme - Isomorphisme oo :
Sous réserve que la taille des matrices permette d’effectuer les différentes ceo e by
opérations, ona:

A+BT=aT+BT; aaT=24T;, 4NHT=4

La transposition est donc un isomorphisme entre les espaces vectoriels
M, p(K) et My n(K).

ajy  aj2 ... u,-p L‘,']'

Exercice
Faire la démonstration

Arthur Cayley est un brillant avocat puis mathémati-

cien anglais né en 1821 et mort en 1895. C'est un génie
trés hétéroclite.

Correction
Jeu d'écriture
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80 Calcul matriciel
4 Application - Produit de deux matrices
1 2
3 4
5 6
1 2 3 1+6+15 2+8+18 - 22 28
4 5 6 4+15+30 8+20+36, 49 64
7 E ple - Petits calcul
@Pour aller plus loin - Interprétation en 2 3 _g 3 -3 2
terme de graphes Soient A = (3 1 5) et B=|[-1 5 -2/ Calculer, si cela est possible,
Un dessin permettra d expliquer au mieux ce d quoi peut o -1 3 0
servir une matrice. I( faut d'abord considérer : AB,BA, A%, B%.
1. un ensemble de départ; par exemple : A = Exer#l it -
(a1, a2} implifier le produit : Y non
2. un ensemble d’arrivée; par exemple : B = Z Z Z ag,jbi pcpedjm
{b1, b2, b3} h=1t=1j=1
3. un jeu de fléches entre les deux. asso-

ciés a des nombres. )
Par exemple, la fléche a; — by =; X/ indique
la relation entre a; et bj.
C'est cette fleche qui est abstraite, la plus ouverte
possible. ‘Elle peut étre par exemple un temps de

trajet, un coefficient de proportionalité... Ainsi

la figure 1 suivante est représentée par la matrice
XLl X2 X3 )
X2, X22  X23

fig 1-Graphe - fig.2-Produit -fig.3- Carrée
Matriciel
La figure 3 représente un matrice d'un ensemble dans
lui-méme (comme pour les endomorphismes), elle est
nécessairement carrée.
La figure 2 représente alors le produit matriciel.
En effet, il s'agit de savoir comment aller alors de
A ={ay,ap} a C = {c1,c2}. La réponse est obtenue
sous forme de matrice Z; j, o1t z;, j indique les chemins
de aj dcj. Ily a en fait trois possibilités : passer par
by, by ou b3, cela donne donc exactement :

Zi,j = Xi1 1,5t Xi2V2,j + Xi,3)3,j

e ThMe

ik Vk,j
1 ! J

Coef; 1.(X) Coefy, ; (Y)
1

Correction
Il est évident que le résultat dépend de i et de m et d'aucun autre nombre.
Les nombres 4[A]/... sont des nombres réels, on peut donc les faire commuter.

nonon non o
PIDIDH “/,jbi,hﬂh,/dj,mzlz [Z Y bincneag,jdj,m = Coef;  (BCAD)
(=1j=1 1=10=1j=1

en ligne i et colonne m de la matrice B x C x Ax D.

3 Z

Il s’agit du nombre

3.2. Interprétation en terme de systémes linéaires

ye Analyse - Multiplication par une matrice colonne

by x1
SiA=(ajji<i<n1<j<p €tB=| 1 |, X=| |, alors
bn Xp
ayy ... .. ap X1 ay Xy +...+apxp
AX = _
apl ... ... anp Xp Ap1 X1+ ...+ AnpXp

Proposition - (S)  AX =B

Léquation AX = B pour des matrices est une maniére compacte d’écrire
un systéme linéaire général avec n équations, p inconnues et un second
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by
membre B=| :
bn
anxy  +... +apx, =bh
aznxy +... +apxp, =b
+ o+ 2
amXx1  +... +appxp =by.

Nous reviendrons sur ce paralléle lorsque nous prendrons le temps de ré-

soudre des systémes linéaires.

3.3. Propriété du produit

Proposition - Associativité du produit
Le produit de matrices est associatif.

(AB)C = A(BC)

qui est une matrice de .y, , (IK).

Plus précisément si A€ J{n,p(]K), Be J{p,q[]K), C € Mgm(K) alors on a

Démonstration
Le seul probleme réside dans la manipulation des indices.

Appelons D = (d;,) lamatrice AB; le coefficient dela ieme ligne et de la héeme colonne est donné

par
n
dip= Y. aixbin,
k=1

donc le coefficient i, j de (AB)C = E est donné par

P P (n
’Z dipepj= ) (Z azkbk/x)chj
h=1

h=1\k=1
P n
=Y X aixbgnen; = eij.
h=1k=1
Calculons maintenant le coefficient k, j de D' = BC = (dl’(j)

»
"
di;= Y. benenj,
=1

le coefficient i, j de E' = A(BC) = (e;l) est obtenu en faisant :

n n P

/ "

¢j= > aipdy; = > “tk(z bkhclx/‘)
k=1 k=1 h=1

= @ikbgnchj
k=1h=1

d’ol1 I'égalité que I'on appelle associativité.

0 s

@ Remarque - En terme de Coef; ;

Ce que ['on a démontré c'est :
) i )
aB)Cl; =Y 1A BIKC); = [ABO);

hk

@Pout aller plus loin - Application aux pro-
babilités

Ecrire : «z; j indique les chemins de a; dcj. I[yaen

fait trois possibilités : passer par by, by ou b3 » nous

rappelle la formule des probabilités totales.

En effet, on se souvient que si (By, B, B3) forme un

systéme complet d événements, alors :

P(A;) =P(B1) xPp, (4;) +P(B2) x Pp, (A;)

+P(B3) x Pp, (A;)
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82 Calcul matriciel 3. Multiplication matricielle
Proposition - Bilinéarité M Attention - Eviter d’écrire des bétises
Si A et B sont des matrices de .4y, (K) et C, D de .4 4(KK), A, u € KK alors Notons bien que BT € .4, ,(K) et AT € ), , (K).
Donc le produit AT x BT n’aurait aucun sens (aucune raison que 1 = g.)

AAC+uD) =AAC+uAD et (AA+uB)C=AAC+uBC

En résumé I'application (A, C) € My, (K) x M p,q(K) — AC € My, 4(K) est Démonstration
bilinéaire. Pour tout (i, j) € N, x Ng,
Ce se résume en . . p .

HlaxpT]; =" [(axB)];= ¥ 'lan, <" 8]
(A+B)(C+D) = AC+AD+BC+BD ) h=1

MaT) xI 1BT),= Y BT, <" 1AT); =7 (BT x AT);
1 h=1

M~

h

Démonstration
On ne fera qu’un calcul.

3.4. Produit par blocs

. P P P
flaAC+uD)] ;= ¥ 1Al <" (AC+ D =4 Y A M€+ Y Tlal, D)
h=1 h=1 h=1

O Proposition - Produit par blocs
) Soient deux matrices M € ., (K), Me Mp,q(K).
Considérons des entiers k < n,¢ < p,m < g et des matrices A €
! !
Proposition - Cas 2 connaitre! “ﬂk!(]K)v]If € vf{k,p—l(]K), c ]EKJﬂn—,k,/(]K). De ﬁnﬁ(k,p—fl(l]m’ A€ dlymK), B'e
(Ei,j) 1<i<n désigne la base canonique de .4, ,(K) i.e. *[E; jl, = 64,10, wf{l’,q.—m( ), C" € My m@®), D" € Mp_r,4-m(K) telles que M et N
1<j<p s’écrivent par blocs
et (F; j)1<i<p celle de .4, 4(IK).
1<j<q . M= A B M= A B
Alors E;,j x Fy. ¢ = 0, jGi,¢, avec (G"”)}Eiiz base canonique de ./, 4 (K) =\l¢ bp) =l¢ p
Alors, on peut calculer le produit MM’ par blocs de la maniére suivante :
Démonstration ’ ! / i
1l s'agit de calculer E;, j Fy ¢ pour les différents quadruplets possibles (i, j, k, £). MM = (AA, i BC, ABI i BD,)
Résultat a retenir (ou a savoir retrouver rapidement). 1l faut quatre lettres muettes (2 pour E et 2 CA'+DC" CB'+DD

pour F), et deux lettres (provisoires) pour préciser la position :
p P ks
alg —yapg g, h - 5 - 0 sik#j . . . . . .
[EijFrelp= hZI LEijIn " Felp = 121 0ai®n,jOnk0be = { Saibpe sik=j M Attention - Bien faire attention aux dimensions
= = i0b,
§ 1l est nécessaire que les dimensions correspondent bien.

Doncsia#ioub#¢, °[E; jF], =0. Sinon, le calcul écrit n’aurait pas de sens

Etsik=j alorspoura=i,b=¢ona®[E; jFic|,=1.
Donc E;, j x Fi ¢ =0y, jGj ¢, avec (Gs,1) 1<s<n base canonique de .44 (K). O
1sr<q

Démonstration
Exercice On calcule Coef; j(MM') suivant la position de i par rapport a k et celle de j par rapport a m.
- . Comment écrire la matrice AE;, j & partir de la matrice A? On va faire un cas: i < k et j > m+1. Donc Coef; j (M x M') se trouve en haut & droite.
@Pout aller plus loin - Transposition et | De méme pour E;, jA? p
graphe _— Coef; j(MM') =Y Coef; ,,(M)Coefj, ;(M')
L i é i ié Correction N ’ J
a matrice transposée est la matrice associée au graphe | Sorrection h=1
ot le sens des fléches s ‘inverse par rapport a la situation Pour tout k, b, n 4 4
. ’ ,
initiale FIAE; jln =Y. F1A1684,60 ), =8, 141; = X Coefy (M) Coefy, (M) + 3 Coefy(M)Coefy,j(M")
s=1 h=1 h=0+1
Donc si 1‘1 # 0, on trouve le nombre nul et si i = j, on obtient le nombre k[AIi, situé précédemment en _ z[: Coef;  (4)Coef), j—m(Bl) N i Coef; j_¢ (B)Coefy_g jfm”)')
colonne i de A. =1 ’ ' h=t+1 ! ’
On obtient donc une matrice formée d'une unique colonne non nulle, I'ancienne colonne i de A, située Car pour
en colonne j. ) ‘ ) » ) ) . — i<k, h</¢, Coef; (M) = Coef; j,(A),
De méme E;, j A est la matrice formée d'une unique ligne non nulle, l'ancienne ligne j de A, située en — i<k, h=0+1,Coef; (M) = Coef; ,_,(B),
colonne i. ; .

— h<¢, j=m+]1,Coefy, ;(M") = Coefy, j_, (B)),

On peut aussi exploiter la formule précédente et la linéarité du produit (et distribution) — h<0,j<m+1,Coefy, (M) = Coefy_g ; (D"
<l j< , Coefy, ; = Coefy_¢,j—m (D),

Donc
Proposition - Transposition d’un produit Coef; j(MM') = Coef; j_n, (AB') + Coef; j_,(BD') = Coef; j_p,(AB' + BD')
Pour A€ .4y, (K) et Be 4y 4(K), ona 0
(AxB)T =BT x AT On peut avoir intérét a considérer les matrices sous forme d'une association

de colonnes ou de lignes.
On peut voir ces opérations, comme une forme de calculs paralléles, a la
physicienne.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027 AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027



84

Calcul matriciel

@Pout aller plus loin - Algébre?

On appelle K -algébre un ensemble o/ muni de deux
opérations interne (notées ici + et x) et une opération
externe (notée ici ) telle que (of ,+,) est un IK -espace
wvectoriel et (of ,+, x) est un anneau.

@Pour aller plus loin - Algébre
(M (K), +,,.) est une K -algebre de dimension n?.

Proposition - Matrice et association de colonnes ou de lignes
Soient A, B € .4, (KK).

Ly

Iy

Il nous arrivera de noter A=

L

comme une association de n (matrices ou vecteurs) lignes, avec L;(A) =
L;
Il nous arrivera de noter B = (C,|Cy]...|Cy)

comme une association de n (matrices ou vecteurs) colonnes, avec
Cj(B) =C;j

LB
LB )
On a alors AB = (AC|AG,|...|ACy) = mais aussi ‘[A x Blj =
L,;B
L;xCj.
Exercice

Comment écrire la matrice E;, j A a partir de la matrice A et AE; j, en raisonnant par blocs ?

Correction
Li(Ej jA) = Li(Ej j)A= 8y, Li(Ej, JA= 6k i (Li(Ej jCL(A)| -+ |Ln (E; jC1 (A) = 8k i (U TAN [Alp| - [Aln) =
ki Li(A)

4. Les matrices carrées
4.1. Lanneau (/,(K),+, x)

<*Heuristique - Pourquoi les matrices carrées?
Si on multiplie deux matrices de .#, (IK) on trouve un élément de .#, (), la multiplication
est donc interne dans .4, (K).
On peut ainsi effectuer les calculs A x B et B x A, mais aussi A¥ pour tout entier k...
Nous verrons qu'ains (.#p (IK), +, x) est un anneau.

Théoréme - La K-algebre (., (K), +, x,.)
(Mn(K), +, x) est un anneau non commutatif et non intégre des que n =2,
d’élément unité I,.

/ E ple - Non cc ivité et non intégrité

Vérifiez que
1 0)(1 1 2 1 1)(1 0
0 2J{0o 1 0 1){0 2

0 1)(2 1)_(0 0
o 1/lo o/ 0o o)
7 Exemple - Linverse d’'une matrice d’ordre 2
.. [(a b
SOIIA—( c d ]

puis que

Alors en notant A’ = ( z ;b ], ona:

AxA'=A' x A= (ad-bo)lp
Doncsi ad - be #0, Aest inversible et A~ =

1 !
ad—bcA :

4.2. Puissance de matrices
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Définition - Puissance d’'une matrice
Soit A € 4, (IK), on définit par récurrence :

A’=1, VkelN, AF1=AxAF
On a alors, par commutation :

AR = Ax.. x A= A™ x AFm (pour tout m < k)
k fois

Les regles de calcul dans un anneau (comme dans IR ou C) s’appliquent d’oti:

Proposition - Formules matricielles
Pour A, B € 4, (K), si AB = BA alors

p
(A+B)? = Z A¥BP=k (Formule du binome de Newton)

k=0

p
k

AP —BP = (A-B)(AP~' + AP2B+ ...+ ABP~2 + BP})

In—AP = (I, — A, + A+ A? +--.+ AP7Y)

4.3. Inversibilité d’'une matrice

Définition - Inversibilité de A
On dit qu'une matrice carré d’ordre n A est inversible, si elle admet un
inverse pour la loi x, c’est-a-dire s'il existe une matrice carrée d’ordre n B
telle que

BA=AB=1,

(o1 I, est la matrice identité). B est alors notée A~! et appelée inverse de
A.

e Remarque - Des matrices non inversibles

On ne peut pas inverser de matrices de My, p(I) sin # p.

Une matrice carrée n'est pas nécessairement inversible :
par exemple, la matrice nulle Oy, n'a pas d'inverse car

VA€ Mp(K), A, =0, #1.

7 Exemple - Matrice non inversible, moins triviale
De plus il y a des matrices non nulles qui n’ont pas d'inverse.

0
Par exemple N = (

0 n’a pas d'inverse.
1 of"eP .

a b
En effet, pour A= (c d)'

b 0
Afo(d 0)

Elle ne peut pas étre égale a I».

e Remarque - Rappels

Nous avons vi que ensemble des inverses d'un anneau forme un groupe.
On ['avait noté A .
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Définition - Le groupe GL,, ()

Lensemble (GL,(K), x) des inversibles de 'anneau .#, (IK) est un groupe,
non commutatif.

OnI'appelle le groupe linéaire.

On a donc pour A, Be GL,(K), (AB)™' =B 1A7L.

Proposition - Inverse de la transposé
Si A est une matrice carrée inversible alors ‘A est aussi inversible et
(A=A,

Démonstration
«Le coup des chaussettes dans le tiroir. .. »
(AB)x (B~ 1Ay = ABB ™ HA = AA = Iy et B 1A ) x (AB) =B~ 1A' AB=B"'B=1,
Donc (AB)™! =B~1A71.
De méme, en transposant un produit :

In="Up="Axa )= A x'A =" U =" AT xa="AxT @A)
Donc (‘A) 1=t (a™h) O

Exercice

@Pour aller plus loin - Polynéme annulateur
On montrera en seconde année que pour tout matrice
M € Mn(K), lensemble des polyndmes annulateurs
de M

{PeK[X]| P(M) =0}

est non vide. On sait assurément qu'il existe au moins
un polyndme de degré n dans cet ensemble (le polynome
caractéristique de M - d'aprés le théoréme de Cayley-
Hamilton).

Et mieux, comme IK[X] est un anneau euclidien, cet
ensemble est forcément de [a forme

{PeK[X] | P(M) =0} = upK[X]
otl fip est un polyndme particulier : minimal (en degré),

unitaire et propre a P. On appelle le polyndme minimal
de P

Soit J € 4, (R) la matrice dont tous les coefficients sont des 1.
1. On suppose n = 2. Calculer J2, J3, Tk pour k€ IN.
2. Mémes questions avec n = 2 quelconque. J est-elle inversible ?

2 11
3. Calculer AP ou A=[1 2 1|
1 1 2

Correction

1. Pour 1 = 2, on montre aisément que J2 = 2/, J3 = 4] et pour tout k € IN, JK = 2k=17
(récurrence).
2. Maintenant, on suppose que 1 = 2.

" n
Coef; ;%) = Y. Coef; ,())Coefy, ;) = Y. 1=n=nCoef; ;(J)
h=1 h=1

Donc J2 = nJ Par récurrence, supposons gk =nk-1y,
J L L B B e N Ly S S e
Si J était inversible, on aurait les égalités :
J=J %2 =ny7t = nly
Ce qui est faux.
3. A=1I3+J3, I3 commute avec J3 et donc on peut appliquer la formule de Newton :
p

,
—k ok ko k-
= it £ (it

_ (& (p)ae), 1 P
713%(/«);1(]‘()3 )],13+§((3+1) -1J

L[(AP2 aP-1 4P
4P -1 4P12 4P -1
4P -1 4P—1 4P 42

(On peut vérifier pour p =1 que cela fonction bien. ..
/~Savoir faire - Exploiter un polynéme annulateur pour trouver M !

d
Soit M € ,(KK). Supposons que le polynome P = Y apX* annule M,
k=0

d
Cest-a-dire que P(M) = ), arM* =0. Alors
k=0

-1({& . -1(&
— siapg#0,onaalors I, = — [ Y axM*| =M x — |3 arM*1|.
o \k=1 o \k=1
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_1 [d=1
Etdonc nécessairement M estinversibleet M™' = — [ 3" a;4y MK
0 \k=0

— si ap =0, alors il faut faire un raisonnement par I’absurde :
si M était inversible alors en multipliant par M~!, on a

d d-1
M xP(M) =Y axM* ' =0etdonc ¥ ap. M¥ =0.
k=1 k=0
1y a alors deux options,

ou bien cette somme n’est pas nulle, et par 'absurde, M n’est
pas inversible,

ou bien cette somme vaut bien 0 et donc on recommence au
point initial.

/~Savoir faire - Exploiter un polynéme annulateur pour trouver M"

d
Soit M € ., (). Supposons que le polynome P = Z a; X* annule M,
k=0

d
cest-a-dire que P(M) = ) axM* =o0.

=0
Alors, on peut faire la division euclidienne de X" par P :
il existe Qp, R, € K[X] tels que X" = Qn(X) x P(X) + Ry(X) avec
deg(R,) <deg(P)=d.
On a alors, puisque M" =0+ R, (M) car P(M) =0.
Cela permet de
— démontrer que {M", € Z} c vect(l,, M, M?,...M%1) (résultat
théorique classique)
— calculer explicitement M", si I'on sait faire explicitement cette
division euclidienne. Pour faire celle-ci, il arrive souvent qu'on
utilise les racines de P...

1 1 0
F-4 Application - Inverse et puissancede M =| 0 1 1
0 0 1

On remarque que (M — 13)3 =0, donc on a un polynéme annulateur de M :
PO =(X-1*=x*-3x2+3X -1

Ainsi: M(M2 -3M +313) = M3 -3M% +3M = I5.

1 -1 1
Donc M est inversible d’inverse M~! = M2 —3M + 33=( 0 1 -1 |De

0 1

méme, sil'on fait la division euclidienne, on a:

X" =Qn(X-1)°+Ry oudeg(Ry) <2

On peut exploiter la formule de Taylor, en 1 (en notant P(X) = X") :

n p(K) /" . n p(K)
-y PO o pay e P -n+ R 12 e x-1? Yy P x ks
& K 2 =
— e
= =Qu

OrP(1)=1,P'(1)=net P"(1) = n(n-1). Ainsi

Rp(X) = l+n(X—l)+%n(n—l)(Xfl)2

( 1 n n(nz—l) )

AinsiM"=( 0 1 n

00 1

Exercice

Soit A = (apq) € Ay (C) définie par apq = exp(22L9) 6t A = (@pg).
Calculer AA et en déduire que A est inversible.
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Correction
(On ne prendra pas i, & cause du i imaginaire pure).
Pour tout k, £ € IN;,,
— & L 2im
Coefy o(AA= Y appane= Y, exp(——(kh-h0))
n=1 h=1 n
n 2hin
=Y exp(——(k-0)
h=1 n
n
Yi=n sik=¢
=1 .
2nin

n 2im n l—exp( (k-0)
Y lexp(=k-0)| =——F——=0 sik#¢
n 2in
1 1 7€Xp(7(k*[))

Donc AA = nly.

Notons alors que AA :ﬁ =nly.
Ainsi A est inversible et A1 = %A.

4.4. Quelques sous-ensembles remarquables

Matrices diagonales

Proposition - Matrices scalaires
Lensemble des matrices scalaires d’ordre n, a coefficients dans IK, est un
sous-espace vectoriel de .#/,(IX) de dimension 1, contenant I, et stable

par la multiplication (c’est un sous-anneau commutatif et aussi une sous-
algebre commutative de .4, (K)).

@Pour aller plus loin - Base 1

Donc [espace des matrices scalaires est vect(Iy), de
dimension 1.

Proposition - Espace des matrices diagonales
Lensemble des matrices diagonales d’ordre n, a coefficients dans K, est
un sous-espace vectoriel de .#,(K) de dimension n, contenant I, et

stable par la multiplication (c’est un sous-anneau commutatif et une sous-
algebre commutative de ./, (IK)).

@Pour aller plus loin - Base 2

Donc  [espace  des matrices  diagonales  est
vect((Ej ) jeN,,), de dimension n.

Proposition - Inverse de matrices diagonales

@Pour aller plus loin - Bases 3

Si D est diagonale, D = diag(d,,...,d,), alors D est inversible si et seule-

1 1
ment pour tout i € {1,...,n}, d; # 0 et alors D™ = diag(—,..., —)
dy dp

Donc D! est elle-méme une matrice diagonale.

Démonstration
Pour tout i, j € N, par définition de D

n
Coef; j(Ax D)=y Coef; j(A)Coefy, ;(D) = d;Coef; ;(4)
h=1

Donc pour que Ax D = Iy,
il faut pour tout i € IN;, Coef; ; (AD) = d; Coef; ; (A) = 1, il est nécessaire que d; # 0.
En prenant alors Coef; ; (A) = d%' on a donc Coef; ; (AD) = 1.
il faut également pour tout j # i, Coef; j(AD) = 0 = d; Coef; j(A),
donc nécessairement Coef; j(A) = 0.

Par conséquent, pour que D soit inversible, il faut d; # 0, pour tout i.
Et la seule matrice qui conviendrait pour inverse est A = diag(ﬁ, .
Un calcul simple confirme : D x A= Iy, également.

On a trouvé alors une condition nécessaire et suffisante avec, alors, une expression de p1l.o

1 -
‘Tu) (car AD = I).

Matrices symétriques et antisymétriques
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de dimension %n(n +1).
Et oty (K) = vect[(E,;J
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Définition - Matrices symétriques et antisymétriques

Soit A € A, (K).

A est d_ite symétrique si ‘A = A, soit si pour tout (i, j), ajj = aj; (ou
'[Al; =7 [Al);

on note #,(IK) I'ensemble des matrices symétriques d’ordre n a coeffi-
cients dans K.

Aest dite antisymétrique si ‘A= —
'[Alj = —-I[A]D);

on note </, (K) (ou «.%,(K)) 'ensemble des matrices antisymétriques
d’ordre 7 a coefficients dans K.

A, soit si pour tout (i, ), a;j = —a;j; (ou

En I'absence d’ambiguité, on peut noter .#, et <),.

Proposition - Diagonale d’une matrice antisymétrique
Les éléments diagonaux d'une matrice antisymétrique sont nuls.

@Pout aller plus loin - Matrices et graphes

Que signifie pour un graphe que sa matrice associée est

Démonstration
A, antisymétrique. Pour tout i € N,

Coef; ; (A) = —Coef; ;(A) => 2Coef; ;(A) =0
)

Ensemble des matrices tri laires (supérieures)

Théoreme - Espace des matrices triangulaires
Lensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement infé-

rieures) d’ordre n, a coefficients dans IK, est un sous-espace vectoriel de

M, (K) de dimension "(”2“’, contenant I,,.

11 est stable pour la multiplication (donc est un sous-anneau et une sous-
algebre de ., (K)).

M Attention - Pas trop vite
Lensemble des matrices triangulaires d’ordre n, a coefficients dans K,
n’est pas un sous-espace vectoriel de .4, ().
Laddition d'une matrice triangulaire supérieure et d'une matrice trian-

gulaire inférieure ne donne pas une matrice triangulaire, la plupart du
temps

e Remarque - Mais notons :

Une matrice d la fois triangulaire inférieure et supérieure est diagonale.

/Savoir faire - Montrer qu'une matrice est triangulaire supérieure
11 faut montrer (condition nécessaire et suffisante) :

vijeN, i>j = Coef;;(T)=0
1l faut démontrer la stabilité par somme (facile) et par multiplication de

matrices triangulaires supérieures.

Démonstration

Soit T} et T, deux matrices triangulaires supérieures.
Pour touti>j:

n
Coef; j(T1T2) = ). Coef; 1 (T1)Coefy, ;(T2)
k=1

i-1 n
=y Coef; 1(T1) Coefy, ;(T2) + ¥ Coefj . (T1) Coefy, j(T2) =0
k=1 ———— ’ k=i —_—
=0:i>k =0:k<i>j
Donc Tj T» est triangulaire supérieure. 00

symétrique ? Antisymétrique ?

@Pﬂur aller plus loin - Base 4

Donc il s'agit de vecl[(Ei,j),'ng]]\'")/ espace de di-
mension %n(n +1).

@Pﬂur aller plus loin - Inverse d’'une matrice
triangulaire supérieure

Nous verrons que si T une matrice triangulaire supé-

rieure, carrée.

Alors T est inversible ssi¥ i € N, Coef; ;(T) #0.

Tt dans ce cas, T~" est également triangulaire supé-
rieure
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4.5. Trace d’'une matrice carrée

Définition - Trace d’'une matrice
Soit A € () une matrice carrée. On appelle trace de A le scalaire égal a
la somme de ses coefficients diagonaux :

n n n
TrA=Y aji=) '[Al; =Y Coef;;(A)
i=1

i=1 i=1

Proposition - Propriété de la trace
Lapplication
Tr: My(K)—IK
A—TrA

est une forme linéaire sur .4, (K) : Tr(AA+ uB) = ATr A+ uTr B et

V(A B) € My (K)?, Tr(AB) = Tr(BA).

Démonstration
Par linéarité de Coef; ; :

n
Coef; ;(B) = ATr(A) + uTr(B)

n n
Tr(AA+puB) = Y Coef; j(AA+puB) =1 )" Coef; ; (A) +p
i=1 i=1 i

n o n
T(AB) = Y 'ABl; =Y. Y. [AIBl = Y
i=1

n
i=1h=1 I =

"BIf1AL, = Tr(BA)
1

1i

5. Opérations élémentaires sur les matrices
5.1. Opérations élémentaires sur les lignes d’'une matrice

~*Heuristique - Lien résolution de systéme/inversion de matrice
Le calcul Ax X = b o X et b sont des matrices colonnes est exactement I'écriture d’'un
systéme linéaire.
La résolution X = A~!b (si A est inversible donc carrée) exploite les opérations élémen-
taires sur les lignes du systeme pour appliquer I'algorithme de Gauss.
Essayons de transférer directement la méme idée sur les colonnes de A.

Définition - Opérations élémentaires sur les lignes
On appelle opération élémentaire sur les lignes L; de la matrice Al'une des
transformations suivantes effectuée sur A :
— Permutation (ou échange)de deux lignes
Pour i # j, L; < Lj signifie que 'on permute la i-iéme et la j-iéme
lignes de la matrice.
— Addition d’'un multiple d’une ligne a une autre ligne
Pour i # j, Lj < Lj+ AL; signifie que I'on remplace la j-iéme ligne
Lj de la matrice parL; +ALj,ou e K.
— Multiplication d’'une ligne par un scalaire NON NUL
Pour tout @ € K, @ #0, L; — aL; signifie que I'on remplace la i-ieme

ligne par aL;.

Chacune des manipulations précédentes correspond a un produit matriciel :
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Proposition - Transformation élémentaire sur les lignes comme un
produit
Effectuer une transformation élémentaire sur les lignes d'une matrice A €
My, p(K) revient a calculer le produit matriciel a gauche de A: EA ot E est
I'une des matrices suivantes :

— Pour L; < L jr

1

E= =1I,~E;i~Ejj+Eij +Eji

1

C’est une matrice de transposition, notée habituellement P; ;(=
Pji)
— Pour L; — L; +AL;

5= 1 =1I,+AE;; Aenligne i, colonne j

1

C’est une matrice de transvection, notée habituellement T;,j (1)
— Pour L; — alL;

E= 1 =Ip+(@-1E;;

1

C’est une matrice de dilatation, notée habituellement D; (a)

Démonstration

Soit A€ My, p(K) et Eil € ., (K) une des matrices de la base canonique.
n

On rappelle que "[BAJ; = Y "(B]," (Al

n i
hip. _ h a.r _hip .0 _ »0 sih#i
Done (51 Al = Y. 1511 A1 =153 [Alk—{ Al sine
On adonc Ly(E; ;A) O SURAL s L (A) Alors E;; A est la matrice de .y, p (K)
adonc Ly(Eyj A=\ [ g poi =On=ili ors E; j A est la matrice de 4,

dont toutes les lignes sont nulles saufla i-ieme, qui est la j-ieme ligne de A:
Vh#iLp(E;jA)=0  Li(E;jA)=L;j(A)
¥ h#i,0 € NyCoefy p(E; jA)=0  Coef; 7 (Ej, j A) = Coef; o(A)

Puis comme I, A = A et en examinant chacune des opérations élémentaires on obtient le
résultat.
o Li((In = Ejj = Ejj+ Ej j+ Ej ) A) = Li(A) = 84 jLi(A) = 8 jLj(A) + 8 Lj(A) + 8 jLi(A).

Li(A)=Li(A+Lj(A)=Lj(A) sik=i
Ly(EA) :{ Li(A)=Lj(A+Li(A)=Li(A) sik=i

L (A) sinon

o Li((In +AE; j)A) = L (A) + 6 ;AL (A).
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_ Li(A)+ALj(A) sik=i
LiEA ’{ Li(4) sinon
o Lig(Un + (@=DE; ) A) = L (A) + (@ = 1D i Li (A).
_| LA+ (@-DLi(A)=aLi(4) sik=i
Ly (EA) 7{ Li(A) sinon

Proposition - Opération élémentaire en I,
On considére une opération élémentaire, notée ¢, qui transforme une
matrice A € My, (K) en la matrice ¢(A) € My, ,(K) et la matrice I,, en
@Un).

Alors @(A) = @(I,) x A.
Et par récurrence, si @1, @2, ...\ sont k transformations élémentaires (sur
les lignes) qui s’appliquent a des matrices possedant n lignes, alors, pour
tout A€ My,p(K) :

[pro---0@1](A) = @r(ly) x -+ x p1(Iy) x A.

Démonstration

Cela a bien un sens de considérer que ¢ peut s'appliquer a A et a I, car il s’agit d’opération sur
les lignes et A et I, ont le méme nombre de lignes.

Pour prouver ce résultat il suffit de vérifier que pour les trois transformations possibles on a bien
E = @(Iy), puisque ¢(A) = EA.

On démontre ensuite 'hérédité de la récurrence : Supposons que @y o---0 1 (A) = @y (I) x -+ x
@1In) x A.

Notons A’ = @ 0-+-0p1 (A).

Alors

[Pk+199k00P1(A) = Qi1 (9001 (A) = Pt (A) = Pt )X A = Py Un) x @) -+ x 1 (In) x A

o
Cela se concrétise dans le savoir faire suivant

/Savoir faire - Retenir les opérations matricielles codant les opérations
élémentaires

Pour une opération sur les lignes de 4, il s’agit toujours de produit a
gauche de A.

(On verra pour les colonnes, il s’agit de produits a droites de A)

Par quelle matrice?

C’est toujours par la matrice qu’on obtient lorsqu’on applique la trans-
formation élémentaire en question a I,,.

Ainsi, par exemple, sil'on veut faire L3 — L3 — 2Ly, pour n = 3, on multi-
plie par la matrice

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0o 1 0
0 0 1 0 -2 1

Proposition - Inversibilité des opérations élémentaires
Si une matrice B est déduite de A par une opération élémentaire ¢, alors A
peut se déduire de B par I'opération inverse ¢~ suivant le tableau suivant :

=i

¢ [
Li—L; Li—L;
Li—Lj+AL [ L= =
Li—al; g ==
a
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Proposition - Inversibilité des matrices élémentaires

Si ¢ est une opération élémentaire sur les lignes alors la matrice carrée
@(I,,) est inversible et ¢ (I,,) ™! = @~ (I,,).

On a alors P:Il = P;,j (symétrique, involutif),

(T3,jW) ™ = T (=), et (Di(@) ™" = Di(L).

Démonstration
D’apres la proposition précédente ¢~} (I)(In) = ¢ (p(In) = I, O

F 4 Application - Inverse d’'une matrice diagonale
Considérons D, une matrice diagonale. On note pour tout i € N, [D]; = d;.
n

Le calcul donne directement : D = l_[ D;(A)).
i=1
Attention a cette notation possible ici uniquement car ces matrices commutent
deux a deux!

) ) n 1
Onaalors,siVieN, A; #0: D x HlD,,_j(;j):I,,.
j=

Par conséquent D est inversible, d'inverse la matrice diagonale diag %1‘ /le, B %] Et
n
si il existe i tel que A; =0, alors D n’est pas inversible.
On fait un raisonnement par 'absurde, en notant que pour tout matrice A,
. LI
pour tout k€ N, '[Ax D] = Z HA]p % -h[D])C =0.

h=1
Donc on ne peut pas avoir Ax D = I,

5.2. Opérations élémentaires sur les colonnes d'une matrice

On définit les mémes opérations élémentaires sur les colonnes que sur les
lignes. On obtient alors les résultats suivants :

Proposition - Transformation élémentaire sur les colonnes comme un
produit
Effectuer une transformation élémentaire sur les colonnes d'une matrice
A€ M,,,,,(]K) revient a calculer le produit matriciel AF ol1 F est I'une des
matrices suivantes :

— Pour C; - Cj,

F= Iﬁ—Ei,‘—Ejj+Eij+Ej,‘
— PourC; — C; + ﬂ.Cj
F=1I,+AEj;
— Pour C; — aC;
F=1I,+(a-1)E;

Démonstration

Soit A € Mp,p(K) et Ejje A (IK) une des matrices de la base canonique. Alors AE;j est la
matrice de .#y,p(IK) dont toutes les colonnes sont nulles sauf la i-ieme , qui est la j-iéme
colonne de A. Al = A et en examinant chacune des opérations élémentaires on obtient le
résultat. O

Proposition - Opération élémentaire en I,
On considéere une opération élémentaire, notée vy, qui transforme une
matrice A € 4y, () en la matrice ¢(A) € 4y,,(K) et la matrice I, en
().

Alors y(A) = Ay (Ip).
Et par récurrence, si ¥, 2, ... sont k transformations élémentaires (sur
les colonnes) qui s’appliquent a des matrices possédant p lignes, alors,
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pour tout A € Ay, (K) :
Yro---oy(A) :Axu/l([p) X oee Xl//k([p).

Démonstration
On démontre le résultat par récurrence :

Vi1 Wgo oy 1)(A) = Y1 (A) = Ay Up) = Ax i Up) x - x Wi (Up) X Y1 (A)

par hypothese de récurrence. O

5.3. Transformation par opérations élémentaires (matrices
inversibles)

Conservation de l'inversibilité

&)\ Histoire - Gauss et le calcul matriciel li-
néaire
Encore Gauss. ... Voir le cours d arithmétique.

@Pour aller plus loin - Mieux!

Plus que la conservation du caractére i ible, c'est [
rang d'une matrice qui est exactement conservé par de
telles opérations.

On reverra cela dans le cours d algébre linéaire. ..

Proposition - Conservation de l'inversibilité
Soient A, B € ./, (IK). On suppose que A est inversible.
Alors AB est inversible si et seulement si B est inversible

Démonstration
Si B est inversible, alors AB est inversible (d’inverse B~ A™1).
Si AB estinversible, alors B = A™! (AB) est inversible (d'inverse (AB)~! 4) O

Corollaire - Conservation d’inversibilité par les opérations élémen-
taires

Les opérations élémentaires sur les lignes (ou sur les colonnes) d'une ma-
trice carrée conservent le caractere inversible/non inversible d'une ma-
trice.

Démonstration
Une opération élémentaire sur une matrice est un produit a gauche par une matrice inversible.
D’apres le théoreme précédent, on en déduit la conservation du critere d’inversibilité O

4 Application - Inverse d’'une matrice triangulaire supérieure (algo-
rithme)
Dans un premier temps, on consideére 7, une matrice triangulaire avec que des 1 sur
la diagonale.
On suppose donc que pour tout i, j € IN;,, i[TIl- =1, i[TIj =0desquei>j.
On peut alors annuler les coefficients de T par la suite des multiplications (attention,
cela ne commute pas!) :

Pouridelan-1:

pour jdei+lan:
T —TxT;;(~'[T];) (Cela revient a faire C; — C; = [T];C;).

On obtient au bout de I'algorithme la matrice identité.
Cela fonctionne : lorsqu’on s’occupe de la ligne i, il n'y a dans la colonne que des 0 :

« ceux d’en-dessous sont donnés initialement

« ceux d’au-dessus sont obtenus lors des calculs précédents.
On notera que I'inversion ne s’obtient qu'avec un produit de matrices triangulaires
supérieures (j > ).
Or le produit de matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieure.

Proposition - Inversibilité des matrices triangulaires supérieures

Une matrice triangulaire supérieure est inversible si et seulement siiln'y a
aucun zéro sur la diagonale.

Dans ce cas, la matrice inverse est également triangulaire supérieure.

On peut obtenir 7~! en suivant un algorithme simple : supprimer les
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coefficients non nul ligne, apres ligne, en exploitant le coefficient non nul
de la diagonale.

En exploitant la transposition, on obtient un résultat semblable pour les ma-
trices triangulaires inférieures.

Démonstration
Supposons T triangulaire supérieure avec des coefficients non nulles sur la diagonale.
On peut supposer que T s'écrit (1;,;);,j avec £;,j =0sii> jet t;,; #0, pour tout i.

Onnote D = diag( ), inversible. On a alors

1 1
17" T

1 np fn
DxT= 0 1 . B -7
i In-1,n
0 0 1

On applique I'algorithme précédent a T. Montrons alors qu'au tour de boucle i, la matrice T
obtenue est de la forme

1 0 0

0

0 1 0 0

0 0 1 vz ot livin
0 . . L

0 0 1 tp-1n
0 . 0 1

Pour i =0, le résultat est vraie, c’est la matrice 7.
Supposons que le résultat est vrai au tour i (pour i < n—1).
Et considérons donc I'algorithme en i + 1.
Lopération suivante consiste alors, pour j de i +2 & n a faire C; — Cj=ti+1,jCis1-
Comme la colonne C; ne possede qu'un 1 en ligne i + 1, cela n'impacte que la ligne i + 1.
Et celle-ci voit ses coefficients se transformer en t;41,j — tj41,; = 0.
Ainsi, apres le tour de boucle i + 1, la matrice a bien la forme T ;.
Et en particulier a la fin du tour n— 1, T est I'identité.
On a donc transformé T en matrice identité par opérations élémentaires inversibles. Donc T est
inversible.
S'il y a au moins 1 zéro sur la diagonale. Notons io = min{i | ; ; = 0} (ensemble non vide).
On peut appliquer le méme début d’algorithme jusqu’a la ligne i — 1,incluse.
On obtient alors la matrice

10 - 0
0 - T N
B 0 10 0
Tiy:=| 0 0 tivnivz v lisln
0 Rt DU
0 0 1 th-1n
0 0 1

Cette matrice n'est pas inversible. En effet, elle posséde une colonne de 0 (la i-2me), et donc le
produit par toute matrice a sa gauche donne toujours une matrice avec la colonne i-eme nulle.
Par I'absurde, on ne peut jamais obtenir I'identité. O

L Remarque - Opération sur les colonnes

On aurait pu, comme on le fait pour ['inversion d'un systéme linéaire (dans le seconde
partie) transformé T en matrice identitié en opérant sur les lignes. Mais il aurait alors
fallut commencer par les derniéres lignes. ..

Algorithme

Le théoréme suivant est donc un corollaire :

|&) Histoire - Fang-cheng
« Cette méthode est connue des Chinois depuis au moins
le Ier siécle de notre ére. ‘Elle est référencée dans le

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 20367247’ Jiuzhang suanshu (Les Neuf Chapitres sur

Lart mathématique), dont elle constitue le fuitiéme cha-
pitre, sous le titre « Fang cheng » (la disposition rec-
tangulaire). La méthode est présentée au moyen de dix-
Hhuit exercices. Dans son commentaire daté de 263, Liu
Hui en attribue la paternité d Chang Ts ‘anyg, chancelier
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@Pour aller plus loin - Autres algorithmes
Il existe d’autre méthode (raffinement de Gauss) pour
inverser une matrice. Elles ont une complexité algorith-
mique plus faible (on gagne sur la constante dans le O
- ou mieux encore dans certains cas tout particulier de
matrices). I[ s ‘agit des méthodes LU, QR, CholesKi.
On peut aussi employer des méthodes itératives assez
diffé dans leur philosophie comme les mé
de Jacobi... On crée une suite de matrice (Ap), avec
Ag = A etlim(Ay) = AL, On s arrite quand on est
«assez proche » de AL

Théoréme - Transformation de Gauss-Jordan

Soit A € 4, (K).

A est inversible si et seulement s'il est possible de transformer A en une
matrice triangulaire supérieure, sans 0 sur la diagonale, a I'aide unique-
ment d’opérations élémentaires portant sur les lignes.

Dans ce cas, on peut terminer la décomposition de A vers I, par suite
d’opérations élémentaires.

Si on applique alors a la matrice I, les mémes opérations élémentaires,
dans le méme ordre, on obtient A~L.

Demi-inversion suffi

Corollaire - Inversion a droite suffisante

Soit A € #,(K). Supposons qu'il existe B € .4, (K) tel que AB = I,,.
Alors A est inversible et A~! = B.

(De méme, B est inversible et B! = A)

Démonstration
On applique une série de transformations élémentaires a A pour I'échelonner.

3E,Ep,...Ey, Ttellesque ExEy_y ---E1A=T
Onadonc TB=EgEy_)---Ey.
Puis en multipliant a droite par Efl ...I:',;l, ona T(B(ExEx_1--EN)"N =In.
On avu que si T avait un coefficient nul sur la diagonale, il est impossible d’obtenir I;,.
Donc T n'a aucun cc ient nul sur la di le, il est inversible.
Par produit de matrices inversibles : A= (ExEj_; ---E)) ™' T est inversible.
EtdoncB=A"'AB=4A"1. 0

/~Savoir faire - Inversibilité et inverse d’'une matrice par l'algorithme de

Gauss
1 0 -1
Calculerl'inversede A=| 1 -1 0
-1 0 0
On applique I'algorithme de Gauss-Jordan en considérant (A|I3) :
1 0 -1|1 0 o0 1 0 0o 0o -1 Ly —-Lg
1 -1 0]0o 1 0|—]|1 0o -1|1 0 o Ly — Ly
-1 0 o]0 0 1 1 -1 0]0 1 0 Ly—Lp

1 0o 0o 0 -1 10 0f0 o -1
—fl0o 0o -1]1 0 1 { 22522:2‘ —o0o 1 0]0 -1 -1 { sz:?
0 -1 o]0 1 1 SRR A 00 1]-1 0 -1 3 2

Par suite d’opérations élémentaires, on a transformé A en I3 donc A est

inversible.

Par suite des mémes opérations élémentaires, on a transformé I3 en AL
0o 0 -1

doncA™l=| 0o -1 -1
-1 0 -1

A retenir : dans une opération élémentaire, il ne faut pas perdre I'informa-
tion d’'une ligne. Autrement écrit, il faut toujours pouvoir revenir en arriere!!

Gauss, la complexité calculatoire est en on3) ot n

Exercice
@Pour aller plus loin - Coiit de P'algorithme 1 2 3
Calculer linversede A=| -1 -1 -2
de Gauss 2 5
Si lon suit parfai la dé de l'algorithme de 5

est Lordre de [a matrice considérée.

. X .= Ca
‘En effet, il faut mettre en place trois boucles imbriquées,
indexée par n (pas tout d fait ['une est triangulaire).
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Correction
On applique I'algorithme de Gauss-Jordan en considérant (A|I3) :

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
_ - - Ly —Li+Ly
( 1 1 210 1 0] ((] 1 1 1 1 0) {L3~—L3—2L1

1 2 3|1 0 0 1 0 0|-1 -4 -1
—]o 1 1|1 1 0 { Ly—L3+2L, —[ 0 1 o1 -1 -1 {21%21:?2*1‘3
00 1]0 2 1 00 1|0 2 1 22T

Par suite d'opérations élémentaires, on a transformé A en I3 donc A est inversible.
Par suite des mémes opérations élémentaires, on a transformé I3 en AL donc A7 =

-1 -4 -1
1 -1 -1 |
0 2 1

/“Savoir faire - Invariant de boucle
On notera qu’a chaque étape, en partant du couple (A|I,,), on obtient un
couple de matrice de la forme (C|D) qui vérifie: C= Ax D.
(Celaestvraial'étapel: A= Ax I, etaladerniere: I, = Ax A7L)
Cela permet de vérifier les calculs intermédiaires.

@ Remarque - Et si A n’est pas inversible?

Si A n'est pas inversible, alors ['algorithme conduit a une matrice échelonné (triangulaire
supérieure) dont [a diagonale posséde (au moins) un zéro. Il est alors totalement impossible
d’obtenir I,.

Nous verrons plus loin que ['algorithme donne alors une nouvelle information a propos de
la matrice A : son rang !

Exercice
Déterminer les inverses de

2 1 -2 1 -1 0 10 9 1 i —21 i 711
A={0 3 1[,B=[1 1),c=|9 10 5|,p=|, " o

-2 -3 5 11 0 1 5 9 L1 2 1
Correction

On applique I'algorithme de Gauss-Jordan en considérant (A|I3) :

2 1 2|1 0 0 2 1 2|1 0 0
0 3 1]/0 1 0|]—|0 3 1]0 1 0 { Ly—IL3+L,
500 0

-2 -3 1 0 -2 3|1 0 1
14 1)1 0 o
2 2 —1
H( 03 1]0 1 0 ] { fl zLizL
11 2 3 — L3+t 3l2
00 H |1 %5 1 3
I
2 1 2 1 Lz‘-%Lz
—lo 1 $]o0 3 0 FORE T
3 3 3 ——171L3
o0 1§ & &
1 1
bzl 2 (3) —01 1
—flo0o 1 o Y7 { Lo—Ly-%13
o0 1 |-% &
9 1 7
— :) [1) g 1 % 3 {Li—Li-i+L
LR 1—Li—3l2+13
00 1|-7 T 11

Par suite d'opérations élémentaires, on a transformé A en I3 donc A est inversible.
Par suite des mémes opérations élémentaires, on a transformé I3 en A7l donc A7 =

18 1 7
-2 6 -2

65 -76 35
1 3 - —
c*lz( -76 89 -4l ]elu’l:— 8 Lo-z2
71 - 5 3
3

35 —-41 19
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R
6. Bilan Notations
Notations Définitions Propriétés Remarques
.ﬂ"vk(IK) Ensemble (espace) des matrices avec n On note .4y (IK) I'espace 4, n (IK)
lignes et p colonnes a coefficients dans IK
Synthése FnK), resp. Ensemble (espace) des matrices symé- AT = 4, resp. AT=-4
dn(K) trique (nécessairement carrées), resp. anti-
symétrique
GLy(K) Groupe (linéaire) des matrices carrées
~ Les problemes a double entrées se codent dans des tableaux. Ces pro- ) dordre n inversible "
blemes s’articulent lorsqu’ils ont une entrée commune; cela se code '[Alj ou [Al;j ou Coefficient en ligne i et colonne j de la  C'est une application linéaire ‘[AB]j =} lV”kle]j
par la multiplication des tableaux. Nous avons ainsi défini des opéra- Coeff; ;(A) matrice A k=1
tions sur les tableaux (a taille fixée), donnant une structure d’anneau fAou I‘f Transposée de la matrice A ! [AT]] =/ 14 Application linéaire involutive
noa- . . )
et d’espace vectoriel a cet ensemble (lorsque les dimensions corres- A%, A su‘isz"t‘?e " d_i]A)(pa’ récurrence). Inverse
. . ) . e A (siinversible
pondent bien). Attention c’est un anneau non commutatif, avec des n .
diviseurs de zéros Tr(A) Trace de A (somme des coeff. sur la diago- ~ Tr(A) = Y '[Al; Tr(AB) =Tr(BA)
nale) i=1
Base canonique de .4y, () I’[Eiy_,’]k:(i,vyhis/vk Ejjx Epg=0;nEik
Matrice de transposition Inversion des lignes (resp. colonnes) i et P:jl =Pj;j
~+ Un espace est particuliérement intéressant, celui des matrices de taille J si multiplication par la gauche (resp. la
carrée, car dans cette situation, elles codifient les transformations d'un . X droite) N 0
A N . T;,j(A) =In+AE;; Matrice de transvection L; — Li+ALj agauche (resp. C; — C;+AC;  T;j(A)™" =T j(=A)
espace sur lui-méme. Cas trés fréquent. g g A droite) ’ X
Pour ces matrices, on peut étre amené a étudier leurs puissances A" Di(@) = I+ (@~ Matrice de dilatation L; — aL; a gauche (resp. C; — aC; - a  Dj(a)™! :D[(%)
(cf. Sciences physiques). Mais ici on se concentre surtout sur I'étude DE; droite)
de l'inversibilité de A et le calcul de A™! si possible. Jr(n,p) = Matrice J; 1g (A) =1 <3 RQeGLy(K)xGLy(K) tel
Ir Orp-r que A=PxJrxQ
On—r,r On—r,pfr
~» On met en place un algorithme pour répondre a ces questions. C’est .
. . . it . Retour sur les problemes
un algorithme sur les matrices, mais qui se code aussi par du calcul -
matriciel. Ainsi on voit les matrices (ou plut6t des ensembles de ma- 25. Addition naturelle des éléments de mémes caractéristiques (donc si-

trices) agir sur les matrices (ou plutdt d’autres ensembles de matrices). tués dans une méme case)
Cela nous donne I'idée de considérer des actions de groupes GL,, (IK)
(groupe des matrices carrées de taille n, inversibles) sur tout plein
d’ensembles.

En exploitant cette idée, on dégage la notion de rang d'une matrice; il
est invariant par produit par matrices inversibles a droite et a gauche
et on trouve une forme normalisée adaptée (pour la relation d’équiva-
lence qui conserve le rang). Cette méthode est exploitée similairement
dans plein d’autres parties des mathématiques (matrices congruentes,

26. Linterprétation en terme de graphes qui figure dans la marge donne
des éléments de réponse a ce probleme.
[A];; est le coefficient de dépendance de la moyenne de I'éleve i par
rapport a la note j.
[Bl},k estle poids de la partie k dans la note j.
Alors [AB];, i est le coefficient de dépendance de la moyenne de I'éleve
i par rapport aux parties k.

matrices semblables. ..) 27. La matrice de la question n'admet aucune racine. On démontre qu'on
devrait la chercher parmi les matrices triangulaires avec des zéros sur
0 a B
ladiagonale:a=| 0 0 vy
0 0 0
0 ay
Onaalorsa®>=| 0 0 0 |.In’yapasderacine.
0 0 0
Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre En revanche, le méme calcul montre que pour tout a e R* et e R,
0 a B 00 1
a=| 0 0 i estuneracinedea=| 0 0 0 [, quiadmetdonc
— Savoir-faire - Notations 00 0 000
— Savoir-faire - Notation et multiplication matricielle une double infinité de racines. ..

— Savoir-faire - Présentation des calculs

— Savoir-faire - Exploiter un polynéme annulateur pour trouver M~

— Savoir-faire - Exploiter un polyndéme annulateur pour trouver M"

— Savoir-faire - Montrer qu'une matrice est triangulaire supérieure

— Savoir-faire - Retenir les opérations matricielles codant les transfor-
mations élémentaires.

28. L'anneau des matrices n'est pas commutatif, les éléments ne sont pas
tous inversibles ni régulier. Il y a des diviseurs de 0.
Les seules matrices qui commutent avec toutes les matrices sont les
AL
(AE;j = Y [AlkiEkj et Ei jA= Y [AljcEir = [Al;j = 0sii# jet
K

— Savoir-faire - Inversibilité et inverse d'une matrice par algorithme de [Ali,; = [Al},)
Gauss Essentiellement (a peu de choses preés...) si B commute avec A, alors
— Savoir-faire - Invariant de boucle il existe P € IK[X] tel que B = P(A)...
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29. Ouisi An'est pas inversibles, alors Ker (4) # @. Il existe une colonne X
tel que AX =0.
Si B =(X|X|---1X) alors AB=0.
Pour étudier I'inversibilité de A, on peut étudier son noyau. On peut
aussi exploiter la méthode de Gauss-Jordan.

30. Voir cours.
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Chapitre

Fonctions a Ia Euler

@Résumé -

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux principales fonctions usuelles des mathéma-

tiques pré-eulerien (donc, jusqu'a la fonctionT, exclue).

Nous reprenons les constructions historiques qui conduisent a ces fonctions, en

espérant qu'ainsi, les propriétés caractéristiques de chacune seront mieux mémo-

risées.

Pour préparer le cours sur la dérivation des fonctions usuelles, nous donnerons

une série d'inégalités localisées suffisantes pour calculer les dérivées.

Enfin, nous terminons ce chapitre en donnant une liste d’évaluations numeériques

des fonctions usuelles sous forme de somme infinies (convergentes). Nous en repar-

lerons (beaucoup) plus tard.
— Kahn Académy - Qu'est-ce qu'une fonction exponentielle 2. https ://www.youtube.com/watch 2v=pBeGfLold4I
— Micmath - Merveilleux logarithmes. https ://www.youtube.com/watch 2v=rWfl7Pw8YVE
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|&) Histoire - Evolution de la notion de fonc-
tion

Pour Leibniz puis Euler, qui a été le premier d utili-
ser le mot de « fonction » et pour les mathématiciens du
XVI11-iéme siécle, [idée de relation fonctionnelle était
plus ou moins assimilée a Uexistence d'une formule ma-
thématique simple exprimant [a nature exacte de cette
relation. Cette conception s'est révélée trop étroite pour
les exigences de la physique mathématique, et ['idée de
fonction, ainsi que la notion de limite qui [ui est asso-
ciée, ont subi un long processus de clarification et de
généralisation.

Lo : 1 six<l1
Tare;gempe.x»—»{ 2 six>1
fonction pour Euler; mais pour nous (et vous?) c'est
bien une fonction !

n'est pas une

1. Problemes

? Probléme 27 - Fonction par morceaux
1 sixs<l

Lapplication x — 2 . est-elle bien une fonction (a la « Eu-
x° six>1

ler»)?

? Probléme 28 - Comment calculer 7€ ?

Pour I'étude des fonctions usuelles, il est trés important pour chacun
d’étre en mesure de savoir comment faire le calcul des valeurs, sans
raccourci avec la calculatrice.

1l faudra néanmoins faire ces calculs pour les nombres rationnels (et
pour les nombres réels, on verra plus loin...).

Les nombres 7 et e sont des nombres réels bien définis.

Comment faire ce calcul? Les nombres réels sont approchés par des
nombres rationnels.

8
22\3 N
On va donc commencer par essayer de calculer (7) , puis de maniere
généralede r* our,ze Q.
Deux temps d’analyse :
1. Onfixe z € Q et on étudie ¢ — t%, pour t € R. Ce sont les fonctions
puissances.

2. Onfixe r € Q puis r € R eton étudie — r’, pour ¢ € R. Ce sont les
fonctions exponentielles.

? Probléme 29 - Interpolation de la suite géométrique
Existe-t-il une fonction simple (polynomiale) qui interpole la suite géo-
métrique de raison r(= 2 par exemple) ?
Comment I'étudier?

2 Probléme 30 - De la multiplication a I'addition
Additionner deux nombres de tailles n se fait en gros en 2n calculs.
Pour les multiplier 'algorithme classique nécessite 7> multiplications de
chiffres, puis une addition de n nombres. ..
Peut-on trouver un moyen simple qui transmute les multiplications en
additions? Une fonction telle que : f(a x b) = f(a) + f(b)?

2. Généralités sur les fonctions

2.1. Définition et opérations sur les fonctions

Définition - Fonction

Une fonction d’'une variable réelle, a valeurs réelles, est un “procédé” qui
a chaque élément x d’'un sous-ensemble 2 de R associe un réel f(x)
parfaitement déterminé. Une telle fonction est notée

f: 2-R
x— f(x)
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f(x) est appelé image de x par f.
Si y € R, tout élément x de 2 vérifiant f(x) = y est appelé un antécédent
dey.

e Remarque - Ensemble de définition

Le fait décrire f: D — R sous-entend que f(x) est parfaitement définisix € D.

Il est toutefois fréquent en pratique que ['ensemble D ne soit pas connu a priori. 4 partir
de [expression de f(x), il faut déterminer ['ensemble des réels X pour lesquels elle a un sens.
Cet ble est appelé domaine de définition de f (généralement noté Dy ). Il est souvent
constitué d'une réunion d'intervalles.

Définition - Ensemble des applications

Soit I un intervalle de IR, non vide et non réduit a un point.

On note & (I, R) 'ensemble des fonctions définies sur I a valeurs dans R
(on parle aussi d’applications de I dans R)

Définition - Opérations classiques
Dans % (I,IR) on définit les opérations suivantes :
— Addition :si (f,g) € (I, R)2, la fonction f + g est définie sur I par

Vxel, (f+gx) = f(x)+g(x)

— Multiplication par unréel: si f € # (I, R) et A € R, la fonction A f est
définie sur I par
Vxel, Af)(x) =Af(x)

— Produit de deux fonctions : si (f,g) € Z (I, R)?, la fonction fg est
définie sur I par

Vxel, (fg)(x) = f(x)x gx)

— Valeur absolue d'une fonction : si f € %(I,R) la fonction |f]| est
définie sur I par

Vxel,|fl(x) =1f(x)

[ Remarque - Lois internes...

Addition et multiplication de deux applications sont des lois internes sur & (I, R), commu-
tatives, associatives, ['application nulle est élément neutre pour ['addition et toute applica-
tion f admet un opposé : ['application — f, [application constante égale a 1 est élément
neutre pour la multiplication, la multiplication est distributive par rapport a [‘addition.
(On parle d’anneau pour décrire un ensemble ayant deux telles lois internes).

Définition - Composée
Soient f: I — R, g:J — R vérifiant f(I) c J. On définit la composée
gof:I—Rpar

Vxel, (gof)(x)=g(f(x).

En général, méme lorsque les deux fonctions go f et f o g ont un sens, elles
sont différentes.

Exercice

Définir proprement les deux composées (si cela est possible) des fonctions suivantes (ou
de leurs restrictions) :

fi R=R g RVO-R

2 1
x—x“ =1 X— %
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4 Représentation - Folium
2

F déquation x>+ y> —3xy =0

8 Représentation - Fonction

Correction
fog: . gof: RV{-L1}—-R
1

T ea

2.2. Représentation d’'une fonction

Graphe - sous-ensemble de R?

Définition - Graphe dans R?

Soit H: R? — RR.

OnnoteI'y ={(x,y) € R2 | H(x, ¥) =0}, une sous-partie de R2.
On dit que H(x, y) = 0 est une équation du graphe I'.

Sans condition supplémentaire sur H, I peut étre trés variés.
7 Exemple - Folium de Descartes
DESCARTES et ROBERTVAL ont étudié dans leur correspondance la courbe % d’équa-
tion x + y% ~3xy = 0 (cubique).
Sa représentation graphique est dans la marge.

Définition - Exemple. Graphe d’'une fonction

Si f: R — R, on appelle représentation graphique de f (ou graphe de f),
la courbe € = {(x, f(x));x € D}

On dit que € a pour équation y = f(x) (car € = {(x,)/inR? | y = f(x)}.
On appelle aussi représentation graphique ou courbe représentative de f la
représentation de cet ensemble dans le plan. La courbe représentative a
pour équation y = f(x).

Dans ce cas H : (x,y) — y— f(x). Une telle courbe ne peut «revenir en ar-
riere ». En effet, cela signifierait qu'un nombre x( aurait deux images.

Définition - Image de 2 par une fonction. Fonction restreinte

Si2' <Py (@' sous ensemble de ), on note f(2") 'ensemble des images
des élémentsde 2': f(2') = {f(x); x € 2'}. f(2') s'appelle I'ensemble image
(ou image directe) de 9’ par f.

Soit f: 27 — IR une fonction et I un intervalle inclus dans Z. On appelle
restriction de f a I la fonction g définie sur I par : Vx € I, g(x) = f(x). On
lanote fj;.

Transformations graphiques

On commence par un travail d’analyse essentiel.

O Analyse - Symétrique

x— x' =2a-x associe a tout x € IR, le nombre x’, symétrique par rapport au point A
d’ordonné a.

+x'

3 s 7 o 3

X
En effet, pour tout x € R, le milieu de [xx'] (ou [x'x]) est le nombre 3 =
2a-x+x _

Pour tracer on commence bien par tous les points en
noir : X, f(x;), on en déduit Aj(x;, f(x;). Puis on  Ce€ résultat est vrai, également si I'on regarde les abscisses.
relie tous ces points A;, une courbe apparait !

Liimage de f est ici donné en rouge : c'est le segment

[1,5].

<*Heuristique - Lieu des transformations
Pour les transformations suivantes, on notera qu'il peut y avoir un impact sur 6 d’équation
y=f:
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— surI'axe des abscisses, lorsque la transformation g est du type fog
‘ — sur'axe des ordonnées, lorsque la transformation g est du type go f

Proposition - Translations

Le graphe dela fonction x — f(x+a) s'obtient a partir de celui de f par une
translation du vecteur —a7. Le graphe de la fonction x — f(x)+a s'obtient
a partir de celui de f par une translation du vecteur a?.

4k Représentation - Translation

Proposition - Symétries

Le graphe de la fonction x — f(—x) s'obtient a partir de celui de f par une
symétrie par rapport a (0y).

Le graphe de la fonction x — — f(x) s’obtient a partir de celui de f par une
symétrie par rapport a (Ox).

y=f(x+2) y=fx)+2
y = f(x) est la courbe épaisse

8 Représentation - Symétrie

Pour la transformation suivante, on parle habituellement d’affinité (nom
officiel des ces transformations), car il s’agit de dilatation/contraction selon
une seule dimension (abscisse oux ordonnée) et non de deux dimensions
(sinon ce serait une homothétie). /

I -
y=f=x)

Proposition - Dilatation/contraction v
Soit A >0.

Le graphe de la fonction x — f(A-x) s’obtient a partir de celui de f par une
contraction horizontale de rapport A (si A > 1) et une dilatation horizon- @Repn?seytatinn - Dilation/contraction
tale de rapport % (sid<1).

Le graphe de la fonction x — A- f(x) s’obtient a partir de celui de f par une
dilatation verticale de rapport A (si A > 1) et une contraction verticale de
rapport % (siA<1).

y=f2x

/~Savoir faire - Transformation sur le graphe

Soient f: 2y —RetaeR. :
Comment obtient-on les domaines de définition ainsi que les graphes
(ou représentations graphiques) des fonctions x — f(x)+a, x— f(x+a), \ y=fdy
x— fla-x), x—af(x)? y=rfG
x— f(x)+a:2 =2 ettranslationde a j ,
x—f(x+a):Zr={x|x+acP}=P—-aettranslationde —-a i,
X— fla—x):23={x|a-xe€P} (ex:si2 = [c,d|, alors D3 =la—-d,a—c])
et reflexion (symétrie) d’axe d’équation x = % x— af(x): D4 =P et
homotétie-axiale de rapport a et de « centre » ’axe des abscisses.
y=2f(x)
Exercice
Tracer y =sinx.
Puis les représentations de y = sin(2x), y = %sin(x +m), y=3sin(x) + 7
Correction
y=3f®
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2.3. Vocabulaire d’analyse de fonctions
Parité, périodicité

Définition - Vocabulaire (et propriétés)
Soit f:2¢ — R une fonction
« On dit que f est pairesi

8 Représentation - Fonction impaire

3 VxePDy, —x€Pyet f(-x) = f(x)

6 est alors symétrique par rapporta Oy
) « On dit que f est impaire si

— - N Vxe@f,—xegfetf(—x):—f(x)

€ est alors symétrique par rapporta O.
. o f e Z(R,R) est dite périodique s'il existe T > 0 tel que

VxeDyp, x+Te€Dysx—TeDyget f(x+T)=fx).

T est une période de f. €y est alors invariante par translation de vecteur
-0 Ti.

On laisse les démonstrations au lecteur.

4@ Repr - F périod de
période T Fonctions monotones

T Définition - Fonction croissante, décroissante et monotone
VA S N\~ On dit qu'une fonction f

\/ ' \ — est croissante surIsiV(x,y)EIZ,xsyﬁf(x)sf(y).
— est décroissante sur I siV(x,y) € %, x< y=f)=f).
— est monotone sur I si elle est croissante sur I ou décroissante sur I.
— est strictement croissante sur I'si V(x,y) € I?, x< y = f)<f.
— est strictement décroissante sur I si V(x,y) € 2, x< y=f>f.

& Repr i - Fonction stri Proposition - Composition et monotonie

croissante La composée de deux applications monotones de méme sens de variation
(respectivement de sens contraire) est une application croissante (respec-
tivement décroissante).

La démonstration est simple...

Démonstration
Supposons que f et g sont décroissants.
Soitx<ye @guf, alors :
R S B (N N R R f@=fm
‘ (8o Nx) < (go NH).
Fonction (a priori) croissante (et non dérivable!). Donc go f est décroissante...00

Fonctions convexes/concaves

Définition - Fonction convexe, concave

@Pour aller plus loin - Fonctions convexes On dit qu'une fonction f
Nous étudierons tout particuliérement les fonctions — est convexe sur I si
convexes dans un prochain chapitre Y(x,y) € ]Z,V A€(0,1] fAx+ Q- <Af()+ A=) f().

— est strictement convexe sur / si

Y(x,y) € 2,Y A€]0,1[ fAx+ (1 - Dy) <Af(x) + Q=D f).
— estconcave sur / si

Y(x,y) €LY A€[0,1] fAx+ (1 -V = Af () +A -V f().
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— est strictement concave sur [ si
V(x,y) € IR A€10,1[ fAx+ Q- >Af () + A -A) f().

Fonctions (ou applications) bornées

Définition - Fonctions majorées, minorées, bornées

On dit qu'une fonction f :
— est majorée s'il existe M € R tel que Vx e @f, fl <M.
— est minorée s'il existe m € R tel que Vx € 2, m< f(x). 0
— est bornée si elle est majorée et minorée.

4@ Représentation - Fonction majorée, mino-
rée?

30 20 B V v To 20 30

Proposition - Bilan 10
Une application f : I — R est bornée
si et seulement si il existe M > 0 tel que Vx € I, | f(x)| < M.

Fonction (a priori) majorée et non minorée, donc non
bornée.

Extremums

Définition - Maximum, minimum et extremum
On dit que M € R est un maximum sur I de f si
e Vxel, fx)sM
e etilexiste a€ Itel que f(a) =M
on dit que f présente un maximum en a.
On dit que m € R est un minimum sur / de f si
e Vxel, f(x)=2m
« etilexiste ae Itelque f(a)=m
on dit que f présente un minimum en a.
On parle d’extremum lorsque I'on a un maximum ou un minimum. On
note
M =max f(x) et m =min f(x)
xel xel

Définition - Maximum local
On dit que M = f(a) est un maximum local (maximum ou minimum)
s'il existe € > 0 tel que pour tout x €]a—¢€,a+ elnDy, fx) < fa).
On parle de maximum strict, lorsque pour x €]a—¢€,a + elnDy et x # a,
f(x) < f(a).

e Remarque - Voisinage de a (dans R

Pour décrire un tel ensemble V, on parle souvent de voisinage de a.

Ainsi la restriction de f 4V =]la—¢€,a+ €lNDy présente en a un extremum (stricte)
respectivement).

® Remarque - Extension de définition
La définition s étend a mini local et mini local strict et & maximum local et maxi-
mum local strict. % Représentation - Exemple
Sur la représentation de [a fonction majorée non mino-
rée, on peut voir trois maximums (maxima) locaux, tous
stricts et deux sont aussi maximum global. ..

2.4. Bijections et réciproques

On commence par rappeler ce qu’est une fonction bijective avant de voir le
role joué ici par la dérivée.
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Bijection

Définition - Bijection
Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble D de R a valeurs dans R
etJcR.
On dit que f est bijective de D sur J (ou réalise une bijection de D sur J)
— sitout élément de D a son image dans J
— et si tout élément de J admet un unique antécédent par f dans D
Formellement :

VxeD, f(x)e] et Vye],AxeD,y=f(x).

[ Remarque - Si, par convention J = f(D)
Silonpose ] = f(D)={f(x);xeD}={yeR|3IxeD,y=f(x)},
alors f est une bijection de D sur ] = f (D) si et seulement siVy € J,Ax€ D, y = f(x).

7 Exemple - Application exponentielle
Lapplication exponentielle est une bijection de R sur R}

Définition - Application (bijection) réciproque
Si f est bijective de D sur J, on définit une fonction g par

g: J—D
y—x |y=f(x) (unique antécédent de y par f)

Cette fonction g est elle-méme bijective et appelée bijection réciproque de
f,etnotée f1.

% Exemple - Application logarithmique
Lapplication logarithmique (naturelle) est une bijection de R’ sur R. C'est la bijec-
tion réciproque de la fonction exponentielle.

Proposition - Application directe
Si f est une bijection de D sur /,ona

vxeD,(f o flx) =x;

vyel,(fof Hm=y;
y=f@ex=f1Q.

Théoréme - Réciproque et représentation graphique
Soit f: I — J une bijection et f~!: J — I sa bijection réciproque. Alors
— dans un repere orthonormé, €y et €y-1 sont symétriques par rap-
port a la premiére bissectrice (droite d’équation y = x).
— Si f est monotone sur / alors f’1 est monotone sur J, de méme sens
de variations.

On verra des exemples plus loin.

Démonstration
Pour montrer la symétrie dans le graphique, il nous faut alors montrer I'équivalence entre :
M(x,y) € €pet M'(y,x) € Cpo1.
Or
Me€pof =xoy=fx oM

Concernant la monotonie, supposons que f soit croissante, :

considérons x < y € J,

si f’l(x) > f’l(y), alors par croissance de f : x > y. Absurde.

donc, nécessairement : f~!(x) < f~1(y) et f~! est croissante.
De mémesi f~! est croissante, alors sa réciproque, i.e. f est également croissante.
Le cas décroissant est laissé en exercice.C]
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On admet les théorémes qui suivent et qui seront démontrés ultérieurement :

Théoréme - Théoréme de la bijection
Soit f une fonction définie sur I, continue, strictement monotone sur [
(intervalle de R),
alors f est bijective de I sur J = f(I).
Sa bijection réciproque f~! est continue sur J.

2.5. Etude des branches infinies en co

Le but est de préciser I'allure de la courbe représentative de f au voisinage de
(+ ou -) I'infini.

_/Savoir faire - Etude des branches infinies (et définition)
Soit f une fonction définie au voisinage de +oo.

1. si xlim f(x) = avec ¢ € R, la courbe admet une asymptote hori-
=
zontale d’équation y = ¢.

2. si lim f(x) = oo, on calcule &
X—00 X
S . .
(a) si )(lLttolo —— =0, il y a une branche parabolique horizontale

(ou de direction Ox).

f

(b) si thgo - =00, il y a une branche parabolique verticale (ou

de direction Oy).
L fX) ..
(c) si lim =—— =a, aeR*, il faut calculer f(x) - ax.
xX—o0 X

. si }im f(x) —ax = b eR, la courbe admet une asymptote
t—00
oblique d’équation y = ax + b.

ii. si th f(x) —ax = oo il y a une branche parabolique
—o0

oblique de direction y = ax.

Exercice
Enoncer des fonctions présentant :
1. une asymptote horizontale (on donnera I'équation de cette asymptote)
2. une branche parabolique horizontale
3. une branche parabolique verticale
4. une asymptote oblique (on donnera I'équation de cette asymptote)
5. une branche parabolique oblique (on donnera la direction), mais pas d’asymptote

oblique

Correction

1. y=arctan(x) admet une asymptote horizontale : y = %

2. y=/x admet une branche parabolique horizontale

3 y= x% admet une branche parabolique verticale

2x% +x-2 1 o

4. y= ?(2 2x -1 - 1) admet une asymptote oblique d'équation y =2x—1

5. y=3x+Inx admet une branche parabolique oblique d'équation y = 3x.
Exercice
Indiquer sous chacun des quatre graphiques suivants lesquels présentent des branches
paraboliques, des asymptotes. . .
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Correction
En noir : branche parabolique verticale, en bleu une branche parabolique oblique d'équation y = x,

en rouge un courbe avec asymptote d'équation y = x et en violet une courbe avec une direction
parabolique horizontale.

Remarque - Courbe asymptote
Plus généralement on dit que la courbe représentative de f admet au voisinage de +o0o
(ou —o0 ou un réel a) admet pour courbe asymptote la courbe d'équation y = g(x) si
xlierf[x) -gx)=0.

3. Fonctions trigonométriques

On reprend, de maniére analytique (ol1 le parametre x devient une variable)
4 Repr ion - Foncti i les fonctions trigonométriques vues précédemment.

e 3.1. Fonctions circulaires

Proposition - Aspect analytique
/2 L Les fonctions sinus et cosinus sont 2z-périodiques.
i L x sin est une fonction impaire alors que cos est une fonction paire.

/~Savoir faire - Transférer un probléme trigonométrique «en a», vers «en
0»
11 faut exploiter les formules trigonométriques : sin(a + h) = sinacosh +
cosasinh et cos(a+ h) = cosacos h—sinasin h, a connaitre par coeur.

4§ Représentation - Fonction sinus

i y=sinx 0O Analyse - Inégalité fondamentale

On termine cette partie par une observation essentielle :

1 Rappelons que 0 est la longueur de I'angle

1

1xCA
(on peut aussi comparer l'aire du triangle BCA', égale a =3 sin@

0 1

- —/2 R B x al'aire (plus grande) de la portion du disque BCA égale a o xml? = 59.)
4

Pour la seconde inégalité, on calcule deux aire :

0
— Taire de la portion du disque BAC : elle vaut %RZ =3 carR=1

tan@
— Taire du triangle rectangle BA'C’ : elle vaut  BA'A'C’ = -

«Clairement » la seconde aire est plus petite que la premiére.
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Proposition - Inégalité

On apour tout x€] - 5, 71,
. | sin x|
|sinx| < |x| <|tanx| =
cosx

... sinx
Et en particulier lim — =1
=0 X

Démonstration
On a vu (dans I'analyse) que pour x €]0, %[, sinx<x<tanx.
Puis en multipliant par -1 < 0: —sinx > —x > —tanx.
et par imparité si x_ €] — %,0[ :sin(x_) = —sin(—x-) = —(—x_) = —tan(—x_) = tan(x_).

sin x|
Ainsi pour x €] - 5, § [ :|sin(x)| < |x| < |tan(x)| = ‘ ‘

Donc en divisant par |x| et en séparant en deux inégalités :

sinx

sinx
X

<1 et cosx <

sinx
Par encadrement: —— — 1

X x—0
Ainsi sin est dérivable en 0 de dérivée égalea 1. O

V Exemple - Calculatrice. Calculer sin(0,01234)
On obtient sin(0,01234) = 0,01233968682
Exercice

En majorant le module de ¥ —1, montrer que pour tout x € R, sin? x + (cosx — 1)2 < x2.

Correction

i x
Soit x € R, la factorisation par 'angle moitié donne : e/* — 1 = e' 2 (2i sin %), donc
lei¥—11=1 x2\sin§|s IxI

Sion éleve au carré :
(cosx—1)? +sin? x < x?

Proposition - Fonction tangente - Aspect analytique

La fonction tangente est ainsi définie sur R \ {g + km;k € Z} (R privé des
points de la forme Z + kx avec k € Z).

tan est impaire, 7-périodique

Démonstration % Repr ion - F
1l s’agit de la division de deux fonctions dérivables. Sur R\ (% +km; k € Z} (le cosinus ne s’annule |
pas): O |

Exercice |
Etudier et représenter la fonction tan

Correction

La fonction tan est définie sur 2 = {x € R | cosf # 0} = R\ (5 + km; k € Z}.
La fonction tan est 7-périodique d'aprés la formule trouvée plus haut. 2 o

On peut 'étudier sur ] — %, %[, puis exploiter des translations de vecteurs 7.
Par division de deux fonctions dérivables, tan est dérivable sur son ensemble de définition. [

2 sin2
cos® (x) +sin® (x]
M:lﬂanzm:

1
Vxe2, tan'(x)= 5 —
w cos?(x) cos?(x)

=7 2
La fonction tan est donc strictement croissante sur les intervalles de la forme J7 7[ et a valeurs
dans | —oo,00[.

tan(0) = 0 et la pente de la tangente au point Oa pour pente : tan’(km) = ——— =1.
cos{ km)

. 1 . o
Enfin, comme —; est croissante sur [0, 5 [, tan est convexe sur [0, % [ et — est décroissante sur
cos? 2 2% o2

1-%,0], tan est concave sur ] - §,0].
On obtient la représentation graphique suivante :
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3.2. Fonctions circulaires réciproques

Fonction arcsin

Définition - Arcsinus

La fonction sinus est continue et strictement croissante sur —%, %] donc
réalise une bijection de [, 5] sur [-1,1].

La bijection réciproque s’appelle arcsinus, arcsin: [-1,1] — [—%, %].

Elle est impaire, strictement croissante. On a donc :

q q Iy
t=arcsinx & (smt:xet te [**,*])
2 2

Proposition - Rappels

Ona:
— Vxe [—%,%1, arcsin (sinx) = x
— Vxe([-1,1], sin (arcsinx) = x
— Vxe[-1,1], cos (arcsinx) = V1 — x2
— — H = X
Vxel-1,1], tan (arcsin x) Tz

¥ Analyse - Questions
Comment démontrer tout cela?
1l faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

1|1 V2] V3
X 0| - | ==—=0— | — | 1
2| V2 2 2
. b g b4 /4 b 4
arcsinx | 0 | — — = -
6 4 3 2

Exercice
Comparer arcsin x et x, a partir de la double inégalité fondamentale du sinus.
Correction

On a vu pour tout x €] — 5, 5 [, [sinx| < |x| <[tanx]|.
Posons x = arcsinu, pour u €] —1,1[; donc x€] - 5, 5.

T
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lul

|ul < |arcsin u| < | tan(arcsin u)| =

Fonction arccos

Définition - Arccosinus

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0, 7] donc
réalise une bijection de [0, 7] sur [-1,1].

La bijection réciproque s’appelle arccosinus, arccos: [-1,1] — [0, 7].

Elle est strictement décroissante et on a donc:

t=arccosx < (cost:xet te [0,71])

Proposition - Rappels

Ona:
— Vxe|[0,rn], arccos(cosx) = x
— Vxe[-1,1], cos(arccosx) = x
— Vxe[-1,1], sin (arccos x) = V1 — x2

— Vxe[-1,1],x#0, tan(arccosx)= 1712
— Vxe[-1,1], arcsin x +arccosx = %
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1l faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

1] 1 V2| V3
X 0| =-| —==— | — |1
N 2
| b4 b4
arccosx | — | — — = 0
2 3 4 6

Fonction arctan

Définition - Arctangente

La fonction tangente est continue et strictement croissante sur | - 5,5
donc réalise une bijection de | — %, %[ sur R.

La bijection réciproque s'appelle arctangente, arctan: R —] -5, Z[.

Elle est impaire, strictement croissante et on a donc :

nom
t:arctanxc»(tant:xettE]—;.g[)

[

Proposition - Rappels

Ona:
— Vxe]- %,g[, arctan (tanx) = x
— VxeRR, tan (arctan x) = x
1
— VxeRR, cos (arctan x) =
ljg-x2
— VxeRR, sin (arctan x) =
1+x2
z .
% six>0
— VxeR, arctanx+arctan% =2
-3 six<0

1l faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

1 _\3
X 0 5T 3 1|V3

arctanx | 0

SR

4. Fonctions polynomiales et puissances ration-
nelles

On reprend, de maniere analytique (ol1 le paramétre x devient une variable)
les fonctions puissances et polynomiales vues précédemment.

4.1. Fonction puissance entiére relative

Définition

Définition - Puissance entiére > 0

Soit n € IN*, on qualifie de fonction puissance entiere I'application x — x",
i.e. définie par récurrence par x — x x x" et 2 = 1.

Son ensemble de définition est IR. C’est une fonction continue (nous le
verrons plus tard).

Cette application est paire si n est pair, et impaire si n est impair.

B Représentation - Fonction arctan

y=157

y = arctan(z)

y=-1s7

@Pout aller plus loin - Besoin d’inégalités
Pour étudier les [imites variées ( ['infini, ou calculer des
dérivées), on a toujours besoin d encadrement.

Dans chaque partie, on trouvera des inégalités impor-
tantes
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11 faut savoir représenter ces fonctions.

|2 Histoire - Not
sances négati

Cette notation ér

(1572), Simon Stev.

Définition - Puissance entiére < 0
Soit m € Z_, on qualifie de fonction puissance entiére négative 'applica-

q 1. q
tion x— x™ = —_, i.e. définie par récurrence par x — — x Xl et x0=1.
=

Son ensemble de définition est R*. C’est une fonction continue sur R et
sur R*.

Cette application est paire si n est pair, et impaire si n est impair.

11 faut savoir représenter ces fonctions, en particulier I'hyperbole € associé a
x— % (m=-1).

Proposition - Morphisme
On a pour tout m,n € Z et x € R*, x™ x x" = x™*",
Vrai également en x =0, si n,m > 0.

Exercice
A démontrer

Correction

On fixe m € Z, et on fait une récurrence sur n € IN.

Puis, on étudie le cas n <0, avec —me Z : x~ M x x M = x~mMt=n
Inégalités de croissance

Fixons n € IN.
Pour la croissance de x — x", on exploite le bindme de Newton, par exemple :

Proposition - Binome de Newton. Croissance

n
. n|
Soit n€ IN. Pour tout a€ R, (a+ x)" = Z k akyk,
k=0
Avec a,x >0, on a donc x < x' = x" < x'", soit la croissance de x — x" sur
R,.

Démonstration L
n=tn) ,._
a=x'-x>0,x"=x"+ Y ["a" kK> 2.0
i=o\k

[ —
>0

Exercice
Faire la démonstration par récurrence.
On fera bien attention aux variables fixées et celles qui sont libres

Correction
On peut fixer x et x’ dans R+, par exemple : 0 < x < x'.
Posons, pour tout entier € IN*, 2, : « 0< x* < x'". »
— 27 est vraie par hypotheése.
— Soit ne IN*. Supposons que %, est vraie.
Comme x=0: x"*1 = x" x x < x'" x x, d'aprés 2.
Puis comme x < x’ et ' >0 : x'" x x <x'" x x' = ¥
Donc 22,41 est vraie.
La récurrence est démontrée : ¥ ne IN*, 0 < x” < x'".
Ceci est vraie pour tout 0 < x < x’, on a donc :
¥ (x,x',n) € Ry x R} xIN* tel que x < x7: x" < x'",
Onadoncencore:V nelN*,V0<x<x/,x" <x'" donc t — t" est strictement croissante sur R+.
Peut-on se passer de 0 < dans I'écriture de %), ?

m+l
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Inégalités de Bernoulli

Proposition - Inégalités de Bernoulli
Pour tout n € IN*, pour tout x €] — 1, +oo[, (1 +x)" = 1 + nx.

Pour tout n € IN*, pour tout x €] — 1, L[, (1+ x)" <
n 1-nx

Démonstration

».

Par récurrence, on note Py 1 «V x> -1, 1+ )" > 1+nxetVxe (-1, 4], 1 +x0)" < 8
—-nx

— Lerésultat est vrai pour n=0 (et n =1 (immédiat)).
Donc 2 est vraie.
— Soit n € IN. Supposons que £?;, est vraie.
Soit x>—1.0nadonc (1+x)"* ! = (1+x)"x (1+x) < (1+nx)(1+x) = 1+ (n+1)x+nx2,
car:1+x>0etnx?>0.
Demémesixel-1, 7iy[c] -1, 5[ 1+ 0D =1+ x 1+ 9" < 117 —
Or (1+x)(1—(n+1)x)=1-nx—(n+1x* < 1-nxcar (n+1)x* >0.
1+x < 1
—nx  1-(n+1)x

+x

car1+x>0.

Ainsi, en divisant par (1 (n+1)x)(1-nx) 2 0: (1+x) "+ < :
Donc 2,4 vraie.

On obtient ainsi la premiére et la troisieme inégalité (en composant par t — lt décroissante
sur R+).
[m]

Lexercice suivant permet de montrer la continuité des fonctions puissances.
Exercice

On fixe n € IN.Montrer que limy_o(1 + x)" = 1, puis la continuité & droite de ¢ — t" en 1
etentout xe R.

Correction

Soit n fixé. Pour tout x € [0, 1

b

n 1
l+nx<(1+x)"<
1-nx
Par encadrement : méme limite & gauche et & droite, pour x — 0, on a donc (1 + x)" o 1. Soitae R
x—
etheR,alors (a+h)"=a(1+ %)", ainsi si 0 < % < %,
ona:a"(+nt)<@+ " =a"1+ " <at1+2nl),
La encore, pour i — 0%, on a donc (a+ )" — a", ce qui conduit & la continuité & droite de
t—t".

4.2. Fonctions polynomiales

Définition - Fonction polynomiale
On appelle fonction polynomiale une fonction de la forme :

n
frx—ap+ax+ax*+-+apx" =y apx*
=0

ouV ke[0,n], ar € R (ouC);
1l s’agit d'une combinaison linéaire finie de puissances entiéres de la va-
riable x. On parle de polyndme simple ou de polynéme a une variable.

On dit que f(x) = b est une équation polynomiale si f est une fonction
polynomiale.

e Remarque - Notations

On remarque que les lettres de fin d alphabet sont en générale associées d des inconnues. Les
lettres de début d’alphabet aux variables connues.

On comprend pour les inconnues : on ne peut pas faire autrement. Mais pourquoi associer
des lettres a des nombres connus ?

Par propriétés calculatoires sur R ou C :
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Proposition - Propriété de 'ensemble des fonctions polynomiales
Si f et g sont deux fonctions polynomiales, alors :

— f + g estune fonction polynomiale

— f x g estune fonction polynomiale

— fog estune fonction polynomiale.

Démonstration
11 suffit d’écrire les calculs. Cela est lié aux propriétés des anneaux R et C.

Pour la composition, c’est plus subtile. On note que, par récurrence, grace au résultat sur les
produits :

Pour tout g, polynomiale, tout k € IN* : gk = gk’l x g est également polynomiale.
n
puis d'aprés le résultat sur la somme, par récurrence : ) akgk(x) = f o g est polynomiale.
k=0

o

Rappelons :

Théoréme - Factorisation multiple

Soit f une fonction polynomiale de degré n. Soitp<n

Sixy,x2,...%p, p solutions différentes de I'équation f(x) = 0 (racines de f).
Alors il existe g, fonction polynomiale de degré n — p tel que

VxelK, f(x)=x-x)x—x2)...(x—xp) x gp(x)

Corollaire - Nombre maximal de solution

Une équation polynomiale de degré n admet au plus n solutions diffé-
rentes

4.3. Fonction puissance rationnelle
Définition

O Analyse - Bijection de x — x" sur R,

Pour tout n € IN*, x — x" est strictement croissante sur I = R+ et a valeurs dans
J=Rs.

Elle est continue et donc admet une application réciproque de J = R+ sur I = R.
Dans le cas ol1 7 est impair, on peut élargir la définition de I = R sur J = R.

Définition - Racine n-iéme
On note (/- la bijection réciproque de x — x".
Onadonc:

si n est pair Yx= xlnr pour x=0

1/n
q q q X pour x =0
si nestimpair {/x=
t v { —|x" = —(=0V"  pour x<0

Pour n impair on a donc ¥/=x = — {/x.

Définition - Puissance rationnelle

Soit r = % € Q* (avec g € IN*, p € Z), on qualifie de fonction puissance ra-
tionnelle 'application x — x” ou x” vérifie (x")9 = xP.

Son ensemble de définition est R}. C’est une fonction croissante et conti-
nue (nous I'admettons a ce stade).
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N

/ Exemple - 523

1l s'agit du nombre y tel que y® = 52 = 25, (Existe-t-il un et un seul nombre y qui

vérifie cette équation y° = 252).

Par dichotomie (et croissance) : 23 = 8 et 33 = 27, donc y€12,3[. Et 'on peut chercher

a préciser. ..
2,93 =24,389. Donc y €]2,9;3]...

g C p es

O Analyse - Image de [0, 1 et image de |1, +oo[ par x — x”
Six>1,alorspour n,meIN: x" > 1.

Etpourtouty<1,y™m<1.
Et nécessairement y tel que y™ = x” > 1 vérifie y > 1.

Proposition - Comparaison des fonctions puissances
Soientr < r' e Q.

, . ,
Alors pour tout x> 1, x" < x" . Etsix <1, x" > x"

Démonstration
La soustraction r’ —
On a alors, par posit

= r" donne un nombre rationnel, positif.
té de x” :
r oyt P
K <al e al =" >
Orx>letr”eQ*, doncx” >1.
Si x <1, on raisonne avec l{ >1.
[m]

[ Attention - Ne pas confondre les variables x et
Dés maintenant, on fait bien attention lorsqu’on compare a x fixé x” et
x5,
et lorsqu’on compare a r fixé x” et x'".

5. Exponentielles et logarithmes

*Heuristique - Histoire
Les mathématiciens ont d’abord rencontrer les fonctions logarithmiques (STEVIN, BRIGGS,
NEPER) au XVIeme siecle.
IIs cherchaient un processus pour transformer multiplication (complexe) en addition (plus
simple).
1l s’agissait d'interpoler la réciproque des suites géométriques : n— a”, vérifiant a"+" =
a x a™.
Pour faciliter les démonstrations du cours, nous remonterons I'histoire (d’abord exponen-
tielles avant logarithmes).

5.1. ExponentielleS

*Heuristique - Equation fonctionnelle
Soita€ R, sin,melN, a"" =a" x a™.
Cette relation est centrale sil'on s'intéresse a x — a*.
Considérons donc f : R — R vérifiant pour tous nombres réels x,y € R : f(x+y) =
F@x f)-
Est-ce qu'une telle relation est suffisante pour définir parfaitement aucune (non car t — 2¢
semble bien aller, au moins pour ¢ € Q), une fonction f, ou plusieurs? Et dans ce cas, que

@Paur aller plus loin - Notation

Dans Quadrature n°137, on trouve les notations . pour
+,+ pour % et” pour une puissance.

On trouve alors a’P - a9 = a'P-D ce qui sinterprite
comme aP x a9 = aP* 4 et autres relations automati-
sées du méme genre.
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, rajouter pour différencier ces différentes fonctions?

On notera le pluriel :

Définition - Fonctions exponentielles
On qualifie de fonctions exponentielles les applications f : R — R, non
nulles vérifiant :

Vx,yeR: fx+y) = f(x)x f(y).

Proposition - Propriété commune a toutes les exponentielles

Si f est une fonction vérifiant : f(x+ y) = f(x) x f(y), alors f est a valeurs
dans R..

Puis : ou bien f: x— 0, ou bien f(0) = 1.

Donc une fonction exponentielle est a valeurs dans R, et f(0) = 1.

Démonstration
Pourtout xe R, f(x) = f(5 +3) = (f(%))2 =0.
f)=f0+x) = f(0)x f(x).
Si il existe x tel que f(x) # 0, alors en divisant par f(x) : f(0) = 1.
Sinon, pour tout x € R, f(x) =0 et on a bien (réciproquement) f(x+y) =0= f(x) x f().O

Proposition - Base
Si f est une fonction exponentielle non nulle, alors il existe un nombre
ac Ry, tel que pour tout x € Q, f(x) = a*

/*Savoir faire - Etude d’'une équation fonctionnelle de N a R
Létude d’'une équation fonctionnelle se fait souvent de la fagon suivante :

—

. Par récurrence, en étudiant f(sn) pour n € N et s quelconque.

2. Par imparité/parité (ou autre symétrie), on étudie f(sm) pour
meZ.

3. Onretrouve ensuite le résultat pour m € Q.

4. Ensuite, on exploitera (plus tard) un argument de continuité ou
bien un argument de croissance

Démonstration
Considérons une fonction exponentielle, non nulle.
Soit s € IR, fixé.
Posons, pour tout n € IN, 2y, : « f(sn) = (f(s))".

— Lerésultat est vraie pour n=0 (car f(s)° =1= f(0) et n=1.

— Soit n € IN. Supposons que 2, est vraie.

Alors f(s(n+1)) = f(sn+5) = f(sn) x f(s) = (f(5))"*! d’apres 2.
Soit € R, f(t+(=1) = f(0) =1= f(1) x f(~1), donc f(-1) =
_ 1

flsn) (f(sn™
onapourtout mez, f(m)=f(Am)=f(1)" =a™.
Considérons, alors r = g avecpe ZetgeIN*.

ona f(qr) = f(p)=aP et f(qr)= f(r)9 avecs —retn—q.

fw’

Ainsi, pour ¢ — sn, alors f(sx(-n)) = =(f(s))"" Ainsi, s — leta=f(1) >0,

on a donc, en prenant la racine g-ieme: f(r) = ad=a" 0O

Proposition - Variations

Soi f une fonction exponentielle est non nulle,
[ est strictement croissante sur Q si f(1)(=a) >1
et elle est décroissante sur Q si f(1)(=a) <1
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Démonstration

Supposons que f(1) = a> 1. Soient 1,72 € Q, avec r1 < rp. Notons r = r» — r; € Qn]0, +oo[
fU2)=fri+r)=fr)x f(r).0r f(r)=a">1cara>1.
Donc f(r2) > f(r1), ainsi f est croissante sur Q.

Demémesi f(1) <1.

o

¥ Analyse - Comment définir f(x) pour xe R

Il reste a étendre la définition pour des nombres x € R.

Considérons le développement décimal de x, il existe (on le démontrera plus tard)
une suite d, tel que pour tout n € IN, dj, < x < d,, + 10~" avec (dp),, croissante et
(dp +10~"), décroissante de limite x.

Supposons que a > 1.

La suite (a% )nelN €st une suite croissante, majorée par a1 elle converge.

On note f(x) = a”, cette limite.

Exercice

On note a = f(1). Montrer que pour tout xe Ret re Q, f(rx) = f(x)".

Quelle formule obtient concernant les puissances de a ?

Correction
En reprenant pour m € Z, f(mx) = (f(x))"™, puis pour r € Q, f(rx) = f(x)".
On adonc a™ = (a*)". Puis en passant & la limite pour (1)) — x' : @** = (a*)¥'.

On résume et admet les derniers résultats (il nous manque la continuité) :

Théoreme - Fonctions exponentielles. Bilan

Les fonctions exponentielles non nulles sont continues.

Elles vérifient : f(0) = 1 et pour tout x,y € R, f(x+y) = f(x) x f() et
fxxy) = f(x)? (y € Q, puis R par densité et continuité).

1l existe a(= f(1)) € R tel que f(x) = a* (par définition de a* si x e R\ Q).
Sia > 1, alors f est strictement croissante sur R, avec ]}g}f =0et ligfolf =
+00.

Si a <1, alors f est strictement décroissante sur R, avec l_lg;lf = +oo et
lim f =0.

+o00

Exercice
Soit a> 0 et f une fonction exponentielle de base a.

1. Soit h>0 et xe R, montrer que f(x+h)+ f(x—h)-2f(x) =0
2. Montrer que pour tout x< ye R, A = %

FAx+ Q- <SAf@)+L-Df(Y)

3. Montrer que le résultat reste vrai pour tout A de la forme ZL,, avec r € [[0,27]).
On dit alors que f est convexe

Correction

1 flet )+ fle =) =20 = FOOF) + FOOF (=) =2f(0) = £ [ £+ 75 =

2
. S
f(A)[\/f(/l) \/fThJ) =0
X/+)/,

-
2. On considére la relation précédente, avec x — =% et h—Y>*X Onaalors x+h= v,
x—h=x'etdonc

FOh+ 0 z2f ()

3. On fait une récurrence sur n, en supposant au rang n que le résultat est vrai pour tout

rel0,2"].
Passons au cas 2"**1 et considérons r € [[0,2"*+1].
si r est divisible par 2, alors 2':*‘ = % et on applique 2;,.

1
ro_ ko k+1 i k k+1
A T, (2,. +om ]est le milieu entre o et

si r estimpair, r =2k + 1 et donc P

@Pﬂur aller plus loin - Suite décimale
Prenons un exemple pour mieux comprendre ici.
Considérons le nombre 71, on a alors w = 3,1415....
Dans ce cas : dy =3, d; = 3,1, dp = 3,14, d3 =
3,141...

@Paur aller plus loin - Définition de a*

Il faudrait démontrer que cette valeur ne dépend pas de
la suite (dp) choisie, convergente vers X.
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é . r__1 k k+1
Onademéme : 1- Ly 72(1727+1,27)_

On applique la question précédente et I'hypothese de récurrence :

fAx+Q-Ap)=f vl[;njw[l K )y]+l(%x+[lfﬂ]y)

2 2n)t) "2 2n

=X =Y

k+
on

lf(x)+[l— ";]f(y)]

Pn In
r r
:Wﬂxﬂ(lfm)ﬂy)

Par densité des suites rationnelles a dénominateur en puissance de 2, on étant le résultat a
tout A € [0,1].

< % (FO0+f(1) < % (Zinf(x) +[17 Zi")f(y>)+(

<

5.2. LA fonction exponentielle

Nous verrons que ces fonctions sont dérivables. L'une a la propriété essen-
tielle de vérifier f'(0) = 1. C’est LA fonction exponentielle avec a = e (LE «e»).
Prenons un autre définition.

@ Pour aller plus Ioin - Critére de conver- Définition - La fonction exponentielle naturelle
gence pour une suite réelle Soit x € R. La suite (x,) = ((1+ 3)") est majorée, croissante a partir d'un
Nous verrons, sans cercle vicieux, que toute suite e | | Certain rang, donc convergente.
nombres réelles, majorée et croissante (a partir dun | | Notons exp(x) la limite de (x).
certain rang) est convergente.
C'est une propriété caractéristique de R..

1l faut démontrer la convergence de la suite :

Démonstration

« Positivité a partir d'un certain rang.

Pour tout réel x, notons que % — 0 pour n — +oco.

Ainsi, pour tout n = Ny, x» > 0. On notera plus simplement que ce rang Ny est max(0, [—x]).

« Croissance (a partir d’un certain rang)

On peut utiliser le critére d’une suite positive (a partir d'un certain rang) : par comparaison
relative a 1).

Donc a partir d’un certain rang Ny tel que V 1= Ny, —% < ,1 <1

n+1+xy7*L

n+l
x”+l:(l+f) n+l :(H+X) nx+n
Xn n n+x n I\ n?+nx+n+x
n
Xn+l _ [n+x] _ x n+1
Xn n (n+1)(n+x)

Rappelons I'inégalité de Bernoulli: (1+a)” =1+ masia>-1etme IN*.
x

Prenons alors m — n+1(€e N*) eta — - ————.
(n+1)(n+x)
Onabien:a>-1,car:
esix=0,x<n+xdoncx<(n+1)(n+x)desquen>0.
esix<0,—-x>0et(n+1)(n+x)>0desque n>-x,ie n<Ny.
Donc:
x n+1 x n
(177 =21+(n+l) ————— = ——
(n+1)(n+x) m+D(n+x) n+x
+x

n N .
Enfin, comme =0, le sens de I'inégalité est inchangé :

Xnel ntx on

Xn n n+x

* Majoration.
e x 11
Soit s=[|x|] + L€ N, donc 3; €] - 5, 7 [-
X \ms 1) s s

xm:((l+7] ] < = :(—J (constante en n).

sn 1-ng; s—x

(La fonction ¢ — ¢* est croissante sur R+.)
Soit m > max(Ny, Ny), et n= 2] +1

onanz, donc Ny <m<ns.

N . s §
puis par croissance de (x,) pour tout m = N;. [Xm S Xps < [—] a
s—x
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Proposition - Inégalités

1
Onapourtoutxe]—l,l[,1+xsexpxsl—.
-

e Remarque - Elargissement de I'intervalle

En fait, le résultat est vrai pour tout X € R pour la premiére inégalité et sur] — oo, 1( pour
la seconde.

Mais en réalité, elles nous serviront surtout pour X proche de 0, oil les trois termes valent
1...

Démonstration
On applique les inégalités de Bernoulli, a partir d’'un certain rang, puisque ﬁ -0 (ﬁ < %) :
n 1 1

X X
1+x:1+n—<(1+7) =xp< T =
n n l-ng 1-x

On passe ensuite a la limite : a gauche et a droite les termes sont constants. Au centre, la suite
converge vers e*. O

Théoréme - exp est une fonction exponentielle.

La fonction x — exp x est une fonction exponentielle appellée LA fonction

exponentielle. .

On a donc pour tout x € R, exp(x) = e* ou e = exp(1) = lim (1 + l
n—+oo n

Elle vérifie donc : V x,y € R, exp(x + y) = e*™V = e*e¥ = exp(x) x exp(y)

etexp(x x y) = e = (e*)? = (exp(x))”.

Démonstration
Plus compliqué. Soient x, y € R.

n n
Nolonsxn:(lJr;ll]",yn:[]Jr i:) eun:(prﬂ] .

n n
EIS AL
(]+rx+n+”2]

X n\"
AJ()rsniynzi,1 (1+l),
Zn [szy) n
X
avec lp = ) — 0 pour n — +oo.

n+x+y
1l existe donc une valeur N tel que pour tout 72> N, t € [—%, %], donc %" ec l—%, %[: |—1,%l
X, exp(x) ex] X
nyn < et donc par unicité des limites : M =lim n¥n _
zn 1-tn exp(x+y) zZn
Donc exp(x +y) = exp(x) exp(y).
exp est une fonction exponentielle. O

Onaalors1+1,; <

1.

- . 11100
& Application - Evaluation approchée de (1 + 55)

Sil'on considere n = 100 proche de I'infini, on a donc

1)100 Loy10 10
1+ — =1+ = = =
( 30) 100 e ()
On vérifie a la calculatrice : exp 12 = 28,03162 et (1 + 4)1%0 = 26,548739.

o Analyse - Bindme de Newton pour (1+ %) " etune approximation d’Euler
Largument d’Euler, a partir du binéme de Newton donne :

1 Io(n) 1 n nn-1) nn-1)(n-2)
1+)" = — =l —————+
s+ kz::o(k) nk n 2% 3tn3

1 1 2
-5 1a-pa-
2 3l

=1+1+

Euler ajoute : «si n est un nombre plus grand qu’aucune quantité assignable, la
fraction "T’l égalera I'unité » et conclue pare=1+1+ % + % +o
La méthode laisse a désirer, mais le résultat est juste :

|2 Histoire - D’oix vient la notation e ?

Leonard Euler (1707-1783) est le mathématicien le plus
prolixe de [histoire (avec Cauchy ?).

Cest  un  calculateur  de  génie,  doté

dune  mémoire  prodigieuse  (hypemnésique).
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|&) Histoire - Neper

L'écossais Jofin Napier (1550-1617) (ou Neper) cherche
au XV siécle une fonction qui faciliterait les calculs :
elle transformerait le produit (compliqué car beaucoup
de calculs) en addition (moins de calculs).

Il trouve le logarithme.

On adoncln(ab) =Ina+Inb.

L histoire peut étre un moyen mnémotechnique.

4 Repr ion - Exp ielles et loga-
rithmes selon la valeur de a

Proposition - Formules d’Euler (1746)

1 n +00 1
e= lim (1+7) =
n—+oo

n =k
Et pour tout x € R,
x\n T xk
ef= lim (1+3) =) >
n—-+oco n Py

5.3. LogarithmeS

Les fonctions exponentielles non constante égale a 0 ou 1 sont continues
et strictement monotone, elles admettent donc une fonction récipropque.

Définition - Fonctions logarithmes
On appelle fonctions logarithmes toute fonctions g réciproques de fonc-
tions exponentielles f non constantes.
Si cette derniére est x — a* (avec a ¢ {0,1}), alors la fonction logarithme est
qualifiée « de base a ». On note souvent g =log, ou In,.
Elle est définie sur R, a valeurs dans IR et vérifie alors

Vx,yeR,, glxxy)=gx)+gy).

7 Exemple - Différents logarithmes bien connus

Le logarithme en base 10 est un classique de la physique.

1lindique en gros la taille en nombre de chiffres.

Le logarithme en base 2 est un classique de 'informatique.

Démonstration

Lexistence de g est liée a la bijectivité de f.

[ étant a valeurs dans R+, on a pour tout X = f(x) € Ry (x existe bien, c’est g(X)) et Y = f(y) €
Ry EXxY)=g(fx)x f() =g(flx+y)=x+y=gX)+g(¥).0O

Théoréme - Fonctions logarithmes. Bilan

Les fonctions logaritmes sont continues, définies sur R, a valeurs dans R.
Elles vérifient : g(1) = 0 et pour tout x,y,t € R+, glx x y) = g(x) + g() et
glxh) =rxgx).

1l existe a(= f(1)) e R tel que g(a) = 1.

Si a > 1, alors g est strictement croissante sur R, avec ligng = —o0 et
lim g = +oo.

+00

Si a < 1, alors g est strictement décroissante sur R, avec h{,ng = +o0 et

g/ =~oo

Démonstration
Faisons juste la démonstration de g(x’) B

On sait, pour X = g(x) que : f(zx X) = f(X)?, i.e. f(£ x g(x)) = x'. Puis en composant par g :
txgx)=gx"h.0

/Savoir faire - Calculer « 2 la main » le logarithme en base a de x?
On n’a pas d’autre solution (pour le moment) mais cela est suffisant
(compte-tenu de la contrainte que I'on s’est donné) de procéder par
dichotomie.
On regarde la suite (a") et'on trouve n € IN tel que a” < x < atl,
Puis, on sélectionne ay = n et by = n+ 1. Puis on peut (par exemple),
considérer ¢ = “";’b“ € Q, évaluer a‘.

Si a® < x, on prend a; = ¢ et by = by, sinon on prend a; = agp et
by=c...
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On a deux suites adjacentes (a,) et (b,) convergente vers y avec
a’ = x, donc y =log,,(x).

Définition - Le logarithme naturel

La fonction logarithme réciproque de la fonction exponentielle, donc le
logarithme en base e = exp 1 est appelé logarithme naturel.

Onle note In.

In est définie, continue et croissante sur R4, a valeurs dans R.
Numériquement :In(1) =0,Ine=1, li(r]nln =-ooet 1}:2}1111 = +o0.

On a les propriétés algébrique : In(ab) =Ina+1Inb, In(a?) = blna...
Onapourtoutue R}, Inu<u—1.

Tout est immeédiat, sauf I'inégalité qu'on démontre :

Démonstration

On sait que pour tout x €] - 1, +oo[< R, 1 + x < exp(x).
En composant par In, croissante : In(1 + x) < x.
Posons u=1+xeR} :Inu<u-1

[m]

Proposition - Ecriture en fonction du logarithme naturel
Soit g la fonction logarithme de base a, réciproque de f: x — a*.
Alorsona:
Inx
VxeR, f(x)=a*=exp(xxlna) VxeR, gx) = na
na

Démonstration
Comme In est un logarithme : exp(xIn a) = exp(Ina®) = a*, car In est réciproque de exp.
Puis, G: x— ;:1% est une fonction logarithme
In(xy) Inx+Ilny
Glrxy)=——-=——"—> =Gx)+Gl
(xxy) na na (x) 67

1
de base a, car G(a) = na_ 1.DoncG=g0O
Ina

5.4. Retour sur les fonctions puissances, avec un exposant
non rationnel

Définition - Fonction puissance réelle
Pour a € R, on définit sur ]0, +oo| la fonction puissance a par :
ga: 10,400 —R
X — x%=exp(alnx)

Proposition - Fonction puissance réelle
Elle vérifie les propriétés suivantes :
Y(x,y) €10, +oo[?, V(a, f) € R?,

— (X =x%y?
— x@tB = xaxb
— x%)P = xoP

— Sia =0, g, est constante égalea 1.
— Sia >0, g, est croissante et lin01+ 8a(x)=0
o

— Sia <0, g, est décroissante et lim+ 8a(x) = +00

x—0

Pour a > 0, on étudie I'existence d'une demi-tangente en 0 :

— Sia<1,lacourbe y = go(x) admet une tangente verticale en 0.
— Sia=1,lacourbe y = g,(x) admet une tangente de pente 1 en 0.
— Sia>1,lacourbe y = g,(x) admet une tangente horizontale en 0.

& Repr ion - Exp ielle et loga-
rithme naturels

y=cxplx)

|&) Histoire - Logarithme naturel

Ily a un abus historique ici.

On a démontré historiquement qu'il s'agit bien du lo-
garithme naturel en le définissant comme primitive de
x— L (primitive dont on a démontré qu'il s'agissait
d'un logarithme (Fermat - 1636)). C'est le naturel car
In'(1)=1.

La définition donnée ici vient de Euler (un siécle plus

tard)

& Représentation - Fonctions puissances
réelles (différentes valeurs de a)

On en déduit les variations et la courbe représentative

uivant les valeurs de a :

w
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5.5. Croissances comparées

«*Heuristique - Logarithme comme nombre de chiffres
In(x)

Commengons par une remarque, avec x = 10", ona —— = n10~"In10 - 0.
n—+co

Notons que In10 = 2,302, donc Inx = In(10) x logy((x) et que log;((x) est en premiére
approximation le nombre de chiffres de x, alors pour x grand, In x est le nombre de chiffres
de x multiplié par un peu plus de 2.

Exemple : In(123456789) = 2,3 x log(1,23 x 109 =2,3x (9+1In(1,23)) = 20, ce qui est petit

1l s’agit, a priori, de formes indéterminées. Elles sont levées :

Théoreme - Croissance comparée
Soient a et b deux réels strictement positifs. On a

In x)?
) =0; lim x%Inx/”=0;
x—0*

x—+oo x@

eax

lim — =+00; lim [x/"e®™ =0.
x—+oo xb X—-00
Démonstration 1)
n(x)
On commence par lever I'indétermination de —~ en +oo. Tout en découlera. ..
n In(x) n
Commengons par une remarque, avec x = 10", on a ~ =n10""In10 P Teo 0.
On sait que pour tout x>0, Inx<x-1<x,
en particulier % Inx=In(V/X) < Vx.
Inx 2yx 2 Inx
Donc, pourx>1:0< — < i = —. Parencadrement: lim —— =0.
x x Vx X—+00 X

Pour a,b>0,

- xalb

b Iby\P
(nx? (g
xa X—+00

alb b

par composition de limites : avec u = x*'?, puis v — v”.

Avec cette nouvelle limite, en composant avec x : t — %

~Int?
xInx|? = % — 0
3 —+00
x—0

Avec la premiére limite, en composant avec x : t — In(#) i.e. £ = ¥,

pax  ga .

g — 400
Xt npbo
X—+00

Avec la deuxieme limite, en composant avec x: £ — In(?) i.e. t = ¥,
xPe™ =|ne?*  — o
t—0
x—-00

o

Exercice
Fixons a,be R}.

_a_ a
Montrer que pour x grand : e b+1 s mx, en déduire

eax
Conclure sur la valeurde lim —-.
x—+oo xb

Correction

5.6. Fonctions hyperboliques directes
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Définition - Fonctions hyperboliques
Les fonctions ch (cosinus hyperbolique), sh (sinus hyperbolique) et th
(tangente hyperbolique) sont définies sur R par:

ef+e” ef—e™
chx=——, shx=———, thx=—-=—-—.
2 2

Proposition - Fonctions hyperboliques
La fonction ch est paire, les fonctions sh et th sont impaires.

ch(-x)=chx

sh(-x)=-shx
ch?x-sh?x=1
chx+shx=e" chx-shx=e"
ch(a+b)=chachb+shashb sh(a+b)=shachb+chashb

— tha+thb
th(a+b) = {fams

5

Démonstration
ch?(x) —sh?(x) = Z(ezjC +24e 22X 02Xy,

X

1 - 1,
chx+shx:E(e‘+e’*+e*7e”‘):e"‘e1chxfshx:E(e*+e’ —ef+e )=
1 1
chachh+shashh:Z((e”-%—e'")(eb-#e_b)+(e”—e'”)(eb—e'b]]:Z(c’”+b+e”'b+e'"+b+

1
e a=b 4 pat+b _ pa=b _ pmatb 4 pma-by_ 3 (ea+b+e—m+b)] =ch(a+b). O

6. Sommes numériques infinies

On commence par une extension de notation :

Définition - Extension du coefficient binomial
Pour a € R et k€ N, on note :

al al@-1)...(a-k+1)
k| k!

La section suivante donne des résultats connus pour 'essentiel depuis le
XVIII siecle, au moins.

Mais les démonstrations satisfaisantes sont plus tardives (ABEL et succes-
seurs du XIX).

Pour vous, elles auront officiellement lieu I'année prochaine lorsque vous
verrez le cours sur les séries entieres.

4@ Représentation - Fonctions hyperboliques

v=1h(z
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Proposition - Egalités sommatoires
On a les égalités suivantes :
x€? fonction somme Auteur (Année)
+oo (] k
R sin®) =Y D 2kn NEWTON(1669),
= @k+1)!
LEIBNIZ(1691)
+00 (_1 k
R cos) =3 D2k NEWTON(1669),
= @k!
LEIBNIZ(1691)
R tan(x) =x+3x*+2x°+JLx7+... JAC. BERNOULLI(1702)
+oo )k
[-1,1] arctan(x) = LD o GREGORY(1671),
=02k+1
LEIBNIZ(1674)
(11 arcsin(x) =x+iZ 4182, NEWTON(1669)
n
R a+nn =Y "]k PASCAL(1654)
i=o\k
+00
1-L1  Q+0* = Z(“)x’c NEWTON(1666)
i=o\k
+00
1k
R exp(x) =) a* EULER(1748)
B e
00 (_1)k-
1-L,1[ In(+x = ZL & MERCATOR(1668)
=k
+00
1
R sh(x) =) ———x?k+! EULER(1748
) g(,(zkﬂ)! (1748)
+00
1
R ch(x) =Y —x?F EULER(1748
(x) ,;) B (1748)
Exercice

@Pour aller plus loin - Produit infini
Euler démontre également (1748) :

X2

k2m2

+00
VxeR,sinx=x[] [1
k=1

)

Donner I'expression formalisée de arcsin(x).

Correction
] +00 (o)1 x2k+1
arcsin(x) = ) ——————
@ EO 22k k12 2k +1
Exercice
n
On rappelle la formule de MACHIN : — :4arctan% —arctan ﬁ.

Combien de calcul pour obtenir 10 décimales de 7 satisfaisantes ? Faites les a la calculatrice

Correction
n
=02, etdonc (§)" =27 x 107,
n
Avec =10, 0n 2210~ 10% et donc (4] ~ 10310 = 107,
Avec n = 14, cela doit étre suffisant. ..

7. Bilan

Synthése

~ Ons'intéresse aux fonctions dont le domaine est dans R. Beaucoup de
définitions : images, restrictions, ou additions, multiplications et com-
positions de fonctions. Des adjectifs pour les fonction : périodiques,
paires ou impaires, majorées, minorées, bornées, monotone, stricte-
ment croissante.. .

~~ Plusieurs fonctions de référence sont a connaitre : exponentielle(s) et
logarithme(s) en toute base; les fonctions puissances; les fonctions
circulaires (sin, arccos...) et hyperboliques directes. On doit savoir
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comment comparer ces fonctions lorsqu’elles sont en compétition au
voisinage de point problématique.

~+ Les fonctions complexes de la variables réelles s’étudient de la méme
fagon (méme si la représentation est plus complexe). En fait, ce qui
compte, c’est la nature de la variable « de départ ».

Plusieurs inégalités sont apparues. Il est bon de s’en souvenir :

Z,%[, Isinx|<|x|<|tanx|= —';"fc‘ Inégalité de fondamentale de trigonométrie
" Vxel-1,+o00f, 1l+nx<(l+x)"
Inégalité de Bernoulli
Fvxe]-Li[ a+n"<s &
—nx

1
1+xsexp(x)<1—\1x>0 Inx<x-1
-x

Inégalité de I'exponentielle/logarithme

x<yER})=x*<y”

strictes croissances des fonctions puissances (a > 0)

a<ﬁ:>x“<xﬁ

strictes croissances des fonctions exponentielles (x > 1)

0,1, fAx+A-VY<AfO+A-Vf()
x+— x% (a > 1), x € [0, 7] — sin x sont convexes

Inégalité de convexité

0,1, Af)+A-Vf<fAx+0-1y)

:€]0,1)), x € [-m, ] — cos x sont concaves

Inégalité de concavité

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Transformation sur le graphe
— Savoir-faire - Etude des branches infinies (et définition)
— Savoir-faire - Transférer un probléme trigonométrique «en a», vers

«en0»

— Savoir-faire - Etude d'une équation fonctionnelle de N a R
— Savoir-faire - Calculer « a la main » le logarithme en base a de x?

Retour sur les problemes

30. Elle est bien continue, mais elle n’est pas de classe €. Euler ne |'aurait
probablement pas considérée comme une fonction.

31. Cestl'application x— 2*ug = uge

xIn2

32. Lesseules applications de cette forme sont les applications x — Aln(x)

(ol A est constante).

Elles sont définie sur ]_R+. Peut-on les étendre sur R en entier?
Six>0,In(-x) =In(e""x) =Inx+in[2n]...

33. Onvient de terminer ce chapitre en répondant a cette question.
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Chapitre

Utilisation de la dérivation

@Résumé -

Ce chapitre se présente comme un large résumé du cours de premiere S avec ajouts

de fonctions usuelles (vues en terminale ou en MPSI). On reprend tous les résultats

en admettant la notion fine de limite, ils nous serviront d’outils pour des études

plus poussés par la suite ou bien pour leur application dans d'autres domaines

scientifiques. Le but est donc de raffiner notre technique (calculs). . ..

1l ne faut pas oublier que la notion de fonctions est une notion fine des mathé-

matiques modernes, elle a mis plusieurs siecle a émerger : Leibniz, puis Euler, puis

Cantor et Weierstrass. .. pour arriver jusqu’a nous. Et encore, le joyau n'est pas en-

core définitivement ciselé (distributions de Schwartz. ..). Sur internet :
— OptimalSup-Spé - Cours Fonctions usuelles. https ://www.youtube.com/watch 2v=xTbtre9dgmQ
— Micmaths - Merveilleux logarithmes - https ://www.youtube.com/watch 2v=rWfl7Pw8YVE
— ElJj - Différences équations/fonctions (pas de questions stupides#01)
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2.1. Approchehistorique . . ... .......... ... . 133
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1. Problemes

? Probléme 31 - Optimisation par FERMAT. Raisonnement pré-
dérivatoire

Reprenons I'exemple de Fermat qui cherche a trouver la position E sur
un segment [AC] de maniére a ce que AE x EC soit maximum.

Notons a = AE et b= EC. On a donc a+ b = d(= AC) fixé. On cherche la
valeur maximal de AE x EC = a(d - a) = ad — a®.

La méthode de Fermat consiste donc a ajouter une valeur e a AE, on a
alors une nouvelle valeur qui vaut : (a+e)d — (a+ e’ =ad-a*+e(ld-
2a) - é2.

Ajouter une valeur e a AE consiste donc a faire évaluer AE x EC d'une
valeur ad — a? + e(d —2a) — € — ad + a® = e(d — 2a) + €.

Fermat dit qu'il faut « adégaler » les deux valeurs cela donne e(d —2a) +
€% = 0. On peut simplifier par e # 0.

On trouve donc d —2a+e =0, et il prend e = 0 et donc a = % E est au
milieur de [AC]. Qu’en pensez-vous?

? Probléme 32 - Optimisation

On passe notre vie a optimiser nos actions, nos décisions (la plus effi-
cace, la moins longue.. .).

Comment assurément trouver une stratégie qui permet a tous les coups
d’optimiser (au moins localement) nos décisions.

Si elle se mesure sous la forme Résultat(Action), on doit trouver :

également. ..

? Probléme 33 - Dérivation : concept local ou global ?

A priori I'optimisation précédente de la fonction Résultat donne des va-
leurs différentes selon la valeur Action oi1 I'on se place. Ainsi, la notion
de dérivation est un concept local.

Et donc, dans un second temps, une fois que pour tout x, f’(x) est bien
défini, on peut seulement réunir toutes ces valeurs en une seule fonction
f.
D’ou vient le miracle que dans la pratique, on peut directement agir de
fa f" (de fonction a fonction) ?

? Probléme 34 - Dérivations de fonctions usuelles et des opé-
rations
Et ainsi, en particulier, quelles sont les transformations de dérivation
pour les fonctions usuelles ? Et également, que deviennent les opérations
classiques (+, x,0) pour la dérivation?

? Probléme 35 - Se concentrer sur un probléeme
D’une certaine fagon, regarder la dérivation de f en xo, c’est faire I'ap-
proximation affine (donc relativement simple) mais juste des valeurs
f(x) pour x proche de xo.
Ces valeurs approchées peuvent se concentrer autour de 0. Et si 'on se
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trouve autour d'un cas de limite problématique du type : =5, ne peut-
on pas exploiter les approximations affines (et donc les dérivées) pour
obtenir une bonne évaluation de cette forme indéterminée?

? Probléme 36 - Etude de fonctions complexes
Comment étudier des fonctions a valeurs dans C : f: R — C (comme
00— ei%)?
Nous les avons définies lors du chapitre précédent; comment les dériver
maintenant?
Mieux : comment étudier des fonctions de la variables complexes? Peut-
on les dériver, comment cela s’adapte?

2. Dérivation

2.1. Approche historique

e Remarque - Connaissance a priori

L

a dérivation est une limite, il faudrait donc commencer par définir propre-
ment (=formellement) la définition de la limite (d’une suite ou d’'une fonction
en un point). Or on suit (pour commencer I'année) le parcours historique des
mathématiques, cette définition n'a été formalisée qu'au XIXeme siecle (Bol-
zano, Cauchy, Weierstrass), apres les théoremes fondamentaux de Newton,
Leibniz (fin du XVIIeme siecle), Euler (XVIIIeme siecle)... Nous nous conten-
terons de savoir que :

— toute suite de réels, croissante et majorée, converge (dans R)

— si les limites existent bien et que les calculs sont possibles, alors la
limite d'une somme, respectivement d'un produit, respectivement
d’'une composition est la somme des limites, respectivement le pro-
duit des limites, respectivement la composition des limites.

<*Heuristique - Infinitésimaux

Le calcul différentiel et le calcul intégral ont été finalisés indépendamment et associés par
Leibniz (1684) et Newton (1671, publié en 1736).

Leurs raisonnement repose sur une notion floue d’infinitésimaux (ou de fluente), notion
non convaincante a I'époque.

Johan Bernoulli (1692) popularise aupres de toute sa dynastie, du marquis de UHospital
et surtout d’Euler, la découvert de Leibniz («une énigme plutét qu'un explication ») et
pense que des explications trop abondantes au sujet de I'infiniment petit pourrait troubler
I'entendement de ceux qui ne sont pas « accoutumés a de longues explications ».

En fait, il manque la notion claire de limite, dont d’Alembert (1754) s’approche le plus. La
bonne notion de limite est définie par Bolzano (1817), Cauchy (1823) ou Weierstrass (1861)
et donnent ainsi une définition bien formalisée et solide mathématiquement (permettant
de démontrer des résultats), abandonnant la notion d’Infinitésimaux.

Ce chapitre s’appuie sur des mathématiques du XVIL. Nous ferons les démonstrations aprés
avoir défini la notion de limite.

@ Remarque - Cours de physique
En physique, en MPSI, le cours est proche des idées de Leibniz et Newton, et c‘est trés bien
ainsi.

La notation —f est celle de Leibniz. La notation X est due d Newton !

ox

C'est Lagrange, apreés un détour par Euler, qui impose la notation f'.

[ Remarque - Limite

On va faire comme si on connaissait la notion de limite, application linéaire limAf + g =

Alim f +limg)...

@Pﬂur aller plus loin - Analyse non standard
‘En 1961, Abraham Robinson crée une nouvelle logique
mathématique en s appuyant sur les nombres fiyperréels.
Edward Nelson, en 1977, renouvelle ['analyse non stan-
datd (1ST) en donnant un nouveau sens aux infinitési-
maux et définit un nouveau calcul. ..

4@ Représentation - Nombre dérivée
1L s ‘agit d'une notion « dynamique » (limite). I{ faut le
voir comme un film, en plusieurs temps X — Xq :

1

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/ 2627 77777777

0s




134

Utilisation de la dérivation

@Pour aller plus loin - Continuité = limite
Nous verrons que la notion de continuité de f en un

point Xq est équivalente d la notion d'existence de limite

de f en xg.

@Pout aller plus loin - Linéarisation

Autre idée essentielle pour [exploitation de [a dériva-
tion : transformer un probléme paramétré par une fonc-
tion plus ou moins compliquée en un autre probléme [i-
néaire. Pour cela on remplace f par une droite, la plus
proche ¢ est-d-dire la dérivée de f (en un xo bien choisi).
C'est en particulier la méthode de Newton que nous re-
verrons en informatique. I s 'agit de resoudre f(x) = 0.

2.2. Dérivabilité

Définition - Nombre dérivée

Soient ] un intervalle de R, f une fonction définie sur I et xp un point de I.
[ estdérivable en x; sila fonction x — f“i:iﬁx"], définie sur I —{xg}, admet
une limite finie en xp.

On a alors

Ftx0) = lim f(x) = f(xp) - lim fxo+h) — f(xo)

X=X  X—Xp h—0 h

[ est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I.
f'(x) sappelle le nombre dérivé en x et la fonction qui a x € I associe f'(x)
s’appelle la (fonction) dérivée de f.

2.3. Approximation linéaire

On donne parfois une définition équivalente de la dérivation de f en xp.
Son avantage : elle cache la question de la limite dans 'hypothése de conti-
nuité de € en xg. .

Proposition - Définition de Weierstrass
Soit f définie sur un intervalle 1. Soit xo € I
[ estdérivable en xj si et seulement si
il existe A € R, € continue en xp avec e(xp) = 0 tels que

f ) = f(x0) + (x — x0) (A + €(x))

Onaalors A= f'(xg)

Démonstration
Si f est dérivable en xg, on considére A= f'(xp) ete:x— S f o) — f(x0).
Ces fonctions répondent aux conditions. e
Réciproquement, si f(x) = f(xg) + (x — x0) (A +€(x)), alors f(x%glol admet une limite égale a
Aenxg. O
4 Application - Pour quelques fonctions lles (c i les dérivées

en0
On trouve avec €;(x) — 0 pour x — 0 :

exp(x) =1+ x+ xey(x)

In(1 +x) = x+ xe2(x)
A+0%=1+ax+xe3(x)

C’estle début du calcul des équivalents.

Définition - Equation de la tangente
Soit f définie sur I, dérivable en xj € I.
La droite d’équation
¥ = fxo) + f(x0) (x = x0)

s’appelle la tangente a la courbe représentative de f en M(xo, f(xo))
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“¢"Truc & Astuce pour le calcul - A propos de la tangente
On notera:
— qu'il s’agit bien de I'équation d'une droite (y = ax + b)
— qu’elle passe bien par le point M : f(xo) + f'(x0) (xo — Xo) = f(x0).
— que sa pente vaut f’(xp).

2.4. Regles de dérivation

Les résultats suivants seront démontrées plus tard dans 'année (linéarité de
la limite). Ils ont été énoncés pour la premiere fois par LEIBNIZ en 1684. Le
but pour le moment est de se former pour le calcul!

Proposition - Résultats
Soient u et v dérivable en xg
— u+ v,uv,u”,exp u sont dérivables en x;
— si, en outre, u ne s'annule pas sur un intervalle contenant xp et est

. 1 -
dérivable en x( alors —,In|u| sont dérivables en x;
u
— si, en outre, v ne s’annule pas sur un intervalle contenant xp et est
P u Py
dérivable en xq alors — est dérivable en xp;

— si, en outre, @ € R* et si u est strictement positive sur un intervalle
contenant X, alors u® est dérivable en xg
Si uo¢ est définie, si ¢ est dérivable en xj et u dérivable en ¢(x) alors uo¢
est dérivable en xg et (uo )’ (x) = ¢ (xo) x U/ (¢(xp)).

Résumé :

Proposition - Résumé des formules usuelles de dérivation

fonction f de la forme fonction dérivée [’
u+v u'+v
uv u'v+uv
Urly...Up UjUp ... Uy + U UYU ... Up + -+ U Up ... Uy 1 UL,
u" ouneN* nu T
1 -
U ur
u uv—uv
v v2
uop P xuop=uopxg
! I’ ’
uyo---ouy (ulouzo~~~ou,,)><(u20u3o~~~ou,,)><m><un
expu u' xexpu
T
u
In|u| —
U
u®ounaeR* au' u®

Ces formules sont vraies, sous réserve, évidente, de dérivabilité des fonctions
qui interviennent.

Exercice

Avec les résultats admis en début de chapitre, démontrer la formule de dérivation de u x v.

Correction
On exploite la méthode de Weierstrass

[uv](x) = [uvl(xo) = u(x) v(x) - ulxg) v(xg) = [1lxg) + (x — x0) (u (x0) + €1 (X)) [V (xp) + (x — X0) (V' (x0) + €2 (x))] — ulxg) v(x0)
(x = x0) [W(x0) ' (x0) + u(x0) V' (x0) + €1 () [V (x0) + (x — x0) V' (x0)] + €2 (x) [1(x0) + (x — X' (x0)] + €1 (¥)e2 (x) (x = X))

=e(x)
Comme ¢(x) — 0 (par addition et produit des limites), on trouve bien le résultat attendu.
Nous reprendrons toutes ces démonstrations par la suite.
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sont dérivables?

dérivable en 0.

@Pour aller plus loin - Toutes les fonctions

La fonction X — X COS % est continue sur R, mais pas

a1 R \79
005

01

exemple :
+0o0
x— )

n=1

e
iy

Mais pire, il existe des fonctions partout continues et
nulle part dérivable. La construction est subtile. Par

sin(10"7x)
2}1

2.5. Dérivation de fonctions usuelles

Fonctions exponentielles et logarithmes

/Savoir faire - Encadrement pour le calcul de limite
Pour obtenir des résultats sur les limites (indéterminées), la meilleure
stratégie est 'encadrement :
si a(x) < b(x) < c(x) et que a et c admettent la méme limite en x, égale a
l,
alors b admet également une limite en x, égale a ¢.

O Analyse - Exponentielle (naturelle) en 0

1 X
On sait que pour tout x€] - 1,1[, 1+ x < e* < - doncx<e*-1< T
Puis en divisant par x #0:

et —
=>— (casx<0 1<

1
<—— (casx>0
1-x

Par encadrement : exp est dérivable en 0, de valeur égale a 1.

Proposition - Dérivation des fonctions exponentielles

exp est dérivable sur R et pour tout x € R, exp’(x) = exp(x).

Pour a>0eta#1.Sif:x— a* alors f est dérivable sur R et pour tout
x€R, f'(x) =lnax a*.

/Savoir faire - Transférer un probléme exponentiel «en a », vers «en 0»
Si on étudie exp au voisinage de a, donc des points de la forme a+ h avec
h proche de 0,
on exploite exp(a + h) = exp a x exp(h).
Donc on factorise (a I'extérieur) par expa et on se concentre sur une
étude en ¢, € proche de 0

On appliquera souvent cette méthode dans le calcul de développement li-
mité.

Démonstration
Soit xg € R, pour tout h=x—-xp € R,

exp(x) —expxg _ exp(xp +h) —expxo
X —Xp - h

el -1

=e% — e

On rappelle que a* = exp(x x Ina). En posant u = Ina(x — xg) :

a*—a* exp(xplna+hina)—exp(xgIna)

_ Yolna
xX—Xo hina

el -1
xIna= e’ xIna —Inaa*

car pour x — xg,onau—0 0O

Par addition et composition (démontrée plus loin)

Proposition - Fonction trigonométrique hyperbolique
Les fonctions ch, sh et th sont dérivables sur R et

V x€R, ch'(x) =shx, sh’(x) = chxetth’(x) =1 - th?(x) =

ch?x

Démonstration
ch'(x) = e*‘2+ (—1)e’2" =sh(x), sh'(x) = ¥ - (-1)e™* = ch(x).
ch? (x) — sh? (x) 1
= S 2y = ——.
w ch?(x) w ch?(x)
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9
e Remarque - 3-e™*?
On peut noter que ™~ = ( ] , ¢'est une fonction exponentielle de base e L.
Donc de dérivée :In(e™!) x (e 1)*¥ = —e*.

O Analyse - Logarithme (naturel) en 1
-1

On vient de voir que lm}) —=1
En composant par X = e* et donc x=InX, avec'équivalence x — 0 < X —1,0na
. X-1
lim ———— =
X—1InX-Inl
-
=0

En prenant l'inverse, on a donc In est dérivable en 1, de valeur égale a % =1.

Proposition - Dérivation des fonctions logarithmes

In est dérivable sur IR, et pour tout x € R4, In’(x) =

]

Si g : x— In,(x), alors g est dérivable sur R+ et pour tout x € R, g'(x) =
1

(Ina) x x

/Savoir faire - Transférer un probléme logarithme «en a », vers «en 1 »
Si on étudie In au voisinage de a, donc des points de la forme a + h avec
h proche de 0,
on factorise (al'intérieur) para: a+h =a(l+ %) etexploiteIn(a+h) =
Ina+In(l+1).
Et on se concentre sur une étude en 1 +¢, € proche de 0

On apphquera souvent cette méthode dans le calcul de développement li-
mité,

Démonstration X
Soit xg € R+, pourtout h=x-xp € R (et u= %,
W -lnxg N@A+E)-Inxo | masw 1
= =—x -
x— xo h X0 u X0
1
On rappelle que Ing(x) = ——. Par produit (démontré plus loin), In,(xg) = 7111/(,50) =
Ina na

1
(Ina) x xg

Fonctions puissances

Proposition - Fonctions puissances
La fonction puissance x — x® est dérivable sur son ensemble de définition
(privé de 0, si besoin : @ — 1 < 0 alors que a > 0), de dérivée : x — ax® 1,

Démonstration
11 faudrait étudier touslescasa e N, a € Z, a € Q.

1
Notons que x — x% = exp(alnx), de dérivée (par composition) : x — a;cxp(alnx) =a— =
X
ax®l.0

Par sommation, on retrouve ce qu’on a déja démontré :

Proposition - Fonctions polynomiales
Les fonctlons polynomiales sont dérivables sur R et premsemem sif:

X Z a;x*, on a pour tout x € R, f'(x) = Z kapx® Z kagx*! =
k=0 k=0

n-1

Y (k+1)ags x*.

k=0
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On notera qu'il s’agit encore d’'un polyndme, de degré deg f — 1.

Lensemble de définition des fonctions puissances entiéres étant R en entier,
les résultats précédents ne sont pas suffisants. Il faut refaire une démonstra-

tion.
1l serait tout de méme étonnant de trouver des résultats différents. ..

Fonctions circulaires

Proposition - Fonction trigonométrique

sin, cos et tan sont dérivables sur leur ensemble de définition. Précisé-
ment :

V x € R, sin’(x) = cosx, V x € R, cos'(x) = —sinx. et pour tout
x€R\{Z +kn, ke Z}, tan'(x) = 1 +tan® x =

cos?x’

On applique une méthode déja connue.

Démonstration

sinx
Par encadrement (chapitre précédent) : —— b 1.
X x—

Ainsi sin est dérivable en 0 de dérivée égale a 1.
De méme étudions la dérivabilité de cos en 0:

cosx—1=Re(e’™ —1) = Re(e!*/? 2isin §)) = ~2sin® §.

in X
cosx—1 . . siny : dui
Donc — - —sing — — 0 (par produit 0 x 1).

2
Ainsi cos est dérivable en 0 de dérivée égale a 0.
. sin(xp) —sinx _ sin(xg+h)-sinxg _ sinxp(cosh—1)+sinhcosxy  cosh—1 .
Puis = = = sinxg +
X0 —X h h h

sinh
—— cosxp — cos xg pour b — 0.

. cos(xp)—cosx  cos(xg+h)—cosxg cosxg(cosh—1)—sinhsinxg cosh—1
Puis = = = cosxp —
X0—X h h h

sinh .
o sinxp — —sinxg pour h — 0.

. . tanxgp +tanh
Pour la fonction tangente, on se souvient que tan(xg + h) —tanxg =

1-tanxptanh tanp =
tan k(1 + tan? xo)
“l+tanxgtanh
Donc M = ﬂ(l-ﬁ-mnzxo); — 1+tan2(xu) =
. h h cosh(l+tanxgtanh h—0

cos2 xq
a

Les résultats sur les dérivées des fonctions réciproques arcsin... seront vus
loin lorsqu’on étudiera la dérivation de fonctions réciproques.

2.6. Dérivées seconde, troisiéme...

Définition - Dérivables

Soient I un intervalle et f une fonction définie sur I.

On dit que f est deux fois dérivable sur I si f est dérivable sur I et si f” est
elle-méme dérivable sur I, on note f” la dérivée seconde de f (c’est-a-dire
la dérivée de f).

Si f” est encore dérivable sur I, on dit que f est trois fois dérivable sur I et
onnote f” = f& = (") sa dérivée troisieme, et ainsi de suite.

Définition - Fonction de classe €

On dit que f est de classe 6! ou contintiment dérivable si elle est dérivable
et que [’ est continue, de classe %2 ou 2 fois continiiment dérivable si elle
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Lest deux fois dérivable et que f” est continue... J

Comme les dérivées des fonctions usuelles vues plus haut sont de la forme
de fonctions usuelles, par récurrence :

Proposition - Fonctions usuelles

Les fonctions usuelles vues précédemment sont de classe € sur leur
ensemble de définition (sauf les fonctions puissances x — x% qui peuvent
perdre le 0 dans I’ensemble a la dérivée n-iemesin> a...).

3. Quelques utilisations de la dérivation
3.1. Variations

En utilisant les théorémes suivants (qui seront démontrés ultérieurement),
on peut étudier les variations d'une fonction que I'on résume systématique-
ment dans un tableau de variations, complété par les limites aux bornes (et
non par des phrases!)

Théoréme - Monotonie et fonction dérivée

Soient I un intervalle de R et f une fonction dérivable sur I. Alors :

f est constante sur [ si et seulementsi Vx € I, f'(x) =0;

[ est croissante sur I si et seulement si Vx € I, f'(x) =0;

[ est décroissante sur I si et seulement si Vx € I, f'(x) <0.

Si f' > 0 (resp. f' < 0) sauf en un nombre fini de points de I, alors f est
strictement croissante (resp. décroissante) sur I.

M Attention - Intervalle!

11 est indispensable que I soit un intervalle. On peut en effet trouver f
définie sur D, dérivable sur D et vérifiant Vx € D, f’(x) <0 mais qui n’est
pas décroissante sur D.

Exercice
Donner un tel contre-exemple

Correction

3.2. Bijections et réciproques

Théoreme - Dérivation de la bijection réciproque
Soient /, J deux intervalles de R et f : I — J bijective de I sur J. On suppose
que f est dérivable en xg € I.

Alors f’l est dérivable en f(xo) si et seulement si f”(xo) # 0
et on a alors

-1,/ _ 1
() (f(xo)) = o)
ou encore, avec g = f(xp),
N 1
()00 = )
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@Pour aller plus loin - Création de fonctions
Dans un autre sens, on peut considérer :
1. f strictement monotone et continue de I sur J.
2. Done f admet une fonction réciproque 1 de
Jsurl.
3. Notons ®, une primitive de f 1.
Que peut-on dire de ® ?
Montrer que [a plupart des fonctions transcendantes
rencontrées dans ce cours peuvent étre obtenus de la
sorte...

e Remarque - Se souvenir
On peut retrouver la formule en dérivant [égalité f~' o f =1d, en effet :

Flof)=fx(fNof=0d=x—1)

mais attention d ne pas oublier (a condition de dérivabilité de f~1 1
1
Siff)#0: (Y (flx) = o siy=fx) et f'x) = f/(f1 @) #0:

1
—1y/ —
(f )(y)if’(f’l(y))

Proposition - Fonctions trigonométriques réciproques
Les fonctions arcsin et arccos sont de classe €*° sur | —1,1[,

Vi-xZ

avec V x €] —1,1[, arcsin’(x) = — etarccos’(x) =
-x
La fonction arctan est de classe € sur R,

avec V x € R, arctan’(x) = ——
1+x

Démonstration

XEDgin-1y > sin’ (arcsin(x)) # 0 < cos(arcsin(x) # 0 < arcsinx ¢ (-5, 5} = x ¢ {-1,1}.

Donc Dy =1 — 1, 1[ et
1 !
cos(arcsin(x))  \/]_y2
x€ @(Cos,l y = cos’ (arccos(x)) # 0 < sin(arccos(x) # 0 < arccos x ¢ {0,71} < x ¢ {-1,1}.
Donc Dypecos =1 -1, 11 et

¥ x€] - 1,1[, arcsin’ (x) =

1 -1
X€Dyy-1y <= tan' (@rctan(x) #0 <= x € {§ +2km, k€ Z}.
Or cette derniére affirmation est toujours vraie. Donc P (5, = R et
1 1 1

V x€]—1,1], arccos’(x) =

V x € R, arctan’ (x)

= = =—.0
tan’(arctan(x)) ~ 1+tan?(arctanx)  1+x2

Corollaire -
Sif:I—Rest:
— continue strictement monotone sur 'intervalle I,
— dérivable sur I et
— Vxel, f(x)#0
alors f est bijective de I sur J = f(I), donc f’1 : J — I existe (et est
bijective).
1
f’ o ffl °

Graphiquement : -1 estla symétrique de 6y par rapportal'axe y = x.

Mieux : f~! est dérivable sur J et (f ™)' =

/~Savoir faire - Etudier si f est un ¢ -difféomorphisme
On considere f, de classe "' sur un intervalle I.
1. On coupe I, en réunion d’'intervalles I}, I,... I, sur lesquels f est
strictement monotone
(A noter que cela n'est pas toujours possible.... Donnez des
contre-exemple).
Cela conduit a étudier le signe strictement non nul de f’. Les
frontiéres sont en dans {x | f'(x) = 0}.
2. Sur chaque intervalle I}, on note Jx = {y = f(x),x € I} et donc
fi= f\‘ljkk : I — Ji est bijective.
3. Puis, on considere Jj, = {y = f(x),x € I | f'(x) # 0} < Jj.
(Souvent les problemes sont sur les bords des Ji, lié a la jonction
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de I et Ij.4; ou I;_1, mais cela n’est pas nécessaire).
Alors fi ! : Ji. — I est de classe € sur J). et pour tout y € Jj, :

1 1
EYD= 0= =
k Ut et w
Gardons en mémoire que graphiquement : €1 est la symétrique de 6¢
par rapport a l'axe y = x.
Les cas problématique correspond a une pente nulle pour €y et donc
infinie pour €y-1...

Exercice
La fonction sh réalise une bijection de R sur R. La bijection réciproque est notée argsh
(argument sinus hyperbolique).
La fonction ch réalise une bijection de [0, +oo sur [1, +o00l. La bijection réciproque est notée
argch (argument cosinus hyperbolique).
La fonction th réalise une bijection de IR sur ] -1, 1[. La bijection réciproque est notée argth
(argument tangente hyperbolique).
1. Dérivées.
(a) Montrer que les fonctions argsh, argch, argth sont dérivables respectivement
surR,]1,+oco[et] —1,1[.

Iy — L
(b) Montrer que (argsh)’(x) = ray sur R
! — 1
(c) Montrer que (argch)’(x) = N sur]1, +oo[

(d) Montrer que (argth)’(x) = lsz sur]—1,1[

2. Expressions logarithmiques.
(a) Montrer que Vxe R, argshx=In(x+Vx2+1)
(b) Montrer que ¥x €]1,+oo[, argchx=In(x+Vx2-1)
(c) Montrer que Vx€]—1,1[, argthx= %ln%
Correction

3.3. Inégalités

/“Savoir faire - Obtenir une inégalité
Pour démontrer une inégalité, une méthode est d’étudier la fonction
formée par la différence des deux membres, d’établir son tableau de
variations pour obtenir son signe.

Exercice
Montrer les inégalités :

XZ
Vxe]R,l—;scnsxsl;

3
x .
VxE]RJ',x—Zssmxsx;

3
— X .
VxeR™,x——=sinx=>x.
6

Correction
Commencons par noter que V x € R, cosx < 1.
Les fonctions sin, cos et polynomiales sont dérivables sur R, de méme de leurs additions :
22 3
f1:x~cosx—1+7 frix—sinx-x f3:x-—»sinx—x+€

Les dérivées sont respectivement :

2
. x
/"I’:x-——s\nx+x fé::p—cusx—l fé:x'—cusx—l-#?
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On en déduit les tableaux de variations dans I'ordre déductif suivant :

x -0 0 +00
f - -
N
fa 0
N
FH{ER) — 0+
N /
h 0
= + 0+
~
3 0
y

Donc cosx <1 etpour x€ Ry, fi(x) =0, donc cosx=>1—
"1
Et pour tout x € R+, f3(x) =0, donc sinx > x — 4 et fz(x) <0doncsinx < x.

d
Etpour tout xe R—, f3(x) <0, doncsinxsx—@ et f2(x) =0 donc sinx = x.

/Savoir faire - Obtenir un maximum (avec une dérivée)
Pour obtenir un extremum de f (dérivable deux fois) sur I, on résout
flx)=0
On note xj la solution de cette équation (donc f’(xp) = 0).
— si f"(x0) > 0, alors f présente un minimum (local) en xo.
— si f"(xg) <0, alors f présente un maximum (local) en xo.
— si f”(xp) =0, alors on ne peut rien dire.

e Remarque - Convexité
On rappelle que si pour tout X € I, f’ "(x) =0, on dit que | est convexe surI.

3.4. Calculs de limites (lever les indéterminations)

On peut calculer certaines limites en reconnaissant le taux de variations
d’une fonction dérivable connue.

Exercice

Rappeler les valeurs des limites suivantes :

sinx . tanx . cosx-1
lim lim —; lim ———.
x=0 x x—0 x x—0 x
En déduire
. cosx—1
lim
=0 x*
Correction

II's’ agn de limite de taux de variations donc d'un calcul de dérivée :
sin'(0) = cos(0) = 1, 80X = tan/(0) = 1+tan?(0) = 1 et limy_.o 5=L =

Enfin, en posanl u= 2 B

cosx—1 2 %) _ sin?(u) _ sin? (1) -1 (sinu]2
2 T2z 22 2\
En faisant tendre x — 0, donc u — 0, on a par produit de limite : limy_.q %}"1 = —é x12= %

Proposition - Régle de LHospital (1696)
Soient f et g deux fonctions définies sur I, dérivables en x € I.
!

On suppose que f(xp) = g(xo) =0 et que g admet une limite en xg.

Alors hm & im fe
glx) x—x g'(x)
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On fait la démonstration dans le cas ol g'(xp) # 0. Sinon, on exploitera
I'inégalité des accroissements finis (dans un chapitre prochain).

Démonstration
Avec les notations de Weierstrass :

FO=-x0)(f o) +e1(x)  gx) = (x—x0)(g (x0) +€2(x)

ﬁif/(xoﬂel(x) . JUED)]
g(x)  g'(xp) +e2(x) x—x0 g'(x0)

M Attention - Pas d’abus
La regle ne s’applique qu’en cas d’indetermination.

. 3x%+1 . 6x
-4 =lim #£lim—=— =3
x—12x-3 " x—1 2

/~Savoir faire - Lever une indétermination par la régle de LHospital
1. D’abord on vérifie bien qu’on peut appliquer la régle de LHospital :

n
f= Eavec n(x)]:;Oetd(x)]:;O

2. On calcule 7/(x), n(x) ... n® (x).... jusque a ce que n® (x) /= 0
X—a
Et de méme d’'(x), d"(x) ... d“ (x)...jusqu'a ce que d*) (x) #— 0.
X—a

3. 0n note m = min{k € IN | n® (x) /=0 ou d'® (x) ~~0}.
n® nk=1)

Et on connait donc hm L et par la régle de L'Hospital : hm 20D ala

méme valeur.

R L
4. Et on remonte ainsi a lim —, dont
a

on sait seulement maintenant qu’elle existe et qu’elle a cette méme va-
leur.

Exercice
cos2x—1

x3+5x2 7 ) ) 3 )
Evrdemment on exploitera les résultats non encore démontrés sur les fonctions usuelles

Calculer 11m

Correction

On note f:x— cos2x— 1, dérivable, f’(x) = —2sin(2x), donc f'(0) =

On note g : x— x® +5x2, dérivable, g’ (x) = 3x% + 10x, donc g'(0) =

On a toujours une forme indéterminée.

On reprend avec f”(x) = —4cos(2x), donc f(0) = —

Et g (x) = 6x+10 donc g" (0) = 10.

Ainsi ,
llmmflimf(x)::‘:fZ
x—0gx) x—0g'x) 10 5

3.5. Approximation polynomiale (développement limité)

~*Heuristique - Approximation polynomiale LOCALE
Nos fonctions usuelles ne sont pas des polynomes, on ne cherche par a remplacer une
fonction usuelle par une fonction polynomiale sur un intervalle de R contenant une
infinité de points.
Mais on peut faire des comparaison au voisinage d'un point.
La définition de Weierstrass de la dérivabilité de ¢ en xq avec pour valeur A(= ¢'(xp))
exprime :

FAeR,3e:1— R continue en xg avec €(xp) = 0|V x € I, p(x) = ¢(xp)+A(x—xp) +(x—xp)e(x)
On va donc chercher une fonction polynomiale f de degré n tel que

= f(x) + (x—x0)"e(x) avec e(x) 300

@Paut aller plus loin - Généralisation en +oco
Il existe une généralisation de la régle de L Hopital avec
une indétermination du type 3 iﬁ
Silimg | f] = limg|g| = +oo et silimg £ ¢, alors

Loy

limg 5 g
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. On commence par étudier les cas xo = 0.

Proposition - Développement polynomiale en 0
Soit ne IN*.
On consideére ¢ de classe ¢"*1 sur I, contenant 0.

n k) 0
Onnote T:x— ) L()xk

. Alors
v

R 2= _gq

x—0 x"

Autrement écrit : il existe € : I — IR tel que e(x) s 0etp(x) = T(x)+x"e(x).
=

On commence par un lemme (qui sera enrichit dans la suite du cours)

Lemme - Dérivation monéme
Notons m;: x— x°.
Alors pour tout k € IN, m{®(0) = 0si k # s et m{?(0) = sl.

Commencons par démontrer le lemme

Démonstration
Pour le lemme, on remarque que m; est une fonction polynomiale donc de classe €.

. st
Par récurrence (finie), on note pour k < s, 2. : mg” tx— G k)'x"k.
— 2 est vraie i i
— Soit k < s— 1. Supposons que 2. est vraie.
/
4D () = (Y () = St sk) o SmRxs o o s—k-1
m x)=(m X)=|Xx— ———x X) = —————X =— X
s W=meed ( (s=k)! W=y (s—k-1!
Donc P est vraie.

On a donc, ensuite, mgﬂ (x) = s! (constante) et pour tout k > s, mgk) (x) = 0, en particulier

m® ) =o0.
[m]
Démonstration

On applique la régle de Lhopsital.
1. Notons den : x— x". Donc den = sy,.
En application directe du lemme : den®(0) = 0si k< n—1 et den™ (0) = nl(# 0).
2. Notons num: x— f(x) - T(x).
(L)Par linéarité (addition ici) n est de classe 6" et pour tout k < n, (f - T)®(0) = F®)(0) -
7K (0).
Puis par linéarité de la dérivation d’'un polynéme (pour k< n) :

n (k n
70 :(Z['I'J,-s,-) =Y 17150 =04 40+ [TIgkl+ 0+ +0= P (0)
i=0 i=0

On adonc num® (0) =0, pour tout k < nn. On peut enfin appliquer la regle de L'Hospital en

nu
remontant : Pour tout kde 1 a n, ———~ —
den=k x—0

00O
7 Exemple - DLde x — (1 + x) (a ¢ IN)
Notons fg : x— (1+x)%.

Alors f},(x) = a(1+x)*7!, et par récurrence :

k=1
P =Tl @-ixa+x%*
i=0
_dal@=-D-c(a=k+D) oo,
Etdonc f(x) = kz_"o#x +x"e(x).
Exercice
Quelle formule obtient-on pour & = —1?

Correction

1 .,
La formule de Lagoute IRt atas 2% =23 4+ (=)™ + x"e(x) ou suite géomtérique

Exercice
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1. Donner une équation différentielle simple vérifiée par exp
2. En déduire le DLy (0) de exp.

3. En déduire le DLy (0) de ch et sh

4. Exprimer, pour tout n € IN, la dérivée n-iéme de x — eix,
5. En déduire le DLy (0) de cos et sin

Correction

1. Onnote y=exp,onay =y.

2. Par récurrence immédiate : y") = y = exp et donc exp! (0) = e* = 1.
Donc pour x proche de 0, exp(x) = ;2:0 %xk +x"e(x).

3. Par linéarité de la dérivation (ou du calcul polynomial) ou par périodicité des dérivées :
Pour x proche de 0, ch(x) = Z,lc":/gj ﬁxz" +x"e(x)

Pour x proche de 0, sh(x) = X}C'L:/(?J (zki]]!x”” +x"e(x)

. . iean T .
4. Notons E:x— ef¥, ona E") = i"el* = ¢ 2 = cos(x+ n%) +isin(x+n%).
En prenant les parties réelles et imaginaires :

Pour x proche de 0, cos(x) = ):}cn:/ozJ (71)"@)52" +x"e(x)

Pour x proche de 0, sin(x) = ):,Lc'ilozJ (-nk (2kLl]!sz+l +x"e(x)

[ Remarque - Développement limité
L'exercice qui suit, prépare a la théorie des DL (second semestre). On a un stock de DL

connue (fonction usuelle), puis on combine le résultat avec des calculs polynomiaux,
Exercice

2 2
On rappelle que e* =1+x+ "7 +0(x?) au voisinage de 0 et cos(x) =1 — xj +0(x?) au
voisinage de 0.
Donner le DL; au voisinage de 0 de x — cos(x)e* et de x — cos(e* — 1)

Correction
Le produit polynomial :

1, 1, 2 145 1 5 p
excnsx:(l+x+;x2)(l—gxl)+o(xz):1+x—£x“—;x4+o(xz):l+x+n(xz)

1 2
cos(e ~ 1) =1-~1? +0(t?) =1 - (x+ —)? + 0(x®) = 1 - 2+ 0(x?)
—— 2 2

=u—0

4. Dérivation de fonctions réelles a valeurs com-
plexes

4.1. Fonctions a valeurs complexes

Aparté. Lexponentielle complexe

Définition - Exponentielle complexe
Soit z € C. On définit I'exponentielle complexe de z par
expz= e = eRe(@ pilm(2)

Son module est e et un argument est Im(z).

Proposition - Elargissement
On retrouve les propriétés classiques de I'exponentielle :
— Lexponentielle complexe coincide bien avec I'exponentielle sur R
pour les réels ou avec 'exponentielle des imaginaires purs.

, / _
— Pour (z,2') € C?,0na : e**? = e%e? et —=e%
e
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Démonstration
Siz=a+0i € R, alors exp(z) = e?.
Siz=a+ibetz =a'+ib' (notation standard), alors

/ " eitbab! , / I ib a it /
77 plata) i) _ garad fib+b) _ pa,d oib il _ gatibal+ib _ 2,2

En particulier :

- - 1
e Zef = i = — e F —
P
O
Exercice .
T Résoudre e* = 1.

2. Résoudre * =1-iV/3.
3. Résoudre plus généralement e = zg
4. Déterminer l'image d’une droite d'équation x = a par 'application exp : C — C*.
5. Déterminer 'image d'une droite d'équation y = b par l'application exp: C — C*.
Correction
1. SoitzeC.
e” =1 <= Re(z) =0,Im(z) = 0[271] <> z € {2ikn, k€ Z}

2. Soitze C

€?=1-iV3 = @ = VI3 =2,Im(e) = T2m] < ze 2+ i(5 +2km), ke Z)

3. Résoudre plus généralement e = zg.
€% = 29 = " = 79|, Im(2) = arg(z9)[271] < z € {In |z + i(arg(zg) + 2kn), k € Z}
4. Déterminer l'image d'une droite 2, d'équation x = a par I'application exp : C — C*.
z€Pq<=3yeR|z=a+iy. Etexp(z) = e%'Y. Donc :
exp(@q) = 6ea,
cercle de centre O et de rayon e“.
Il faudrait vérifier (trivialement) I'inclusion réciproque. . .
5. Déterminer l'image d'une droite 2, d'équation y = b par I'application exp : C — C*.
22, <3xeR|z=x+ib. Etexp(z) = e*e'’. Donc :
exp(QPa) = 95,},
demi-droite d’origine O et faisant un angle b avec I'axe des abscisses.
Il faudrait vérifier (trivialement) I'inclusion réciproque. . .

Proposition - Résolution d’équation
— Pour (z,2') € C?, expz = expZ’ si et seulement si z - 2’ € 2inZ.
— Tout complexe zj # 0 peut s’écrire sous la forme exp z.

Démonstration
Notonsz=a+ibetz =a' +ib'.
i : 1ot a_ ,a'
F =0 el = o et :»{ el -7 e2inZ
b=D'[27]
Par construction, si zg # 0, en prenant z = In(|zg) + i arg(z¢) (possible car |zg| #0) :

o = onllz0D giarg(zg iiarg(zo)

) =lzle =2

m}

Fonctions d’une variable réelle, a valeurs complexes

I désigne un intervalle de R.

Définition - Découpage d’une fonction a valeurs dans C

Soient fi: I —Ret f>: I —R.On pose: Vxel, f(x)= AX)+ifa(x).
f:1— C est une fonction définie sur I a valeurs dans C (si I n’est pas pré-
cisé au départ, son domaine de définition est I'intersection de ceux de f; et
o).

On définit les fonctions Re(f) (partie réelle de f) et Im(f) (partie imagi-
naire de f) a valeurs dans R par

Re(fi=fi: I —R Im(f)=fo: I —R
x —Re(f(x) x  —Im(f(x)
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LOn dit que f est continue sur I si fj et f, sont continues sur /. J

7 Exemple - t — e’

Lexemple classique (simple) est la fonction circulaire exponentielle : exp; : t — cos ¢+
isint.

Sa partie réelle est la fonction cosinus et sa partie imaginaire est la fonction sinus.
On a vu qu'il s'agissait bien d'une fonction exponentielle car vérifiant :

exp;(a+b) =exp;(a) x exp;(b)

mais a valeurs complexes et non réels (donc on perd exp;(a) > 0, les limites a I'in-
fini...).

O Analyse - Justifions que sa base est bien el

On a défini exp(x) = e* comme la limite de x, = (1+ £)".

Que se passe-t-il sil’on considere x = it?

X, est alors une suite a valeurs complexes dont le module est. :

n xz n
= (17]

2 5 : . B
Comme - tend vers 0, & partir d’un certain rang :

. x2<1 2\ 1
-n—<|l-5| <
n2 )

2
x
1+ i
Le deux termes a gauche et a droite tendent vers 1, par encadrement (et continuité de
VA lxpl = VI=1.

Etsi @, estl'argument de x,, ona
ix\" X X
0y =arg|l+—| =narg(l+i-)=narctan—
n n n

arctan 3
—1,donc —5—— —letdonc )y — x.
" .
Ainsi x,, — cosx + isinx, ce qui justifie officiellement le signe égal de e'* = cosx +
isinx.

On démontre que pour u — 0, &cant

4.2. Dérivation d’'une fonctions d’une variable réelle, a va-
leurs complexes

I désigne un intervalle de R.

Définition - Dérivation d’'une fonction a valeurs dans C

Soit f: R — C, une fonction a valeurs complexes.

Soient fi: I —Ret fo: I — Rtellesque Vx € I, f(x) = fi(x) +ifo(x).

On dit que f est dérivable, respectivement de classe €' sur I si fj et f> sont
dérivables, respectivement de classe € LsurI.

Si f est dérivable sur I, on définit sa dérivée par :

vxel, f'(x)=f)+ifyx).

On note €(I,C) (resp. €' (I,0)) 'ensemble des fonctions continues (resp.
de classe ¢! de I dans C).

e Remarque - Commutativité de la dérivation complexe et de la partie
réelle ou imaginaire

Si [ a valeurs complexes est dérivable on a donc (Re(f))' = Re(f") et (Im(f)) =
Im(f").
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Proposition - Constance et dérivation
Soit f: I — C dérivable sur I. Alors f est constante sur I si et seulement si
[ estnulle sur I.

Pour la démonstration, on admet ces résultats pour des fonctions de R dans
R.

Démonstration
Sur I:
/
/_ =0 /1 constante
pem ] G20 o o o
]

4.3. Propriétés

M Attention - Croissance sur C?
Parler de croissance (ou de décroissance) d’une fonction a valeurs dans
C n’a pas de sens.

Proposition - Opérations
Soient f et g deux fonctions dérivables sur I a valeurs dans C et a € C.
Alors f+g, fg et a f sont dérivables sur I et

vxel, (f+9/ () =f(x)+g'x
(f8) () = f'x) g(x) + f(x) g’ (x)
(af)’ — af’

1
Si g ne s’annule pas, alors g et g sont dérivables sur I et

1y -g'(x)

Vxel, (E) (x) = g(x)2
fy gl - fg )
(L= Lot futeen

Exercice
Faire les démonstration.
I suffit d’exploiter la commutativité entre dérivation et partie réelle ou imaginaire.

Correction

4.4. Composition avec 'exponentielle complexe

Théoréme - Dérivée de I'exponentielle complexe
Soit ¢p: I — C dérivable sur I. Alors

y: I —-C
X ._.edJ(Jf)

est dérivablesur Iet: Vxel, y'(x)=¢ (x)e?™

Démonstration
Onnote ¢ =Py + iy,
On aalors

Vxel, ) =ef1® xel®20) = g1y (cogs(¢hy (x) + i sin(p (x)))
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dérivable par produit :

viel, ' = ¢| el ®ei2( 1 oh109g) () (= sinipy () + i cos(a (x))
@) (0)eP1D 9209 1 P11 gl (1) (i sin(p2 (1)) + cos (2 (1))
(@) () + i)y (1)) e = ¢/ (x) P

[ Attention - i joue un réle comparable a celle d’'un nombre réel
< On fera bien attention a ne pas oublier le i dans la dérivation!

Exercice

Calculer la dérivée f: x— (arcsin(x))e2+ix* |

Correction

[ est dérivable sur C, comme produit et composition de fonctions dérivables sur ] -1, 1[.

1

2
vxel-11, flx)= +(2+2ix) arcsin(x) | 25 1¥

4 Application - Fonction polaire
On considere g: R —C, 6 — p(ﬁjei‘g. On dit que I'on définie une fonction polaire.
On suppose que p : R — R est dérivable sur 1.
« Montrons que g est dérivable et calculons g’.
Par produit de fonctions dérivables sur I, g est dérivable sur I.
Etpourtoutx€ I, g'(0) = p’(H]eie + ip(B)e"gA
« Il arrive que pour ce genre de fonction, on ait besoin de calculer |g’(0)|.
On utilise la quantité conjuguée :

Voel, 1gOF = gOg 0 = e +ip@e) 01 +ip©)ei®)
= (' ©e? +ip©@ei®) (0’ ©)e 0 - ip©)e~i?)
= ('O +1p®)?

Donc pour tout 0 € I, |g'(0)] = /[0 (@)]2 + [p(6)]?

5. Bilan

Synthese

~ Au voisinage d'un point, on peut regarder comment la fonction évo-
lue : c’est la valeur de la dérivée en ce point qui nous I'indique. On
associe alors (si possible) f une nouvelle fonction : celle qui donne la
valeur de dérivée en tout point. MIRACLE. Le passage f — [’ se décrit
trés bien en terme d’algorithme (sans avoir a passer par le nombre dé-
rivée). Il faut donc apprendre des tas de regles de calculs (a démontrer,
par ailleurs...).

~~ Ainsi plusieurs fonctions de référence sont a connaitre : exponen-
tielle(s) et logarithme(s) en toute base; les fonctions puissances; les
fonctions circulaires (sin, arccos...) et hyperboliques directes. On doit
savoir comment comparer ces fonctions lorsqu’elles sont en compéti-
tion au voisinage de point problématique.

~+ Le théoreme de la bijection est un résultat important. Il faut le
connaitre, méme si pour 'heure la démonstration nous échappe sans
une définition précise de la continuité (et donc de R).

~~ En retour, la fonction dérivée permet de mieux comprendre locale-
ment la fonction. On peut alors étudier des variations, faire de I'op-
timisation (locale) ou lever des indéterminations (pour du calcul de
limite).

~~ Les fonctions complexes de la variables réelles s’étudient de la méme
facon (méme si la représentation est plus complexe). En fait, ce qui
compte, c'est la nature de la variable « de départ ».
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Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Truc & Astuce pour le calcul - A propos de la tangente

— Savoir-faire - Encadrement pour le calcul de limite

— Savoir-faire - Transférer un probléme exponentiel de «en a» vers «en
0».

— Savoir-faire - Transférer un probléme logarithme «en a» vers «en 1».

— Savoir-faire - Transférer un probléme trigonométrique «en a» vers «en
0. Chapitre

— Savoir-faire - Etudier si f est un ¢ -difféomorphisme

— Savoir-faire - Obtenir une inégalité

— Savoir-faire - Obtenir un maximum (dérivation)

— Savoir-fa%re - Lever une indétermiﬁati(?n par la rég-le- de L'Hospital Fonctions primitives et
— Savoir-faire - Etude des branches infinies (et définition)
équations différentielles

Retour sur les problémes

34. On a une fonction A(ag + e) qui donne I'aire en fonction de ag + e. Elle
est optimale en ag lorsque A(ap —€) < A(ap) et A(ap +€) < Alap) avec

€>0.
Le calcul A(ag + e) donne exactement A(ag) + eA(ag) +.... On trouve, @Résumé -
A . ! — s . y .

aveclaméthode de Fermat : A'(ag) =0, ce qui donne bien I'optimal de Dans ce chapitre, le point de vue adopté est celui de Newton et Leibniz puis Euler,

A qui font de l'intégration l'opération inverse de la dérivation, c'est-a-dire que si f
35. 1l faut nécessairement que Résultat’ (Action) = 0, ce qui conduit a une est une fonction définie sur I intervalle de R contenant a et b, admettant une pri-

. . . . . b b

équation donc l.a.valelfr recherchée A?tlong est solution. Malheureu- mitive F, on définit lintégraledea abde f par | f(t)dt = F(b)—F(a) = [F(t)] .

sement, la condition bien que nécessaire n'est pas suffisante. a a

Par propriétés de la dérivation (linéarité et primitivation d’inégalités), on obtient

36. C’est un vrai miracle que cela soit aussi simple (et que le tableau ne la linéarité et la croissance de l'intégrale ainsi définie. On s'exercera aussi techni-
soit pas plus compliqué...). quement pour maitriser ce calcul intégral, le fameux calculus.
A moins que cela soit I'inverse : c’est parce que y' = y se rencontre Hypothese forte : on admet toujours qu'une fonction continue sur un intervalle I
partout que I'exponentielle est si importante... admet des primitives sur 1. La démonstration aura lieu plus tard.

Dans la tres grande famille des équations différentielles, nous nous concentrons

uniquement sur les équations différentielles linéaires d'ordre 1 et les équations dif-

38. C'estle but de la formule de L'Hospital. férentielles d'ordre 2 a coefficients constants. Cela réduit largement les équations

différentielles rencontrées, mais la raison est bonne : ce sont celles que l'on ren-

contre le plus souvent (a cause de la linéarisation des problemes physiques) et ce

sont celles que l'on sait résoudre (la fonction exponentielle a été crée pour cela).

Quelques liens youtube :
— Hedacademy - Les primitives. https ://lwww.youtube.com/watch 2v=05ikcAFcPZ0
— Exo7 - Equation différentielle - https ://www.youtube.com/watch 2v=dkjXofPNMDo
— 5min Lebesgue - forme idéale - https ://www.youtube.com/watch 2v=9x91d0UnBTw

37. Cours

39. Onvient de terminer ce chapitre en répondant a cette question.
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Fonctions primitives et équations différentielles

1. Problemes

? Probléme 37 - Lien primitve/intégrale
Calculer I'aire d’'une surface est un « vieux» probléme. Par exemple :
quelle est I'aire d'une ellipse, d’'une lunule?
Optimiser, trouver un maximum ou un minimum est un autre « vieux »
probléeme des mathématicien.
Existe-t-il un lien (profond, donc) entre les deux?

? Probléme 38 - Problémes historiques

Galilée affirme en 1638 que la forme d’'une chaine suspendue entre deux
clous est presqu’une parabole. Huygens, démontre 20 ans plus tard que
ceci est faux. La solution, appelée caténaire (ou chainette) est donnée
une vingtaine d’année plus tard par Leibniz et Johann Bernoulli.

Lors du séjour de Leibniz a Paris (1672-1673) durant lequel il suit des
cours d’'Huygens, Claude Perrault lui pose le probleme suivant : quelle
est la courbe qui a la propriété qu'en chacun de ses points P, le segment de
la tangente entre P et 'axe x est de longueur constante a ? Pour concrétiser
cette question, Perrault tire de son gousset une “hotlogio portabili suae
thecae argenteae" et la fait glisser sur la table. Il précise qu'aucun ma-
thématicien parisien ni toulousain (Fermat) n’a été capable d’en trouver
I'équation.

? Probléme 39 - Primitivisation des opérations algébriques
Pour le calcul de dérivation, le cours est grossierement constitué d’'un
tableau de dérivation usuelle et de trois savoir-faire : comment déri-
ver une addition, comment dériver une multiplication, comment dériver
une composition?

Avec ¢a, on arrive a tout (ou presque)...

Qu’en est-il de la primitivisation (opération inverse de la dérivation) ? Un
tableau semble tout a fait possible, la regle de I'addition semble égale-
ment bien s'inverser. Mais pour la multiplication? Et la composition?
Quelle est la primitive de f x g? Quelle est la primitive de fog?

? Probléme 40 - Fraction rationnelle
1l est facile d’intégrer (ici, trouver la primitive) de toutes fonctions poly-
nomiales.
Est-il possible d’intégrer toute division de polynéme, c’est-a-dire toute
fraction rationnelle?
Dans le cas d'une forme factorisée, cela donn(IeJ:

Quelle est une primitive de x — (E T AV T ST avec ¢? -
4d<0?

? Probléme 41 - Implication
Si une fonction est dérivable, alors elle est continue. La réciproque est
bien entendu fausse.
Existe-t-il un lien entre « admettre une primitive » et « étre continue » ?
Comment gere-t-on une fonction non continue?
Par exemple, existe-t-il une primitive a tan? Existe-t-il une primitive
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continue a tan?

? Probléme 42 - Probléme de M. Lagoute
Que dire de y” + y = 02 Tout dire!
C’est le fameux oscillateur harmonique, vu et revu en cours de sciences
physiques.

? Probléme 43 - Existence. Unicité
Est-ce qu'une équation différentielle admet toujours une, une seule, so-
lution?
Ce n'est pas le cas de y” + y = 0 qui admet au moins comme solution
X — cosx et x — sinx. En admette-t-elle d’autres? Peut-on lister toutes
les solutions?
Et alors, quel type de contraintes ajoutées pour obtenir une équation
différentielle avec une et une seule solution?
Et par ailleurs, existe-t-il des équations différentielles sans solution?

? Probleme 44 - Linéarisation
Dans ce cas, nous étudions que des équations différentielles linéaires.
Comment faire lorsque I’équation différentielle n'est pas linéaire? Peut-
on revenir au cas précédent? Par ailleurs, existe-t-il des moyens com-
plémentaires (informatiques, par exemple) pour étudier des équations
différentielles variées?

2. Primitives

I désigne un intervalle de R.

On commence par se concentrer sur les primitives, bien qu'il ne s’agit que
d’un cas particulier d'une équation différentielle. Mais c’est la méthode es-
sentielle pour résoudre les équations différentielles linéaires d’ordre 1.

2.1. Définitions

Définition - Primitives

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans R (resp. a
valeurs dans C). On appelle primitive de f sur I toute fonction F dérivable
sur I avaleurs dans R (resp. a valeurs dans C) telle que, sur I, F' = f.

Proposition - CNS de primitive sur C
F:1— Cestune primitivede f: 1 —C
si et seulement si ReF et InF sont des primitives de Ref et Imf (resp.).
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@Pout aller plus loin - Tableau fini ?

Pour étre utile, une table de primitives doit comporter
plusieurs centaines de pages. Mentionnons ici celles de
Grobner et Hofreiter (1949) et de Gradshteyn et Ryz-
fik (1980). Aujourd fiui de nombreux logiciels de calcul
symbolique contiennent de telles tables

ye Analyse - Lapplication dérivation
Soit A: f— f’,lafonction qui applique la dérivation.

— La premiére question est celle des ensembles.
Lensemble de définition de A est naturellement celui des fonctions dérivables.
Lensemble d’arrivée est une question importante et difficile.
Dans un premier temps, nous admettrons (et démontrerons plus tard) qu'il
contient les fonctions continues.

— Laseconde question est celle de la bijection.
La surjectivité dépend de I'ensemble d’arrivée... C'est ok, pour les fonctions
continues (a I'arrivée).
En revanche, concernant I'injectivité, on a une réponse simple : A n'est pas
injective.

— Solutions pour I'injectivité.
On réduit I'ensemble d’arrivée : on considere que les fonctions continues, qui
s’annule en un point fixé. ..
Mieux : la relation f2xg <= A(f) = A(g) est une relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence sont exactement les fonctions ayant la méme déri-
vée.
En fait, un systéme de représentant des classes d’équivalence correspond a la
premiére solution ici.

Proposition - Définition a constante additive prés

Deux primitives de f sur I'intervalle I different d'une constante.
C’est-a-dire que si F est une primitive de f sur I alors I'ensemble des
primitives de f sur I est

{x—~Fm+cicek}

ol K =R (resp. K = C) si f est a valeurs dans R (resp. dans C).

Démonstration
Soit F, une primitive de f. On a les équivalences :

@pestprimitivede f <= ¢'=f=F < (p-F)'=0
«—=3CeKtelquep-F=C
(ce dernier résultat bien connu, sera démontré un peu plus tard. O

2.2. Primitives usuelles

En reprenant simplement le tableau de dérivations des fonctions usuelles, on
trouve :
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Proposition - Tableau des primitives usuelles des fonctions a valeurs
réelles (1)
fonction primitives (C est une constante réelle)
xa+1
x*ottae R\ {-1}
1 a+1
- In|x|+C
X
e* e+C
ef*
eP¥ o e C\ {0} ?Jrc
h
shfxouf#0 ¢ ﬂx+C
h
chpBxouf#0 s/forC
sinx —cosx+C
COos X sinx+C
cos Bx
sinfBx o f#0 —7"+C
sin fx
cosfx ol f#0 i-*—C
1+tan®x tanx+C
Inx xInx—x+C
T
5 arctanx +C
1 4 2
—_— arcsinx + C ou —arccosx + C’
Vi 22
Proposition - Tableau des primitives usuelles des fonctions a valeurs
réelles (2)
fonction f de la forme : primitive F
, . u(x)‘”l
u(xux)*ouae R\{-1} | ———
(e a+l
X,
il In|ux)|+C
u(x)
u'(x}eum e L ¢

Ces formules sont valables sur tout intervalle I ol f (ou u) est continue.

M Attention - Primitive sur deux intervalles
Si f admet des primitives sur la réunion de deux intervalles disjoints, on
peut avoir des constantes différentes sur chacun des deux intervalles.
On rencontrera particulierement cette situation dans le chapitre sur les
équations différentielles.

2.3. Quelques cas particuliers

Exponentielles et trigonométrie

/~Savoir faire - e** cos fx ou e**sin fx
Pour f(x) = e**cos fx ou f(x) = e**sin fx (a, B € R), il suffit de primit-
ver e@*A¥ et récupérer partie réelle ou imaginaire.
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/Savoir faire - sin” xcos” x
Pour f(x) =sin" xcos™ x, on peut linéariser.
Rappelons que pour cela on utilise les formules de de Moivre : sin” x =

SN
piX_omix
i -

Exercice
Déterminer des primitives des fonctions suivantes :

A =e¥sin@x);  fo(x) =sin’ (x) cos? (x)

Correction
1 = Im(e3¥+21%) = Im (e3+20%)

3%

Fi(x) =lm[ e[3+2i)") :lm[ﬂeﬁﬂ”x
13

372 F(B sin(2x) — 2 cos(2x))

—ix\3 (i eminyd i ix B . 300\ [ 4i i 2ix 4
] x[ 5 ] =8 [e’”—3e”+3e”"—e””](e e A A ”‘]

ix

fa(x)

2i
- é ((371’.: _ e—n‘xJ 4 (Bsix _ e—sixJ 73(e3i" _ e—aix) 73(81‘)5 _ e—ix))
-1
v (sin(7x) +sin(5x) —3sin(3x) - 3sin(x))
Donc

1 1 1 3
F(x) = 8 cos(7x) + 320 cos(5x) — m cos(3x) - o cos(x)

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Idée pour «vérifier » le calcul : faire un DL
en0

1

-1 -
fz(x)~x3 et a(sin(7x)+sin(5x)—3sin(3x)—3sin(x)):7 (7+5-9-3)x—-(343 +

64

e Remarque - Si on a un doute...

On peut toujours vérifier en calculant [a dérivée de [a primitive obtenue.
3x

Ici la dérivée de x — 91—3 (3sin(2x) —2cos(2x)) est
3x
X— El—s ((9sin(2x) — 6cos(2x)) + (6cos(2x) +4sin(2x))) = e3* sin(2x)

Fractions rationnelles

Des résultats et un savoir-faire a connaitre :

Proposition - Tableau de primitives de certaines fonctions ration-
nelles (fonctions a valeurs dans R)

fonction primitives (C est une constante réelle)
I
Injx—al+C
xX—a - I
——— ounelN*\{1} ———+C
(x—a)" n—-1x-—an!
T B
e —arctan—+C
Zip ln|x2+px+q|+C
x2+px+q
2x+p =1 T

ounelN*\ {1}

=T — 4@
(*2+px+qh n—1(x>+px+q)"!
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Exercice
A démontrer

Correction
Il suffit de dériver les cases de droites

Remarque - Division euclidienne
Lorsque le polyndme au numérateur a un degré plus important que celui du dénominateur,
on commence par effectuer une division euclidienne pour se trouver en présence des cas
précédent.
Nous reverrons les divisions euclidiennes en fin de premier semestre

/“Savoir faire - Fractions rationnelles —
ax’+bx+c

Pour les fractions rationnelles de la forme f(x) =
R, a#0):
— si A >0, le trindme a deux racines réelles distinctes a et . On
cherche alors A, 1 € R tels que

adibrec (@hOE

et on primitive avec In|.|
F(x) = Aln|x—al+pln|x— B =In|(x - 2)* (x - B*|
— siA=0, onaalors

_r
a(x—a)?

fl)=

on primitive directement avec la fraction rationnelle

-1
RTEaT)

— si A <0, on met le dénominateur sous forme canonique

flo=

(x+a)?+p?

on reconnait une fonction composée qui se primitive avec arctan

1 x+ta
F(x)= B arctan(—)

B
Exercice
Déterminer des primitives des fonctions suivantes :
fita = (x2 7;72); o= X2 +x+ 1; S0 = xzzf;jr 1; Jan = x22+x4-:cl+4
Correction

X2 —x-2=(x+1)(x-2), donc il existe L,ue Rtelque Vxe R : —— =

A+ x+ (=21 + )
x2-x-2 ’

On peut (et on doit...) prendre A = —p1

x+2
+C.

1
primitive de fi est Fy : x— gln

x-1
Le discriminant de x2 + x+1estA=1-4=-3<0, onax2+x+1:(x+%)2+%.

-~ 5 2 2x+1
Une primitive de f> est donc Fo : x — f arctan +C

2x+1

’
—————2————, onreconnait % - 2f,.
x2rx+l X2 +x+l w2/

fx)=

@Paut aller plus loin - Avec l'arithmétique

1 (@ ipuler avec pr ion...)
On rappelle que arg(l + ix) = arctan(x), donc si
z=e% =1+ix, onadone

In(1+ix) =In(2) = i0 = i arg(1+ix) = i arctan(x)

Donc

f 1 if 11
2+1 2 x+i x-i

= é (In(x+ i) =In(x - )

= i (ln(l + i.) =In(1- l))
2 X x

1 -1 n
(—arctan — +arctan —) = — — +arctanx
X x 2

En fait le logarithme complexe est définie a une
constante 2i7 pres. ..
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2x+1

P 2
Donc une primitive de f3 est F3: x— In(x? + x+1)—2-— arctan

+C
G ,
Pourquoi est-l pas besoin de valeur absolue ici? Enfin, fy(x) = —-t L 2522
urquol n'est-il pas besoin de valeur absolue Icl? nfin, X) = = =
7 P * (x+2? (x+2?

2 1
—-3 .
x+2 T (x+2)?

1
Donc une primitive de fy est Fy: x— In|x+2| +3? +C.
X

3. Intégrales

3.1. Théoreme fondamental et conséquences

Extension de I'intégrale sur C

Définition - Notation
Soit f: I — IR, pour tout a < b € I, on note

fubf(t)dt

l'aire (algébrique) comprise entre les segments de droites x = a, y = 0 et
x=b, etlacourbe y = f(x).
Nous admettons son existence si f est continue sur [a, b].

Définition - Intégrale de f sur [a, b)
Si f : [a, b] — C est continue sur [a, b], on appelle intégrale de f sur [a, b]
le nombre complexe

b b b
f f(t]dl:f Ref(t)dt+if Imf(#)dt.
a a a

M Attention - Définition?

Est-ce vraiment une définition? Non, car on ne sait pas bien ce qu’est
ce calcul. Préciser qu'il s’agit du nombre obtenu a partir d'une primitive
de f, c’est tourner en rond par rapport au théoréme et au corollaire qui
suivent.

A ce stade, on est obligé de prendre ce nombre comme construit a partir
de f, a et b. Au second semestre, nous prendrons le temps de bien
montrer l'existence et donner un algorithme de calcul de ce nombre.
Nous verrons qu'il n’est pas nécessaire que f soit continue (f pourrait
étre moins réguliere)

Exercice

2. .
Soit P une application polynomiale. On suppose que pour tout m € IN, f e Mipeihydr =
0

0.
Montrer que P est nul

Correction
d k
Pour fixer les notations, on suppose que P(x) = Z agx”.
k=0

ke A i(k o
ake’[ —-mitg; = 2mam + Z ilk—m)t _

2m . it d
Alors f e M pethdr = - e
0 Z KZm i(k—m)m 0

21
k=070
2mam,.

Donc pour tout m € IN, ap, = 0.
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Fonction : intégrale de sa borne supérieure

Théoréme - Théoréeme fondamental du calcul différentiel
Soit f continue sur J, intervalle de R, a valeurs dans R ou C. Soit a € I.

Alors la fonction
F: I —K

X
X ~f f(odt
a

est de classe C! (c’est-a-dire dérivable de dérivée continue) sur I et F' = f.
C’est de plus 'unique primitive de f nulleen a€ I.

Corollaire - Existence de primitive
Toute fonction continue sur  admet une primitive sur I.

M Attention - Pas toutes les primitives avec cette notation
On n’obtient pas toutes les primitives ainsi.
Ainsi, pour f(x) = cosx, la primitive F(x) = sinx + 2 ne peut s’obtenir
ainsi. En effet, on aurait alors F(x) = sinx—sina, oril n'existe pasde ae R
tel que sina = -2.

e Remarque - Démonstration?
Ce théoréme est admis, pour le démontrer il faudrait une meilleure définition de f ; f(ndt

Fusion : primitive et intégrale (de sa borne supérieure)

Théoréme - Calcul fondamental
Soit f continue sur I intervalle de R contenant a et b. Soit F une primitive
de f. Alors

b b
fa f(ode=Fb)-Fa) = [Fo] -

Définition - Notation par extension
On notera, par extension des notations précédentes :
X
— f f()dt, une primitive quelconque de f.

On pourra méme considérer avec cette notation I’ensemble de
toutes les primitives de f
— [F0]'=FWw

Corollaire - Avec [’
Soit f de classe C' sur I. Alors

X
Y(a,x) € I?, f(x)- f(@) :f flwdt.
a

3.2. Quelques propriétés de I'intégrale
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@Pour aller plus loin - Inégalité des accrois-
sements finis

Ce savoir-faire de ['inégalité des accroissements finis

sera améliore plus loin : il suffira que f soir dérivable

(et non nécessairement de classe €.

Proposition - Linéarité, croissance, Chasles...
Pour des fonctions f et g continues sur un intervalle I a valeurs dans R, on
a, pour a, b € I, les propriétés suivantes :

— linéarité : si A et u sont deux réels,

b b b
f(/lfwg)(z)drzaf fmmwf gndr
a a a

— relation de Chasles : pour c €]a, b|,
b ¢ b
ffmd[:f f(t]dl+f f(ode
a a c

— positivité :sia< bet Vx € [a, b], f(x) =0 alors

b
f f(Hdt=0
a

— croissance:sia<betVxe€[a,b], f(x) > g(x) alors

b b
f f(t]dt;f g(ndt
a a

A savoir faire absolument, I'application qui suit est typique :

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Encadrer une intégrale
| Pour encadrer une intégrale, on encadre la fonction a intégrer

4 Application - Inégalité des accroi finis (avec f de classe €')
Si f est de classe ¢ sur[a,b) 1.
Notons M = sup, j, f' et m =infi, ;; f', on a donc, pour tout ¢ € [a, b] :

flin-m=0 et M-f()=0

On integre sur [a, b] :

b b b
f(b)—f(a)—m(b-u):f f/mdr—mf dr:f (f'-m)di=0
a a a
= f(b) - f(a)=m(b—a)

b b n
f(b)—f(a)—M(h—a):f f’(r)dr—Mf dr:f (f'-M)dr<o
a a a

= f(b)-fla) < M(b-a)

On refera les démonstrations avec des fonctions intégrables en fin d’année.
On se limite aux fonctions admettant une primitive

Démonstration
On note F, une primitive de f et G une primitive de g.
— (AF+pG) =Af+ug.

b » b b b b
Doncf /1f+ug:IAF+;¢G]“:/1IFI“+MGI,,:/1f f+;tf g
a a a
b c b
—f f:F(b)—F(a):(F(b)—F(C))—(F(L‘)—F(m]:f f+f f
a a ¢
b
— F'=f>0,donc F est croissante. Donc[ f=FMb)-F@=0
a

b b b
— (F—G)':f—gz().Parlinéarilé:f (f—g)z(],dnncf fzf g
a a a
[m]

[ Remarque - Combinaison linéaire
Si f et g sont deux fonctions, A et 1 deux réels A f + g s 'appelle une combinaison linéaire
a coefficients réels de f et g.
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Proposition - Fonctions a valeurs complexes
Soient f, g deux fonctions continues sur [a, b] a valeurs dans C et A, u deux
complexes. Alors on a les propriétés suivantes :

— linéarité :

b b b
f (/lf+pg)(z)dt:/lf f(z)dt+pf g(de
a a a

— relation de Chasles : pour c €]a, b|,

b c b
f f(z)dt:f f(t}dt+f fnde
a a c

M Attention - Sur C, pas de relation d’ordre...
Donc la croissance de l'intégrale sur C n'a pas de sens. Mais on peut
exploiter les modules, sil’on souhaite faire des encadrements de la partie
réelle et la partie imaginaire. ...

V Exemple - Cela reste vraie, méme si ¢ ¢]a, b(
Si, par exemple, on a ¢ < b < a et F une primitive de f sur [c,a] :

fcuf(z)dz=fcbf(t)dt+]:f(t)dt

b a b a c
thnc‘/; f(l)dl:F(b)*F(d):*/l; f(t)dt:j; f(t)dtfj; f(t)dt:L fde+
f f(ode.

c

3.3. Technique 1: Intégration par parties

Enoncé

Théoréme - Intégration par parties

Si u et v sont deux fonctions de classe C' sur un intervalle I de R, a valeurs
dans R ou C, alors

b b
Y(a,b) e I, f u'(Hv()de= [u(t)v(t)]bff u(t)v'(nde
a a a

Démonstration

b ’ b ! b !
u(a)u(a)—u(b)v(b):[uv]z:f (uv) :f uv' +f u'v.
a a a

b » b
Doncf u'v=(uv)} 7f w'0
a a

/Savoir faire - Faire une intégration par parties

Comme toujours les énoncés des théoremes d’analyse demande d’abord
de vérifier les hypotheses.
11 faut donc commencer par définir les fonctions u et v et démontrer/-
dire qu’elles sont de classe €.
Mais souvent, nous avons la connaissance de u et de v'.
On donne alors v, dont on précise qu’elle est de classe €' et u’ dont on
précise qu’elle continue.

Reste a préciser la valeur de la constante d’intégration de v considé-
rée et faire le calcul
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@Pour aller plus loin - Fonction beta

1
OnnateB(x,y):f - n¥-lde.
0

On montre par I'PP que
y
B(x,y+1)= ——B(x,)).
(6 y+1) Ty ()
Puis sin et m sont des entiers :

nim! 1

B L) = D e (")

X+
Cela peut donner un sens d ( y)/ avecx,y€R...
X

Obtenir une primitive

/Savoir faire - Obtenir une primitive avec une IPP cachée
Pour calculer une primitive par IPP de f = u'v, notée

fxf(t)dt

(attention, il s’agit d'une fonction et non d’'un scalaire), on peut écrire

X X
fu’(t)u(t)dtzu(x)u(x)—f u(t)v'(nde

7 Exemple - Primitive de arctan
On cherche une primitive de arctan : arctan(r)dt. Les fonctions u : t — t et
v: t— arctant sont de classe 6! sur R.

'
+12

X X X 1
f arctan(r)dt =f W (Hv()de = [rarctan t],xff dtr= xarctanxfgln(1+x2)+c

Exercice

2
Avec une intégration par parties trouver une primitive de x — (JT)Z puis de x —

1 _
xZ+1)2°
On verra une autre méthode plus loin.

Correction
Les applications u: x— ii—l etvix— %x sont de classe €1 sur R.
¥

X2 1 2x , ,
fmdx:fixx 12 dx:fv(t)u (t)d[:u(x)u(x)—fu(x)v (x)dx+C

- 1 -1
x +f7dx+C:7[ d +arctan(x))+c
22+1) J 22+ 1) 2 (x2+1
1 _ 1+x2 _ x2 _ 1 _ x2
D2 (2412 (HD2 (24D P12

Puis

Par linéarité :

1 1 —x 1 X
fidx:arctanx—f( +arclan(x)]+(?/: - [arctan(x)+ )+C'
x2+1)2 2\x2+1 2 x2+1
Primitives de P(x)e®*

/Savoir faire - f(x) = P(x)e**
Pour f : t — P(t)e*' ol P est une fonction polynomiale, on peut faire
deg(P) intégrations par parties (IPP) en dérivant v : t — P(t) et en inté-
grant u': t— e’
On peut appliquer la méme méthode pour f: t — P(f)sin(at) ou f: t —
P(t)cos(at).

e Remarque - Autre méthode

On peut aussi directement chercher une primitive de [a forme Q(t)e*t avec degQ =
degP.

On dérive cette fonction et identifie les coefficients de Q.

Exercice
Calculer

/2 1 5 2
I:f tsintdt, ]:f e*¥(6x° +2x—4)dx
0 0
Correction
Les fonctions u: t— —cost et v: t — t sont de classe € sur R,

/2
I=[~tcost)]/? +f cost=0+[sin(0]7/2 =1
0
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Les fonctions u: x — %ezx, vix—6x%+2x—4 et w:x— 12x+2 sontde classe €' sur R,

1 2 Loyt 1), [ R

J= ,—e”(exﬁz,v—zx)‘ —7f ¥ (12x+2)dx =22 +2— > eb‘(12x+2)] +7f 1262%dx
2 o 2Jo 1 0" 1)y

1 3, 3

+2-2=1

14 5
=2e% 42— —e®+ -
4 2 2 2

Exercice

Pour aller plus loin : trouver une formule générale de [ e%*P(x) qui exploite les puissances
de « et les dérivées de P

Correction

b n _nk
f p= Y ¢ kljl [euup(k)(m_eabp(k)(b)]
a k=0 @

Primitives de P(x)In (Q(x))

/Savoir faire - f(x) = P(x)In(Q(x))
Pour f: t — P()In(Q(1)) out P est une fonction polynomiale, on peut
faire une intégrations par parties (IPP) en dérivant v: t — In (Q[t)) eten
intégrant u’: t — P(1).
On se retrouve alors en présence d’'une fraction rationnelle, que I'on sait
intégrer, en principe. ..

Exercice
Calculer

b
I =f xln(x2 +1)dx.
0
On pourra remarquer que x> = x(x2 +1) - x. ..

Correction
Les fonctions u: x — %xz et v:x— In(x? +1) sont de classe €' sur R,

bob 3 1 b
—f x—dx:—bzln(bhmf X xdx
o Jo x2+1 2 o x2+1

1 1 1
= b In(? + 1)+ =~ In(b? + 1) - = b?
2 2 2

1
Ip= Elen(xz +1)

3.4. Technique 2 : Changement de variables

Enoncé

Théoréme - Changement de variable

Soient I, J des intervallesde R, a, B € I,

Soient ¢p: I — R de classe C! telle que p(I) c Jet f:J— R (ouC) continue.
Alors

PB) B ,
f(t)dt=f fl@)¢'(x)dx.
$(a) a

Démonstration
Notons F, une primitive de f, on a alors :

) 5B ,
f f(Odt=F(p(@) - F@(P) = [Fodly :f flp)g' (x)dx.
pla@) «
car (Fod) =¢' x Flop=¢' x fop.O
¥ Analyse - Deux cas possibles

Deux cas se produise : une application directe de ce théoréme, ou bien une applica-
tion avec la fonction réciproque de ¢.
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1. Cas direct (ne nécessite pas la bijectivité) :
b
On doit calculerf fwdu.
a
On pose u = ¢(t), ol ¢ est de classe € sur [a, B], avec p@)=aetpPf)=b
etdoncdu=¢'(n)dr.
b p
insis [ pandu= [ gt e
a a
2. Cas indirect (nécessite la bijectivité) :
On doit calculerf fwdu.
a
On pose t = y(u), ol ¥ est de classe €1 sur [a,b), et bijective de [a, b] sur
[a, 1.
avec ¢ = u/’l, onadonc u=¢(t)
etdoncdu=¢'()dt= ———dt = y'(wdu=dr.
@' (1) ) ¥ (w)
Ainsi: fbf(u)du —fbf( gy 4t
“Ja Y ' (1)
Mais, c’est la pratique qui compte, pas d’apprendre ces formulations!
@Paur aller plus loin - Aire d’un cercle /~Savoir faire - Changement de variable - dans la pratique

Donner ['aire d'un cercle de rayon 1.

P(p)
On veut calculer f f(ndt.
P(a)

On considere d’abord (une certaine fonction) ¢, dont on démontre
qu'elle est 6! et bijective.

En fait, on calcule ¢/, et on démontrer qu’elle > 0 sur I = [a, f] (en-
tier) ou <O sur I.
Ensuite, on pose ¢ = ¢(x), on remplace alors

— fparel dpx) _d
X 13

J— J ! - _é .
dt par ¢'(x)dx (¢’ (x) ax ax écriture

dr
physicienne de Leibniz: dt = —dx.)

x
— tvarie de ¢(a) a ¢(p) par x varie de a a 8 (et inversement)
On peut faire un tableau

Exercice
Calculer par changement de variables les intégrales suivantes

/2 1
I=f xsin(xz)dx, ]=f V1-t2de
0 0

Correction
2
On considére ¢: ¢ — /7, de classe € sur IO, ”T],

On pose alors x = ¢(1), et donc, comme ¢’ (1) = -
1
2Vt

On considére v : £ — sin(1), de classe ¢ sur [0, %],
On pose alors x = (1), et donc, comme /(1) = cos(t)

2 1l
1:[ \/l—sinztxcos(t)dtsz (1+cos(2n) dt =
0 0

2

2
1 24 2
dlzlfcosl] =-(1-cos ™)
2 0 2 4

7214
I:f Visint x
0

1
t+ —sin(2¢
78 20

1 n
2 0

(C'est l'aire d'un quart de disque. . .)

Application : calcul de primitive

Soulignons I'importance que ¢ soit bijective pour exploiter ¢!...
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/~Savoir faire - Calculer une primitive par changement de variable
On cherche une primitive F de f sur I,
— on pose t = ¢(x) et donc dt = ¢'(x)dx o1 ¢ est une bijection de
classe C! de J sur I,

— on cherche une primitive G(x) = [ f(¢(x))¢(x)dx et on prend
F(1) =G~ ().

4 Exemple - Primitive de ¢ — ﬁ

- =L
Par exemple en posant x = , ona

dt 1 dx 1 1 t
5 = | —Z - =-arctanx+C=—arctan—+C
+a ax+l a a a

M Attention - Ne pas oublier de revenir a la variable de départ
Pour éviter les erreurs (oubli de revenir a la variable de départ...) on aurait

intérét a écrire
F) fx dt
=] —
. +a®

Exercice
Soit a € R. Donner une primitive de x — sz en faisant le changement de variable
(x*+a“)
— X
tant= 7. ) .
n r. i 1+tan® u=—5—
On rappelle que P
Correction
On pose tan@ = £, Ldr = (1+tan?0)do
x dr 1 [* dt 1 parctan(x/a) 1 arctan(x/a)
f = = —f cos?0d = f (cos20 +1)do
(2 +a?)” @ 1+(%?  a
1 71, x x . 1 x 2 x x .
=— I—sm[Zarctan—)+arclan—] +C=— [lan(arctanf)cos (arctan —) +arctan — | +C
2a% 12 a a 2a3 a a a
1 x 1 1 x ax+arctan £
=—a—x 2+—3arclan—+C:ﬁ
2%a 2 2a a 2a3(a? + x?)
a

Exercice

Aller plus loin : Donner I'expression des primitives de x — ————
(x% +a®)"

Correction

/Savoir faire - Bijection par morceaux
Lorsque le changement de variable doit étre bijectif, mais ne l'est que par
morceaux, alors

1. on cherche une primitive sur chaque morceaux d’intervalle

2. on «recolle » chaque morceaux en ajustant les constante de ma-
niére a ce que la primitive soit bien continue.

Lexercice suivant illustre ce savoir-faire.

Exercice
Donner I'ensemble de définition et calculer la primitive de /1: x — ———
2+cosx
On posera t = tan 5
Correction
h est définie et continue sur {x € R | cos x # —2} = R, elle admet donc des primitives sur cet ensemble.
1 1+tany
D’abord, pour tout x € R, h(x) = —z =

1-tar

3+tany
2+ ——%
1+tan’ 2

X 1+tan’ §
H(x):f ——Za
3+tan? §
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On réalise le changement de variable u = tan 5’ donc du = %(1 +tan? %)dt.

tan § tan ¥ tan ¥
2 2 2 2 du 2 u 2
H(x) f ,dusz > = — |arctan —

3+u? 3 1+ \% 2 V3 V3

JKeR, H(x) 2 ng K
eRR, X) = —=arctan| —— |+
s
MAIS le changement de variable posée : u = tan% n'est pas bijective sur R.
Il s'agit de bijection d'intervalle de la forme | — 7 +2 jm; w +2 j [ sur R.
Donc les solutions obtenues sont plutét :
z . X 2 tan %
3(Kj)jez € R, Vxel@2j-Dm@2j+ 1l Hx) = Earctan[fl +K;

Puis comme H est dérivable, elle est nécessairement continue donc continue en % +jm.

lim H(x)= lim J(x)
x—(@j+m* x—((j+Dm)~
Et comme, par composition des limites :

. X 2 tan % . 2 P
x—((zthl)n)* H(x) = x_((zlllyfl)”)+ % arcum[ 7 ]+Kj+1 = )/k@mﬁ arctan(y)+Kj41 = v
) 2 tan g 2 ™
Xa((zhjr?l)n)’ 7 arctan[ﬁ] +Kj= VETooﬁ arctan(y) + K = 75 +K;

On a donc, pour tout j € Z,
7 n
L
Vit
Donc Kj,1 =K+ % On reconnait une suite arithmétique : Kj = Ko + Zlng
vV Vv

+Kj

Et finalement, comme
. . x L X+ L xm
X€]Rj-DmRj+Dnle= - +1€)2j,2j+2[= —€]j,2j+1[=j= LfJ
n 2 2
on peut affirmer :

2 an¥) 2 2
IK(=Kp) €Rtelque: VxeR, H(x):zarclan[T;]+7’;x[%;J+K

Fonctions définies a partir de fonctions trigonométrique

/Savoir faire - Calcul pour f(#) = sin” t cos™ t avec n ou m impair
Pour f(#) =sin” tcos™ ¢, on peut linéariser, ou,

— si n est impair, effectuer le changement de variables u = cos t (ou
isoler un sin ¢ et dans sin”~! ¢ remplacer sin? ¢ par 1 — cos? ¢ puis
reconnaitre des primitives),

— si m est impair, effectuer le changement de variables u = sint (ou
remplacer cos? ¢ par 1 —sin? t).

Exercice
Calculer par changement de variables I'intégrale suivante

/2
f sin? ucos® udu
0

Correction
On pose t = sinu, de classe €1 sur [0, %I. On adonc dt = cosudu

ni2 1 1 11 2
f sin214c053ud1¢:f 2(1-P)de = Iflszt’] ==
o ) 3 5 lo 15

/~Savoir faire - Cas général (tan %)
D’une maniére générale, les changements de variables utiles pour les
fonctions construites avec de fonctions trigonométriques sont ¢ = cos x,
t=sinx, t=tanx, t = 1an§.

1-¢2
On rappelle que si ¢ = tan %, alors cosx = ——, sinx = ettanx =
ppefed 2 1+12 1+12
2t
1-2"
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Exercice
Calculer par changement de variables I'intégrale suivante

fn/z dr
n/3 sint

Correction
On pose ¢ =tan § de classe ¢ sur %, %].
2dt
Onadr= %(1+tan? §)dx, donc dx = —.
2 2 1+12

2 g 1241 2 1 odr 1
— = x dt= —=-In3
niz sine - Juv3 2t 1412 W3t 2

Simplification des calculs

Théoreme - Simplification des calculs
Soit f: [-a, a] — R(C) une fonction continue :
a

a
— sifestpaire,f f(t)dt:2f f(ndt;
-a 0
a
— sifest impaire,f f(Hdt=0;
— sif:R—RR (ou CBuest une fonction continue T-périodique,

b+T b a+T T
f(t)dt:f f(t)dtetf f(t)dt:f f(nde.
T a a 0

a+

Démonstration
Si f est paire,
a 0 a 0 a a
f f(t)dt:f f(l)dt+f f(t)dt:f f(—u)(—du)+f f(u)(du):zf fwdu
-a -a 0 a 0 0
—_— —
u=—t u=t

Si f estimpaire,

a 0 a 0 a a a
f f[t)dt:f f[t)dt+[ f(t)dr:f f(—u)(—du)+f Sw(dw) :f f(u)(du)—f fw)(du) =0
—a —a 0 a 0 0 0

u=-t u=t
Si f est T-périodique
b+T b b
f f(t)dt:f f(u+T)du:f fwdu
a+T a a
)
u=t-T

Notons n = I.%J,donchsa<(n+l)T:

a+T (n+1)T a+T (n+1)T-nT a+T—(n+1)T
f fmd;:f f(t)dHf fmdr:f f(t)dHf fode
a a (n+1)T a-nT )T

(n+)T—(n+1T

T a-nT a-nT T T
:f f([)dt+f f(t)dr:f f(t)dz+f f(r)dz:f fnde
a-nT 0 0 a-nT 0

d’apres la formule de Chasles O

7 Exemple - Réduction d’intervalle
Soit i, une fonction T périodique.

nT T
f i(t)dt:nf i(ndt
0 0

Variable dans les bornes de I'intégrale (composition)
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Hismire - Révolution newtonienne

La double découverte, par Newton, des lois de phy-
sique qui s'expriment sous forme d'équations différen-
tielles et des méthodes mathématiques pour les résoudre

/~Savoir faire - Variable dans le bornes de 'intégrale
1l arrive qu’on doit étudier des fonctions de la forme

f2(x)
g:x»—»f h(ndt
fito

, sans pouvoir exprimer explicitement H, une primitive de h.
Néanmoins, la simple existence de H, permet d’écrire :

g(x) = H(f2(x)) — H(f1(x))

Dont on déduit de nombreuses informations. Par exemple : g est déri-
vable si fi et f le sont. Et dans ce cas:

Vxe?, g =/fx)xh(fax)- fx)xh(fi(x)

Exercice
2x dr
Soit H: x — f . Etudier la parité de H. Montrer que H est dérivable sur R,
X V1+tt
calculer H' et dresser le tableau de variations de H. Déterminer les limites de H en +oo et
—00.
Correction

H(-x) fﬁzx d fzx —du H(x) en faisant le ch: t de variabl '

=X)= y———— == X) en faisant le changement de variable u = —1.
- 1+t e Vivud

Donc H est impaire. On étudie sur IR+, on appliquera la symétrie ensuite.

Lapplication g : ¢ —

7y est continue sur IR, donc elle admet une primitive G sur R.
1+¢
On a alors H(x) = G(2x) — G(x). Et par composition, H est dérivable sur R et
2 1
vxeR, H'(x)=2G@x) -G (x)=2g2x)-gx)

e—e 1
V1+16xt  V1+xt

Pour tout x >0,

H(x)<0—= —=3-12x<0e=>1-4x* <0

4 1
4 4
1+16x%  1+xt

1
H @) <0 (1-2:2)(1+21%) <0 = (1-VZ0)(1+V2x) 0= x€ o,ﬁ]
. 1 P 1
donc H est croissante sur [ 2], puis décroissante sur [ 7 +oo[.
Par ailleurs H(0) = 0 et par décroissance de t— — sur [x,2x],
V1+t
2% ] 2x— 1
0<H( < dr= 2L o X

- dr= <X -2
x V1+xt Viexd Vil x

Et par encadrement : lim H(x) =0.
x—+00

4. Equation différentielle (dérivation/primitiva-
tion tordue)

4.1. Vocabulaire

D’une maniére générale on appelle équation différentielle une équation fai-
sant intervenir les dérivées successives d'une méme fonction, elle est du pre-
mier ordre si elle porte sur la fonction et sa dérivée premiére, du second ordre
si elle porte sur la fonction et ses dérivées premiére et seconde...

La résolution d'un probleme de Cauchy est la résolution d'une équation dif-
férentielle avec des conditions initiales.

Plus précisément :

a permis [a révolution scientifique en Zumpﬁ.lf’ enﬂ'n&;

oy . . - L9
deux siécles, les techniques se sont affinées et la mai-
trise de tous les phénoménes de sciences physiques s'est
élargies. Au milieu du XIX-iéme siécle, les scientifiques
croyaient au déterminisme totalement compris (['avenir
totalement écrit sous nos yeux). ..
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Définition - Equation différentielle linéaire du premier ordre

Une équation différentielle (E) est dite linéaire et du premier ordre si elle
s'écrit a()y' + B(0)y = y(t) ou a, B,y sont trois fonctions définies sur un
intervalle I de R (a valeurs dans R ou C).

Elle est dite normalisée si elle s’écrit y' + a(t)y = b(r) ou a,b sont deux
fonctions définies sur un intervalle I de R (a valeurs dans IR ou C).

b(t) (ouy(1)) estle second membre, I'équation est dite sans second membre
ou homogenesi la fonction b est nulle.

e Remarque - Mise sous forme normale
Sia ne s'annule pas sur 1 [équation différentielle a(t)y' + B(£)y =y () se raméne a une
équation normalisée.

Définition - Probleme de Cauchy du premier ordre

On appelle probleme de Cauchy du premier ordre la donnée d'une équa-
tion différentielle du premier ordre et d'une condition initiale y() = yo out
toeR et ypeC (ouR).

Définition - Solutions
Soit f une fonction de I dans C.
[ estsolutionde (E) a(t)y'+ B(t)y=y(t)si

(1)  f estdérivable sur I,
() Veel, a@f (O+p@f@)=y@.

On pourra noter Sg 'ensemble des solutions de (E).

Résoudre I'équation différentielle (E) c’est donc déterminer 'ensemble Sg,
c’est-a-dire trouver toutes les solutions sur 1.

On appelle courbe intégrale de (E) la courbe représentative d'une solution
de (E).

e Remarque - Convention réelle
‘En ['absence d'indications contraires, si les fonctions a, B,y sont a valeurs dans R, on
notera Sg ['ensemble des fonctions de I dans R qui sont solutions de (E).

Définition - Solution d’'un probléme de Cauchy
Résoudre le probleme de Cauchy défini par (E) et y(#) = yo, c'est détermi-
ner toutes les solutions f de (E) vérifiant f () = yo.

e Remarque - Une/la solution?

On parle souvent de solution particuliére de (E), il s'agit en fait d'UNE fonction qui
est solution, par opposition a solution générale qui est [a forme générale des solutions. Par
exemple, t — €3, t — 4e3" sont des solutions particuliéres de y' = 3y alors que t — 13t
est [a solution générale.

/“Savoir faire - Découper I pour avoir des équations normalisées
Si a s’annule sur I, on cherchera a découper I en plusieurs intervalles
ouverts sur lesquels elle ne s’annule pas pour se ramener a des équations
normalisées.
Ensuite on cherchera les solutions sur I par «recollement », c’est-a-dire
que'on regardera, parmiles fonctions définies par morceaux sur chacun

|&) Histoire - Louis-Augustin Cauchy

2 AUGUSTIN

2 CAUCHY fla)m i T8 1@ g

S TRl L R ir e
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Louis-Augustin Cauchy (1789-1857) est un mathémati-
cien frangais aux intéréts trés large en mathématiques.
Son attitude face aux événements politiques contempo-
rains ['a beaucoup isolé, sans totalement le marginali-
ser; probablement grice a son génie. On le retrouvera d

de nombreuses reprises tout au long de ['année.
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@Pout aller plus loin - Simplification de pro-
bléeme

des intervalles, celles qui sont dérivables sur I (probléme aux points de
I recollement, c’est-a-dire ceux ol a s’annulait) et vérifient (E) sur I.

Le principe suivant est d’'usage fréquent en physique : il permet de s’intéres-
ser a des seconds membres simples.

Proposition - Principe de superposition des solutions

Si le second membre de I'équation (E) est de la forme b(t) = by(£) +---+
by (1)

et si 'on connait des solutions particulieres y,...,y, des équations avec
les seconds membres by (1), ..., by, (1),

alors une solution particuliére de (E) est y =y + -+ + Jp.

Démonstration
On exploite la linéarité de I'équation différentielle linéaire.
Ona
V4ay= @+ + ) +a@+e+ jn)
=G T+ Gyt ag) = b+ by=b
(m]

4.2. Equation différentielle linéaire d’ordre 1

Principe

On considere désormais 1'équation différentielle linéaire normalisée
(B) V' +ay=b)

ol a et b sont continues sur I, intervalle de R.
Dans la suite I désigne R ou C.

«*Heuristique - Démonstration et savoir-faire. Que retenir?
Pour les démonstrations, nous allons décomposer I'application F, : 2(R) — 2(R), y —
Y+ ay en applications, plus ou moins inversible. Nous verrons alors que I'équation diffé-
rentielle est une dérivation «tordue ».

A la fin du cours, nous donnerons une méthode qu’on appliquera directement lors des
exercices.

Sauf pour les exercices théoriques (du type inégalités différentielles).

Analyse

ye Analyse - Décomposition de F,
Notons D: y — y' et pour une application & quelconque ¢y, : y — exp(h) x y.
Alors :
1. ¢_popp:y—exp(—h)x(exp(h) x y) =exp(-h+h) x y =y =id(y).
Ainsi ¢_j 0@y =id = ¢ 0¢@_j. Donc ¢y, est inversible et w;l =¢_p.
2. ¢_poDogp:y— exp(-h)lexp(h)yl = exp(-h)[Wy+y'lexp(h) =y + h'y =
Fiy(y).
Ainsi: @_poDogy = Fj.

Ainsi, si a — h' donc A — h UNE primitive de a :

Fa(y)=b<=¢_p0Dogpa(y)=b<Doga(y)=palb)

Le probleme : D n’est pas bijective. .. Il faudra gérer des constantes. ..
On continuera cette résolution plus loin.

e Remarque - Non commutativité de D et ¢ 4
Malheureusement, onn'a pas Fa=@_poDopa=Dop_sopa=D.
Cest [a o1k on voit que ['équation différentielle est une dérivation tordue. ..

OFf Teficonire tOnjours e ique te diagrarmine
suivant ot un probléme M (une matrice pﬁ‘lg(er'npgr
est transformé en un probléme D (matrice diagonale
par exemple) plus simple d résoudre.
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Exercice
Résoudre (E) (1+1t2)y'+4ty=0sur [=R.

Correction
4t

Sous forme normalisée (et homogene) : y' + o2 ¥y =0, l'équation est définie sur R (1 + 2 # 0).
+

4t 5

On note alors a(t) = 5 de primitive A(f) = 2In(1 + 2).

Onadonc Dog4(y) =exp(A(t)) x 0 =0, donc il existe C € R tel que y = ¢_ 4(C) = Cexp(—A).
2 N

Les solutions de (E) sont donc ¢ — Ce~2In1+1%) = (1+(;2)2'

e Remarque - Comment retenir I'ensemble des solutions?
On dispose d'une méthode intuitive (mais qui n’est pas une démonstration car elle suppose
que ['on sait que les solutions y ne s’annulent en aucun point) pour retrouver le résultat

J
dans le cas des fonctions d valeurs réelles (c'est-d-dire lorsque IX = R)) en écrivant J;/((;) =
—al(t) et en primitivant.
J
Yo =—a(t) =Iny®)=-A()+K
y(0

= (1) = exp(—A(#) + K) = Ce™*® avec C = eX

On écrirait plutét, heuristiquement :

el Y =1y +aylel *=0= ye/ " =K = y=Ke /©

M Attention - Variable x, variable 12
Nous avons noté y la fonction de la variable ¢, mais 1'on peut bien évi-
demment avoir d’autres notations, par exemple y fonction de la variable
x (équations différentielles donnant I'ordonnée en fonction de I'abs-
cisse) ou x en fonction de ¢ (équations différentielles donnant I'abscisse
en fonction du temps) ou encore z en fonction de ¢ (équations différen-
tielles donnant Iaffixe en fonction du temps).

Structures des solutions et méthodes

Théoréme - Structure de 'ensemble Sg

La solution générale de I’équation (E) est la somme d'une solution parti-
culiere et de la solution générale de I'équation homogene associée (H), ce
qui peut aussi s’écrire :

Si y (alire « y tilde ») est une solution particuliere de I'équation (E) alors

Sp={t—Ce™V+5(n; CeK}.

e Remarque - Existence

Insistons : L'existence d'(au moins) une solution est donnée par la forme de [‘équation (E) :
— normalisée,

— avec a continue (admettant une primitive - plus exactement)
— avec b continue (t — b(t)e? admettant une primitive - plus exactement)

Démonstration

Soit y une solution particuliere. On a donc ¢_ 40 Do@(7) = b.
Donc I'équation devient :

Doga(y)=Deogu(y) <=3 CeRtelque pa(y) = C+@a(7)

En exploitant I'inverse de ¢ 4, on trouve Sg, (et il y a équivalence donc égalité d’ensembles). O

@Pour aller plus loin - Equation a variables
séparables

La méthode présentée dans le q rete-

nir ['ensemble des solutions ?Jest celle proposée dans le

cas des équations d variables séparables : y' x f(y) =

g(1). Avec un de il s'agit d'un

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2

26/202Tcul dintégrale (présenté ainsi, cela fonctionne
mieux). ..

En 1840, le mathématicien belge Pierre Verhulst pro-
pose un modéle de dynamique de population qui conduit
a [équation
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Trouver une solution particuliére j

§e Analyse - Résoudre I'équation

Continuons notre résolution. Nous en étionsa ¢_goDo@4 =b.

Donc en remplagant par leur valeur : Do @4(y) = be?, qu'il faut intégrer a une
constante pres.

t
Notons eAmy(t) :f b(we™du + K, donc

t
Y= KeAO M—Amf b(w)eA dy

solution h

solution particuliere

Si b = 0, on a bien une solution homogene avec le premier terme de cette somme-
solution.

Lenjeu est donc maintenant de trouver une solution particuliere, peut-étre
plus simplement. ..

On doit a Lagrange la méthode de la variation de la constante qui répond
explicitement a cette question (parmi d’autres méthodes).

/~Savoir faire - Comment trouver une équation particuliére? Méthode de
«variation de la constante »

D’apres le théoréme précédent, ce qui reste est de trouver une solution
particuliere.

Sans indication donnée par I'énoncé, la méthode classique a suivre est la
suivante :

1. On normalise I'équation différentielle. Cela peut nécessiter une
étude sur plusieurs intervalles.

2. Onrésout I'équation différentielle homogene : y = Ce™4()

3. On cherche une solution particuliére :

en cherchant une solution évidente,

en utilisant le principe de superposition des solutions,

— en essayant des fonctions simples (polynomiales lorsque a et
b le sont, trigonométriques lorsque a et b le sont...),

— en faisant varier la constante C, c’est-a-dire sous la forme

Fit—C()e

(La constante C devient variable : « méthode de la variation de
la constante »).

Le calcul (a refaire a chaque fois - il permet de vérifier la bonne
résolution de I'équation homogeéne) conduit a :

C’(t) — b(r)e‘“”

C’est un «simple» calcul de primitive

4. Les solutions générales sont alors de la forme

y:t— (K+C(£)e A0

avec C définie au point précédent

Probleme de Cauchy
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Théoréme - Probléme de Cauchy

Soit foe Iet yp e K.

11 existe une unique solution sur I de I'équation linéaire normalisée (E)
¥ +a(0)y = b(1) vérifiant la condition initiale y() = yo.

Démonstration

Les solutions de (E) sont de la forme y = 7+ Ce~ A" avec C constante «a déterminer ».
On aalors y(tg) = yo = J(tg) + Ce~A0), donc C = (yg — 7(19)) A0,

Ce calcul donne une et une seule solution car e~4(0) > 00

e Remarque - Résoudre un probleme de Cauchy
Pour résoudre un probléme de Cauchy, on résout (E) puis on cherche la solution vérifiant
y(to) = yo.

Applications. Cas classiques

Exercice
Résoudre (E) )y +ty=t.

Correction

1. Léquation est sous forme normalisée.
_lp2

2. Léquation homogéne est y' + ty = 0 de solution ¢ — Ce™ 2 e

3. Une solution particuliére de E est y = 1
Lensemble des solutions est donc { t—1+Ce”

Exercice
Résoudre (E) z'=(1+i)z—2it?+2.

Correction

. Léquation est sous forme normalisée. A noter qu'ici z: R — C
. Léquation homogene est z’ — (1 + i)z = 0 de solution £ — Ce1+1)f = Cel el

N

3. Le second membre est une fonction polynémiale de degré 2 : t — —2ir2 +2.
On cherche une solution particuliére de la méme forme : Z(t) = A2 +Bt+C
20 -+ D21 =—AQ+ )2+ 2A-BA+ D)t +(B-C(1+10) = —2it* +2
En identifiant : A = % =1+1i, puis B =2 et C =0, une solution particuliére : Z : t —
A+ +2t
(On peut/doit vérifier)

Lensemble des solutions est donc {t-— 264+ (1+0) 2 +Cel*D Ce C},

[MAttention - Ensemble des solutions particulieres selon le second
membre
Attention, si le second membre est colinéaire a la solution homogene, il
faut alors chercher une solution particuliere de « degré » plus élevé...

Exercice
Résoudre (E) y'+y=2e*+4sinx+3cosx.

Correction

1. Léquation est sous forme normalisée.
2. Léquation homogene est y' + y = 0 de solution ¢— Ce™*.
3. On applique la méthode de la variation de la constante pour trouver une solution particuliére
@) =Clxe*.
7' () + 70 = C' (e~ =2¢" +4sinx +3cosx
Donc C'(x) = 2¢2* + 4sin xe* + 3 cos xe*, fonction a primitiver. On commence par primitiver
(cosx+isinx)e® = e1+)X gn ;e““‘)x = ﬁ(1 —i)(cosx+isinx).

i
En prenant les parties réelles et imaginaires :

x x
e . . e .
f cosxe’dx = > (cos x +sinx) f sinxe*dx = - (—cosx +sinx)

@Paur aller plus loin - Courbe intégrale
Cela signifie également qu'il existe une unique courbe
intégrale passant par le point (1o, Yo).
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On adonc C(x):e2x+2ex(fcosx+sinx)+%ex(cosx+sinx):ez“+e"(%sinxf%cosx). . 1 S%CZO
Elle est donc continue en 0. Or 11m+ y()=4 +oo siC>0 .
) 1 . =0 -0 siC<0
Lensemble des solutions est donc {X ="+ 5(7sinx—cosx)+Ce™ ¥, Ce ]R'}- Il est donc nécessaire que C = 0 et dans ce cas y(f) = 1, pour tout ¢ = 0.
De méme [lirgf y(8) =1 (pour tout C'). Donc y est bien continue en 0
/’Savoir faire - Etudier une inéquation différentielle Il faut aussi que y soit dérivable sur I, donc dérivable en 0. Or y'(f) = 0, pour tout ¢ > 0,
1
Supposons qu‘gn ait l'inéquation y’ +ays< b. alors que pour tout £ <0, y'(£) = ;%Cet Pard 0 (comment lever I'indétermination ?).

On reprend les notations précédentes, avec @y, : y — (£ — e x y(1)).

Onag_soDopaoy<bouencoreY uel:(Dogs)(y) ()< e ™ b(u) car 1 sir=0

e*>0 {tw { 1 ,CeR}
- . NPT 1+Cet  sit<0

Puis par croissance de I'intégration pour ¢ = f; :

Bilan : 'ensemble des solutions y (fonctions de classe ‘61) solutions de (E) sur I contenant 0 est

t Notez bien la méthode de recollement!
A (D) —pay)(f) < f b(we ™ du. @ Remarque - Regle de IHospital

o If n'est pas rare que pour faire le recollement, nous ayons besoin de la régle de L Hos-
pital pour lever ['indétermination que ['on obtient en calculant, pour s frontiére de I

t
Et donc y(1) < e =40 y(15) + e”“”f b(w)e“du.
I c(t)=b()y(1)

0
(La constante fj est arbitraire, il faut nécessairement en fixer une!). lim,—sy' (1) = lim,_

On reconnait une solution de I'équation différentielle pour le cas fron- 2 utiliser, sans modération ! a(t)
tiere. ! ’
- - 4.3. Equation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
@P our aller plus loin - Inéquations Cas d’'une équation non résolue. Probléme du recollement constants
Souvent les inéquations se transforment en de nouvelles
inégalités, oil les cas frontiéres sont exactement obtenus _FSavoir faire - Cas non résolue Enoncé
avec les solutions de ['équation identique (< transformé )y i . . )
en=). ! ! % A résoudre une équation a(#)y’ + b(1)y = c(t) sur I avec a qui s'annule KK désigne toujours R ou C. Insistons : ici a, b, c sont constants, a # 0 (sinon
sur I. on revient au cas précédent).
1. On étudie I'équation sur des sous-intervalles de I o1 @ ne s’annule Lannée prochaine, vous élargirez ce point de vue.
pas. — - - - -
Par exemple si a(t) = t et I = R; on étudie sur R?. et surR*. Définition - Equations différentielles linéaires du second ordre a coef-
. . . P ficients constants
2. On ot'ment une famille de s'olutlons, paramétrée sur chacun des Soient (a, b, ¢) € K3,a # 0 et u: I — IK une fonction continue sur I'intervalle
sous-intervalles par une variable a (par exemple). TdeR

3. On essaye de «recoller» les solutions. Pour cela, on regarde les
limites de y et de y’ au voisinage du point # qui annule a de
maniére a étudier la continuité et la dérivabilité de y en fo.

On dit qu'une fonction f : I — K est solution de I'équation différentielle du
second ordre a coefficients constants

Souvent ces limites dépendent de la valeur paramétre a. () ay"+by +cy=u(t)

Dans la suite du cours : le théoréme de prolongement de classe €' et i

les méthodes de calcul asymptotiques seront tres utiles pour résoudre ce s

probleme (1) f est deux fois dérivable sur I

) () Ytelaf'®)+bf' (1) +cf(1)=ult)

Exercice
Résoudre I’équation tzy’-#y =1 sur un intervalle I de R (on discutera suivant la position Léquation ar+br+c=0est appelée équation caractéristique associée.
de 0 par rapport a I).
Correction

Résolution de I'équation homogene associée

. Léquation n'est pas sous forme normalisée. Il faut diviser par 12, cela n'est possible que sur
* *
RS etsurRZ. T On consideére donc I'équation homogene (H) ay” +by +cy=0 a#0.
L'équation normalisée est alors y' + =y = =5. e
§ . eyt N N §e Analyse - Composition de F_, 0 F_g
On considére donc, pour la suite, I un intervalle de R} ou de RZ. N i
Conservons les mémes notations et comme a, b et ¢ sont constants, prenons des

1
2. L'équation homogeéne normalisée est y' + %zy: 0 de solution ¢t — CeT . primitives affines.
3. Une solution particuliére de E est y = 1 Onadonc (F-qoF_p)(y) = (' = py) —a(y' = p) = y" ~ (a+ Py +aPy.
1 S 1 Et donc, en reprenant les formules de Viéte : a et § sont les racines 2—(a+ Px+ap.
4. Lensemble des solutions estdoncsur R% : {t—1+Ce?,CeRpetR* :{t—1+C'e?,C’'eR L ) R 2
Considérons donc les racines a et § du polynéme ax“ + bx+c¢ = a(x—a)(x— f).

On a trouvé une solution sur tout intervalle de R, sur tout intervalle de RX.

Alors, aF-q o F_g(y) = ay” +by'+cy.
Est-il possible d’avoir une solution sur un intervalle de R (contenant 0)? Pour cela on pratique un

Cette analyse ne marche pas lorsque les racines sont les mémes : a = .
recollement : 4 . . . .
i , 1 On étudie les cas particuliers selon la nature des solutions (double ou
Soit y une telle solution, alors il existe C,C’' € R tel que : V>0, y(f) =1+ CeT et Vit <0, . 3 ) s . L. N
) simples, complexes ou réelles) de I'équation caractéristique associée a
Y =1+Clet. s . N
Cette fonction y est nécessairement de classe €' sur I R. I'équation homogene.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027 AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027



176

Fonctions primitives et équations différentielles

Théoréme - Cas complexe
— Si ar? + br + ¢ = 0 posséde deux racines distinctes r; et r, alors
I'ensemble des solutions a valeurs dans C est :

Sy= {t»—»)Le"’+ue’2’;(l,u) ECZ}

— Siar?+br+c=0posséde une racine double ry € C alors I'ensemble
des solutions a valeurs dans C est :

Sa= {t»—~ A+pune™; (A, ECZ}

Démonstration

Notons ry et r; les racines de ax? + bx + ¢ = a(x - r1)(x - r2). (On peut avoir ry = rp).
Alors y solution de ay” + by +cy =0 <= F_y,.; 0 F_p,.+(y) =0.

Sil'on compose (comme précédemment), ona:

ay"+by +cy=0 <@ .;oDog-r1-to@r,toDop—ra-1(y)=0

<=3 Cy eCtelque oDog—ry-t(y) = Cyexp((r] —r2)t)
<=3 CeCtelque oDog—ry-t(y) = Cyexp((r] —r2)t)

— Siry=ry,ay"+by +cy=0<3C,C2eCtels que y = (Cy t+ C2) exp(rat).
— Sir #ra,ay"+by +cy=0<>3C,Cy € Ctels que y = —— exp(ry - 1)+ Cp exp(ra-1).
Lt

-
o

Pour le cas réel, la partie correspondant aux racines complexes (A < 0) est
plus subtile.

Théoréme - Cas réel
On suppose ici a, b, ¢ réels, a # 0.
— Siar?+br+c=0 possede deux racines réelles distinctes ) et r, alors
I'ensemble des solutions a valeurs dans R est :

Sy = {t—~)Le"‘+ye’2’;()L,m e]RZ}

— Siar?+br+c=0possede une racine double ro € R alors I'ensemble
des solutions a valeurs dans R est :

Su= {t»—» A +ue™5 A, w EIRZ}

— Siar?+br+c =0 possede deux racines complexes conjuguées a+if3
et a — i alors 'ensemble des solutions a valeurs dans IR est :

Sy = {t—»Ae"’cosﬁt+ye“‘sinﬁt;(/l,u) E]Rz}

Pour la démonstration, commengons par un lemme

@Pour aller plus loin - Paramétres
Considérons [‘équation aux paramétres physiques : y'"' +
%y’ + wéy =0.
2

— @0 — 2

onan=(%2)"(1-4?).
— siA<0 Q> L): régime périodique,
les  solutions sont de la  forme
_Wo

¢ 20" (Acoswt + @) avee w =

%\/QZ—%. Comme w0, Q > 0, les

solutions sont oscillantes, bornées et de

Lemme - Solution réelle d’'une équation réelle

Soit (H) I'équation différentielle homogene ay” + by’ + cy =0ou (a,b,c) €
R3,a#0.

Si f est solution de (H) a valeurs dans C alors Ref est solution de (H) a
valeurs réelles.

Plus précisément 'ensemble des solutions réelles de (H) est exactement
I'ensemble des parties réelles des solutions complexes de (H).

fréquence w = % \/Q2 - % AP - Cd
— siA=0(Q=1}): régime critique,

les solutions sont de la forme e”0 L(At+B)
— siA>0(Q< 1): régime a-périodique,

les solutions sont de

la
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Démonstration
Démonstration du lemme :

On rappelle que a, b, c € R.Supposons que f = f +i f est solution de (H).
Alors

0=af"+bf +cf = (afg +bfy+cfr)+i(af] +bf]+cfr)

Donc af +bfj, +cfr =0et fg estavaleurs réelles.

On a donc : toute partie réelle de solutions complexes de (H) est une solution réelle de (H).
Réciproquement, si f est une solution réelle de (H),

alors f + i0 est une solution complexes de (H) dont f est la partie réelle.

Démonstration du théoréme :
Les deux premiers cas se déduisent du cas complexe.
Supposons donc que le discriminant de I'équation caractéristique A < 0.
Léquation caractéristique est a coefficients réels donc les racines sont conjuguées : a + iff et
a—ip.
Les solutions sur C sont de la forme

£t APy yo(a-ip)t
La partie réelle est alors une solution de (H) sur R :
r— %(/47)(:) = %M +et Py %(ﬂwe“”’”

£ ¢! (Re(A+ ) cos(Bn) + Im(yu— Dsin(B)
[m]

e Remarque - Autre expression pour le cas A <0 .

Dans le cas des racines complexes conjuguées, on peut poser A+ it = Ae™, 0t A= 0 et
¢ € R. Les solutions s écrivent alors t — Ae®! cos (Bt + ¢)

Clest un cas souvent préféré en physique.

e Remarque - Base d’'une espace vectoriel

Dans tous les cas (réel ou complexe) Sy = {lf] +pf; (A, € ]Kz} ot fi et f> sont deux
fonctions déterminées par ['équation caractéristique associée. On dira que la famille (f1, f2)
est une base de Syy.

On en déduira que Sy est un espace vectoriel de dimension 2 (=nombre de vecteurs de la
base).

Exercice
Résoudre les équations différentielles suivantes (on cherchera les solutions réelles).
1.y =aly
2. yrr - 7(412)/
3. y"-4y'+13y=0
4. y"-ay' +4y=0

Correction

1. Léquation caractéristique est x> — w? = 0, de racine .
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme ¢ — Ae®! + A’e™®!, avec
AAER

2. Léquation caractéristique est X% +w? =0, de racine 0 + iw.
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme ¢ — Acos(wt) + A sin(w1),
avec A, A'eR

3. Léquation caractéristique est ¥ —4x+13= 0, de racine 2+ 3i.
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme ¢ — &% (Acos(31)+A'sin(31)),
avec A, A€ R

4. Léquation caractéristique est x% —4x+4=0, de racine double 2.
Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme ¢ — (A + A'ne?ls, avec
AAER

Résolution avec second membre

On considere I'équation complete (E) ay” + by’ + cy = u(t) avec (a,b,¢) €
K3,a#0.
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Fonctions primitives et équations différentielles

Théoréme - Structure de 'ensemble Sg

La solution générale de I'équation (E) est la somme d’une solution parti-
culiére et de la solution générale de I'équation homogene associée (H), ce
qui peut aussi s'écrire :

Si y est une solution particuliere de I'équation (E) et (fi, f>) une base de Sy
alors

Sp= {tHAfl(t)+yf2(t)+)7(t); (A1) e]Kz}.

Démonstration
On démontre que y —  est solution de (H) et donc de la forme A fi (1) + pfo(£) O

@Pour aller plus loin - Méthode de Laplace
On note £ : f — F, telle que F : p —

+00
f(t)e’pldt On montre (IPP) alors que
ZL(f)(p)=pfp)-fOF).

On transforme ainsi une dérivation en un produit et
done [équation ay” +by' +cy =g se sf en

Proposition - Principe de superposition des solutions

Si le second membre de I'équation (E) est de la forme u(t) = uy () +--- +
un(t)

et si I'on connait des solutions particulieres y;,...,¥, des équations avec
les seconds membres u; (), ..., u, (1),

alors une solution particuliere de (E) est y =y + -+ + Jp.

(ap®+bp+c)F(p) = G(p)

G(p)
ap®+bp+c
quer £V 4 F pour trouver la valeur de f ...

et donc F(p) = , il reste donc a appli-

@Pour aller plus loin - Equations en physique

1. Dans un circuit RC ou RL, T étant la

constante de temps, E(t) la tension fournie

par un générateur, le signal de sortie y vérifie
léquation différentielle :

L1
Y +;Y=E(Z)

™

On considére un circuit comprenant, en série,
un condensateur de capacité C, une résistance
R, une inductance et un générateur fournis-
sant une tension complexe U(t) = Ugej‘”’

(o j2 = —1). L'intensité du courant dans le
circuit est alors solution de ['équation différen-
tielle :

3. Une masse ponctuelle m suspendue d un res-
sort glisse le long de ['axe (OY) orienté vers le
fhaut. Le ressort est étiré jusqu’a une position
Y = Yo puis laché a Uinstant t = 0. La masse
ponctuelle est soumise a son poids —mg, d la
force de rappel —Kky, a la force de frottement
7K% . On obtient ['équation différentielle :

ey
E) m—+K—+ky=-m,
(E) FE P 4

[ Remarque - Démonstration

Il s ‘agit exactement de la méme démonstration que dans le casn = 1.

Ce qui compte ici c'est [a linéarité. (Le fait que les coefficients soient constants ne changent
rien concernant ce théoréme de superposition)

Avec second membre : exponentielle-polynome

On va s'intéresser au cas ou u(t) = ™ P(t) avec m € C et P une fonction
polynomiale a valeurs complexes.

_/Savoir faire - Second membre e P(t)
Soit m € C et P une fonction polynomiale de degré n. Alors on peut
trouver une solution particuliere de I'équation

(E) ay"+by +cy=emP(1)

de la forme y(1) = e™'Q(¢) ol Q est une fonction polynomiale
— de degré n si m n'est pas racine de ar? + br +c=0
— de degré n+1si m est racine simple de ar? + br +c=0
— de degré n+2 si m est racine double de ar? + br +c=0

Démonstration
Le calcul donne :
a7 (1) + by (1) + cJ(1) = [(am® + bm +)Q(1) + Ram + b)Q' (1) + aQ" ()] ™!

Si d = deg(Q), alors deg(Q") = d — 1 et deg(Q") =d - 2.

Fest solution de (E) < ¥ ¢ € I[(am? + bm + )Q(1) + Ram+ b)Q' (1) + aQ" (1)] = P(1)

Nécessairement les polynomes doivent étre de méme degré. Donc :
— si mn’est pas racine de ar +br+c=0, deg(Q) =deg(P)=n
— si m est racine simple de ar? + br + ¢ =0, donc 2am + b # 0, alors deg(Q') = deg P, donc
d-1=n,ie.d=n+1
— si mestracine double de ar? + br + ¢ = 0 donc 2am + b = 0, alors deg(Q") = deg P, donc
d-2=n,ie.d=n+2
La condition d’existence donne I'unicité (analyse). Il faut vérifier 'existence (synthése). Il s’agit
alors d'un systéme inversible de n équations a n inconnues a résoudre. O
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ye Analyse - Polynome x fonction trigonométrique

On peut utiliser ce qui précede pour le cas o1 (a, b, ¢) € R3 et u(r) = e (P(1) cosfBr+
Q(1)sin Bt) avec P, Q des fonctions polynomiales a coefficients réels.

Dans ce cas le second membre est de la forme T[t)e(‘”iﬁ” ol T est un polynéme
complexe.

Or ce second membre est a priori réel. Le calcul suivant donne :

e (P(t)cos Bt + Q(1)sin Bt) = Re((P(1) — iQ(1))e@+P ’)

on en déduit que T = P(¢) + iQ(¢) et on peut chercher une solution particuliére (sur
C) de la forme R(r)e®* P! avec:
— degR=degT sia+if nest pasracine de ar? + br + ¢ =0
— degR=degT sia+if estracine simple ar? + br +c =0.
(Elle ne peut étre racine double, sinon I'équation serait a coefficients com-
plexes)
Si ¥ est une solution a valeurs complexes de 1'équation avec le second membre

(P() - iQ(e)e@+P? alors Re(y) est une solution particuliere a valeurs réelles.

/Savoir faire - Second membre de la forme e% (P (1) cos ft + Q(¢) sin 1)
On peut trouver (par identification) une solution particuliére de I'équa-
tion

(E) ay"+by' +cy=e*(P(t)cos(Bt) + Q(t)sin(B1)

de la forme y(t) = e (T(t)cos(Bt) + R(1) sin(ft)) ou T et R sont des
fonctions polynomiales
— de degré n = max(deg(P),deg(Q)) si a + if n'est pas racine de
ar?+br+c=0
— dedegré n+1 = max(deg(P),deg(Q)) +1 si a +if est racine simple
dear®+br+c=0

Exercice
T. Résoudre "' —y' -2y =3e~ " +1.

2. Résoudre ¥ +2y' +5y = cos? 1.

Correction

1. Léquation homogeéne est (H) y” —y' -2y = 0 d'équation caractéristique 12 —r—2 = (r —
2)(r+1).
Les solutions de (H) sont de la forme — Ae?! + A'e™".
En exploitant le théoréme précédent et le principe de superposition, on cherche une solution
particuliére sous la forme
yit— Cite ' +Cy
Or
70 -7 (0 -2§0) = Cll(-2-D+1+1-21le” + G = -3C1e™" + G,

Donc C; = —1 et C, =1 et les solutions de (E) sont :

t—Ae P 4 (A -pe"+1  avec A A €R

N

. Léquation homogene est (H) y" +2)' +5y = 0 d'équation caractéristique r2 +2r + 5, de dis-
criminant A = —16 et donc de racine —1+ 2i.
Les solutions de (H) sont de la forme t — e~ !(Acos2t + A'sin21).

1
En outre cos?r = E(cosZZJr 1), donc le second membre est (en partie) de la forme

e (P(t)cos Bt +Q(1)sin 1), avec a =0, f=2, P(f) = % et Q(2) =0.
Pas besoin de monter en degré et on peut donc chercher une solution particuliere de la forme

yit— Cycos(21) + Cosin(21) + C3
Or
(0 +27 (1) +5(1) = (C) +4C) cos(21) + (C2 —4Cy)sin(21) +5C3
Donc C; = %, Cy= % etCy = % et les solutions de (E) sont :

1 1
t— e '(Acos2t+ A'sin21) + E (cos2t +4sin2t) + o avee AAER

Résolution du probleme de Cauchy
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Fonctions primitives et équations différentielles

Théoréme - Conditions initiales

Soit (E) ay” +by'+cy=u(t) avec (a,b,c) e K3, a#0et u: I — K del'une
des formes précédentes (exponentielle-polynome...).

Soit (f, yo, yg) € I x K x K.

Alors il existe une unique solution f: I — KK telle que f(to) = yo et f'(to) =
Yo

Le principe de la démonstration est simple : les deux conditions initiales
fixent les deux valeurs des deux variables libres A et p.

Mais la démonstration est pénible selon la nature des racines de I’équation
caractéristique.

Nous nous contenterons du cas A # 0

Démonstration

Supposons que A # 0. Soient a, f les deux racines de ax? + bx +c.
Notons F_q:y—y —ayetF_g:y—y - py.

On ales équivalences :

'
ysolution de E <= F_qoF_p(y) = u <=3 CeRtqF_g(y): t— Ce”””"]-#e”("’“)f v(we “du
fo

30, C" eRtqy: t— C" P10 4 /=10 Ly (p)

ol V est une fonction explicite, qui dépend de v, a et §:
r s
Uit eﬂ'f elaPs [f u(u]e"’”‘du] ds
fo o
Les conditions initiales précisent ensuite les valeurs de C’ et C"".
C’est un systeme de deux équations a deux inconnues a résoudre : c " = Utio)
¥ q N aC +BCT U
1l est de Cramer car a # f3.
[m]
Exercice
Résoudre le probléme de Cauchy : " -2y’ +y = te! avec les conditions y(0) = 0 et
YO =1
Correction
Léquation homogéne est (H) y"' -2y’ + y =0 d'équation caractéristique r2-r+l=(-1>2
Les solutions de (H) sont de la forme ¢ — (A+ A't)e’.
En exploitant le théoréme de la partie précédente, on cherche une solution particuliére sous la forme
Fit— (C P +Coid)et
Or
7 -27 (O +7(0) = [C1 (2 =22+ 2) + (4t —40) + 2)] + C3 (12 =385 + 1) + (612 - 61%) +6tJ) et
Donc C; =0etCy = % et les solutions de (E) sont :
1
t'—'(A+A’t+gt3)6x avec A, A'eR
Avec les condition de Cauchy, cela donne :
A = 0 - A=0
A +A = 1 A=1

Donc la solution du probléme de Cauchy est y: ¢ — (£ + éta)et
Exercice
Résoudre les équations différentielles de la physique (cadre)

Correction

5. Bilan

Synthese

~~ A toute fonction f, on associe (par un tableau) une fonction f’ qui
est sa dérivée. Réciproquement, on peut essayer de lui associer une
fonction F dont elle (=) serait la dérivée. Cette fonction F non unique
s’appelle une primitive de f. On a un tableau de fonctions usuelles a
APPRENDRE par coeur.
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~+ Il n'existe pas d’algorithme simple de primitivisation comme il en
existe de dérivation. La seule chose que I'on sait (et que 'on démon-
trera plus tard) est que toute fonction continue sur un intervalle I ad-
met une primitive sur cet intervalle I. On fait ce que I’on peut en recon-
naissant localement des situations : pour une somme de fonctions, la
linéarité suffit; pour un produit, on exploite une intégration par par-
ties; pour une composition, on utilise un changement de variable.

~ Une équation différentielle est une équation (égalité) dont I'inconnue
estune fonction et qui associe cette fonction a ses dérivées. L'équation
peut étre linéaire, d’ordre quelconque (un entier), écrite sous forme
normale... On lui associe une courbe intégrale.
Lensemble des solutions apparait (pour les équations différentielles
linéaires) sous forme d’'un espace affine.

~ Le probleme théorique consiste a trouver des hypothéses qui assure
I'existence d'une solution (unique?) a une équation différentielle, sur
un intervalle le plu grand possible.
Pour les équations différentielles linéaires, une théorie satisfaisante est
donné par le théoreme de Cauchy. A connaitre par coeur avec toutes
ses hypotheses et toutes ses conclusions (ordre 1 ou 2)...

~+ Le probleme pratique consiste a résoudre I’équation. Nous avons mis
au point des stratégies : la méthode de la variation de la constante
(pour les EDL1). Au passage, on rencontre le probleme du recollement
de solutions sur des intervalles joints; ainsi que 1'étude des inéqua-
tions différentielles.
Pour les EDL2, nous nous limitons cette année aux équations a coeffi-
cients constants. La méthode est simple : il s’agit de mettre en paral-
lele cette équation différentielle et I'équation caractéristique (polyno-
miale de degré 2), puis de résoudre cette seconde équation. La forme
des solutions et les solutions de cette seconde équation (polynomiale)
donnent la forme des solutions et les solutions de la premiere (diffé-
rentielle).

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - e** cos fx ou e**sin fx

— Savoir-faire - sin” xcos” x

— Truc & Astuce pour le calcul - Idée pour « vérifier » le calcul : faire un
DLen0

— Savoir-faire - Fractions rationnelles ————
ax*+bx+c
— Truc & Astuce pour le calcul - Encadrer une intégrale

— Savoir-faire - Faire une intégration par parties

— Savoir-faire - Obtenir une primitive avec une IPP cachée

— Savoir-faire - f(x) = P(x)e**

— Savoir-faire - f(x) = P(x)In(Q(x))

— Savoir-faire - Changement de variable - dans la pratique

— Savoir-faire - Calculer une primitive par changement de variable
— Savoir-faire - Bijection par morceaux

— Savoir-faire - Calcul pour f(#) =sin” tcos™ t avec n ou m impair.
— Savoir-faire - Cas général (tan %].

— Savoir-faire - Variable dans les bornes de I'intégrales.

— Savoir-faire - Découper I pour avoir des équations normalisées
— Savoir-faire - Méthode de « variation de la constante ».

— Savoir-faire - Etudier une inéquation différentielle.

— Savoir-faire - Cas non résolue (recollement).

— Savoir-faire - Second membre de la forme e®' (P(f) cos f¢+Q(t) sin §1).
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Fonctions primitives et équations différentielles

Notations
Notations Définiti Propriétés Remarq
[e]F=d) «Crochet» de ® Par extension : [®]] = ®(b) - d(a) On trou
b
f f(nde Intégrale de f entre a et b. Il s'agit de I'aire  Pour tout a € Z et f continue,
a «sous» la courbe x— [7 f(1)dt est une primitive de f
X
f f(nde (Ensemble des) primitive(s) de f Attentic
N primitiv

Retour sur les problemes

40.

41.
42.

43.

44.

45.
46.

47.

1l est miraculeux qu’ils s’agissent des deux faces d'une méme piéce.
C’est Newton et Leibniz qui s’en rendirent compte les premiers, in-
dépendamment et en prenant des chemins trés différents. Certains
pensent que Fermat I’avait compris... Un célebre faux du XIX siecle fit
croire a Michel Chasles que le premier avait été en réalité Blaise Pascal.
Un mauvais pari de I'académicien francais.

C’est 'application x — 2¥ug = uge*™?

Rien de simple. D’ot1 les deux méthodes : intégration par parties (pour
un produit) et changement de variable (pour une composition).

Oui c’est possible, on I'apercoit dans le cours. Mais le moins qu’on
puisse dire c’est que la technique est trés technique!

Toute fonction continue est intégrable (voir plus tard dans 'année). La

réciproque est fausse : certaine fonction non continue sont néanmoins

intégrable. En regardant la courbe, on trouve qu’il y a une compensa-
T

tion : f tan(r)dt =0.
o

Mais concrétement, une primitive de tan = % est —In(|cos|) + K, mal

définie en 7. On ne peut inopinément écrire : +0o—o0 =0...
Cf. Cours de physique

Le théoreme de Cauchy a pour but de répondre a cette question.
Dans le cadre des équations linéaires, il allie nombre liberté (ordre de
I’équation) et nombre de contraintes (conditions initiales).

Nous verrons une autre option pour étudier des équations différen-
tielles : la force brute de calcul de I'ordinateur. La solution ne sera
qu’'approchée, mais I'approximation sera diablement efficace (mé-
thode d’Euler, Heun...).
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Chapitre

Structure logique

@Résumé -

En mathématiques, on s'intéresse a des objets sur lesquelles on formule des as-
sertions. Si, partant des axiomes ou des définitions on peut, en respectant des
regles logiques, démontrer qu'une assertion est vraie, elle prend alors le nom de
théoréme (avec un certain nombre de variantes sur ce nom : proposition (résultat
considéré comme un peu moins important qu'un théoreme), lemme (résultat qui
est avant tout une étape intermédiaire pour arriver au résultat final), corollaire
(conséquence plus ou moins immédiate d'un résultat précédemment démontré).
Le but de l'activité mathématique est de prouver de nouveaux résultats. Pour évi-
ter les erreurs, il faut : du bon sens (i.e. de la logique), de la méthode, de la rigueur.
Quelques vidéos de youtubers :
— Canal unisciel - Logique et raisonnement -
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Structure logique

1. Cours mathématiques

1.1. Lénigme mathématique

Pas de réponse, que des questions. Extrait de « 'efficacité des mathématiques
est-elle déraisonnable » de D. Lambert.

? Probléme 45 - Déraisonnable efficacité des mathématiques
Le développement des sciences physiques contemporaines a clairement
manifesté lefficacité surprenante des mathématiques. Dans un article
souvent cité, E. R Wigner parle a ce propos d’'une « efficacité déraisonnable
», d’'une sorte de « miracle » qui est comme un « don magnifique que nous
ne comprenons ni ne méritons ». Einstein lui-méme manifeste son éton-
nement a cet égard ? : « Comment est-il possible que la mathématique, qui
est un produit de la pensée humaine et indépendante de toute expérience,
puisse sadapter d’'une si admirable maniere aux objets de la réalité? La
raison humaine serait-elle capable, sans avoir recours a l'expérience, de
découvrir par la pensée seule les propriétés des objets réels » 2 Aujourd’hui
cet étonnement est encore renforcé par les confirmations expérimentales
tres précises apportées a la mécanique quantique, a l'électrodynamique
quantique, a la théorie unifiée des interactions électro-faibles (qui a per-
mis la découverte effective des bosons vectoriels intermédiaires) ou encore
a la théorie cosmologique standard (grdce aux mesures effectuées par le sa-
tellite COBE par exemple). De plus, cette efficacité se manifeste également,
quoique de maniere plus discrete, dans d'autres domaines des sciences. En
biologie, par exemple, les mathématiques apportent des résultats surpre-
nants au niveau de la compréhension des dynamiques de populations en
écologie. ...

? Probléme 46 - Un simple langage ? Ou plus
Les mathématiques sont-elles un langage? Est-ce un jeu? Un apergu sur
la/une vérité? Autre chose...

? Probléme 47 - Inspiration...
Les deux sources d’inspiration pour les mathématiques jusqu’au XXeme
siecle sont la physique dans sa globalité (mécanique, électricité, chi-
mie...) et 'arithmétique (le calcul avec des nombres entiers). La géomé-
trie a été aussi d'une certaine fagon une source d’inspiration.
11 est donc nécessaire en filiere mathématique d’étudier la physique et
l'arithmétique. ..
La biologie et I'informatique (quoi que pour cette derniére, il est parfois
compliqué de déméler informatique et mathématiques) sont de nou-
velles sources d’inspiration...

1.2. Structure de cours

¥ Analyse - Formalisation
Le cours se construit d'une fagon systématique. La chronologie est importante.
1. Quelques axiomes : des résultats de base admis, sans démonstration, sur un
bon sens commun.
2. A partir de ces axiomes, on développe des idées, des mots, des images men-
tales et des heuristiques.
Ces images permettent de bien comprendre mais pas ne permettent pas les
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démonstrations.

Une heuristique, c’est I'art de trouver, de découvrir. En pédagogie : I'adjectif
heuristique signifie : « Qui consiste a faire découvrir par I'éleve ce qu'on veut
lui enseigner ».

w

. 11 faut formaliser les idées pour pouvoir agir dessus : on donne donc des dé-
finitions précises avec un langage trés précis, mais finalement assez restreint.
Une définition, c’est une légalisation d'une idée.

4. La manipulation des définitions pour créer des théoremes ou propositions
(moins importantes qu'un théoreme, ou étape intermédiaire), des corollaires
(résultats immeédiats), des lemmes (propositions pour des démonstrations).

5. Les démonstrations sont les étapes intermédiaires entre définitions et propo-

sitions ou entre propositions et théoremes. C’est I'essentiel de notre cours!

o

. Pour bien comprendre et apprendre 2 manipuler les mathématiques, nous au-
rons beaucoup d’exercices d’applications, de moments d’analyse, des devoirs
(maisons ou surveillés) et des colles évidemment!

Exercice

Pour ces six étapes, donner un pourcentage du temps passé en cours de mathématiques

pendant le lycée ?

Reprendre I'exercice en fin d’année pour évaluer le cours de CPGE.

Correction

2. Quantificateurs et notations ensemblistes

2.1. Appartenance, éléments

Définition - Ensemble

Un ensemble est une “collection” d’objets appelés éléments. On introduit
une relation particuliére entre un élément x et un ensemble E, la relation
d'appartenance:

x € E, ce qui se lit “x appartient a E” ou “x est un élément de E.

La négation de la relation d’appartenance s’écrit x ¢ E, ce qui signifie que
X € E est faux.

Proposition - Propriété essentielle

Un ensemble est défini dés que pour tout objet x, on peut se demander
raisonnablement (i.e. sans contradiction) si x est, ou n’est pas, un élément
de cet ensemble.

Définition - Formalisation
On formalise les idées et objets pour signifier un certain type d’apparte-
nance par :

Vx , quiselit «quel que soit x» ou pour « pour tout x »,

Ix  selit «il existe x »,

Jlx  selit «il existe un unique x »,

M Attention - Pas d’abus
§ On n’abuse pas de ce formalisme dans un texte en francais.
Seul un « x € E » peut étre toléré.

@Paut aller plus loin - Propriété essentielle,
sinon, c’est la faillite. ..

Trés vite dans [a théorie des ensembles sont apparus

quelques paradoxes, ce qui a demandé de faire une théo-

rie plus fine. Ici, on reste au stade naif, car cela deman-

derait beaucoup de temps et il serait assez peu productif

de prendre ce temps.

La contradiction est de cette forme (en notant catalogue

ou lieu d’ensemble) : « Peut-on faire un catalogue des ca-

talogues qui ne se citent pas ? »
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7 Exemple - Lecture

Par exemple,

Vx€E selit» quel que soit x appartenant a E », « quel que soit 'élément x de E» ,
ou encore « pour tout élément x de I'ensemble E »...

De plus si P(x) désigne une propriété dépendant de x,

Vx€E,P(x) selit«pourtout x de E, la propriété P de x...»

etdxe E|P(x) (ou3dxe E;P(x) )selit«il existe x dans E tel que la propriété P de
Xooo»

7 Exemple - Ensembles classiq

Les plus connus : IN (dont les éléments sont appelés “entiers naturels”), Z (“entiers
relatifs”), Q (“nombres rationnels”), R (“nombres réels”), C (“nombres complexes”),
mais également 'ensemble des éléves de la classe, 'ensemble des professeurs de la
classe, 'ensemble des aliments contenus dans le frigo de la cuisine de vos parents...
Exercice

Que pensez-vous de I'affirmation suivante ?

On adonc

VxeR, x*#-1maisIxeC|xZ=-1

Correction
Remarquez la négationdu 3....

e Remarque - Convention de notation
La lettre X peut étre remplacée par n'importe quel autre symbole, bien que quelques conven-

2 Histoire - Asst
Depuis la fin du X
s'appuie sur la thé
avoir étudier est Ca

On commence donc
théorie des ensemb

affirmait : « Nul n

Cantor a créé ».

tions tacites existent en mathématiques (parfois différentes de la physique) : n, m, p, i, j, k, ¢, ...

pour des entiers, X, ¥, 2, S, t,0,€, ... pour des réels, z pour un complexe...

Définition - Reégle de la théorie des ensembles
Quelques régles régissent les ensembles (dont certaines sont des axiomes
de la théorie des ensembles) :

— régle n°1 : Deux ensembles qui ont les mémes éléments sont égaux.
— régle n°2 : Il existe un ensemble qui n"admet aucun élément, soit

JE|Vx,x¢ E

D’apres laregle n°1, cet ensemble est unique, on I'appelle ensemble vide et
on le note @.

2.2. Différentes maniéres d’écrire un ensemble

Descriptions : en extension, en compréhension, par image

Définition - Singleton, paire

Soit a un objet mathématique. Lensemble dont a est 'unique élément
s’appelle un singleton, on le note {a}.

Soient a et b deux objets distincts. Lensemble dont ce sont les deux seuls
éléments s’appelle la paire formée de a et b. On le note {a, b}

D’aprés la régle n°1, {a, b} = {b, a}, qu'il ne faut pas confondre avec le couple
(a,b).
Sia=b,{a,b}={a}.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027

2. Quantificateurs et notations ensemblistes

Définition - Définition en extension

On dit que I'on définit un ensemble en extension lorsque I'on énumere ses
éléments :

{ar,az,...,an}

Cette notation sous-entend que I'on sait interpréter les ... intermédiaires.

" Exemple - Ensemble défini en ex

{1,2,..., n} représente I'ensemble des entiers compris entre 1 et n, on le note parfois
aussi [1,n].

{0,2,...,2n} est'ensemble des entiers de la forme 2k o1 k varie de 0 a n.

Par abus courant, la méme notation s’emploie pour énumérer des ensembles infinis,
comme

IN={0,1,2,...} ou2lN ={0,2,4
Exercict

o

{1,2,3, , 0,1,-1,2,-2,...}=
Correction
1,2,3,..1=N, {0,1,-1,2,-2,..}=7Z

Définition - Définition en compréhension

On peut définir un ensemble en compréhension, c’est a dire par I'intermé-
diaire d’'une propriété qui le caractérise : soit E un ensemble et P(x) une
propriété dépendant d'un objet x de E, alors

{xeE| P(x)}

est 'ensemble des x éléments de E tels que P(x) (sous-entendu “tels que
P(x) soit vraie”).

Exercice

(xeRIX¥*+1=0}=
xelNlx+1=0}=
(xeClx®+1=0}=
{xeZ|x+1=0}=
{@®+2lae 1,50} =

Correction

XeRIX2+1=0j=¢
{xeNx+1=0=9
xeClx®+1=0} = {~i,i}

{
{xeZlx+1=0}=1{-1}
{a® +2]ae 1,50} = (3,6,11,18,27}

Le dernier ensemble de cet exercice est un exemple d’ensemble défini
comme image.

Intervalle de R

Définition - Intervalles de R

Pour a,b € R, a < b, on définit les intervalles de R, ce sont les ensembles
suivants :

[a,b]={xeR|la<x<b} la,bl={xeR|la<x<Db} [a,bl,]a,bl...
l]-oo,al={xeR|x<a} |-ooal={xeR|x<a} [b+ool]b,+0c0l...

Les intervalles du type [a, b],] — o0, al, [b, +oo[ sont des intervalles fermés
Les intervalles du type |a, b[,] — oo, al, b, +oo[ sont des intervalles ouverts
Les intervalles du type [a,b[ ou ]a,b) sont dits semi-ouverts (ou semi-
fermés)

[a, b] s’appelle un segment.

@Pour aller plus loin - Définition par image
On peut définir un ensemble par image, c'est a dire par
Uintermédiaire d'une application qui le caractérise : soit
E unensemble et f : E— F etenfin ACE.

Alors

f(A) ={f(x),x€ A}

est le sous-ensemble de F dont les éléments sont des
images d éléments de A par f .
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@Pour aller plus loin - Motivations

I(y a d’autres motivations.

Nous wverrons plus loin [articulation forte entre ces
deux quantificateurs, en particulier pour la négation.
Nous verrons encore plus [articulation trés forte entre
ces connecteurs et les opérati istes Njeg Aj
etUier 4i

7 E ple - Autres pl
@ =10,0[
R- =]-00,0], R* =]-00,0, Ry =1[0,+c0[, R} =]0,+o0l (on trouve aussi les

notations R*,R**..)

/Savoir faire - Montrer que ] est un intervalle de R
11 suffit de montrer que pour tout a,be I, [a,b] :={teR|a<t<bicl.
C’est-a-dire :
«Soient a, b € I (quelconques puis fixés).
Soitte€la,b] G.e.a<t<b)alors......... etdonctel.»

Exercice
Montrer que J = {x € R | 1 < x + e* <10} est un intervalle.

Correction
Soient a,b € J. Soit t € [a, b].
Notons ¢ : x — x + e¥, croissante comme addition de deux fonctions croissantes.
Aorsast<b=1<g@@<t+e <p(b) <10
—— ——

ae] be]
2.3. Utilisation de quantificateurs

*Heuristique - Quantificateurs nécessaires
En mathématiques classiques, deux quantificateurs sont essentiels :
— V,lu«pourtout» ou«quel que soit», pour désigner qu'une propriété a un certain
degré d’universalité :
V x,2(x). La propriété 2 est donc toujours vraie, puisque vraie pour tout
point.
V x € E,x € F. Tous les éléments de E sont dans F. Dans sa totalité : Ec F.
— 3 lu«ilexiste » estlanégation du précédent.

L Remarque - Existence ET unicité

I arrive qu'on ait besoin d’ajouter ['unicité d [existence (cas des antécédents pour une
fonction bijective. . .).

On écrit alors : 3!x, pour dire « il existe un unique X qui...»

¥ Analyse - Non c ntativité des ]
Les deux assertions suivantes ne sont pas identiques :

Vx3y... JyVx...

Lune est plus forte que l'autre : la seconde. Pour la seconde assertion, il s'agit du
méme y pour tous les x. Dans la premiére assertion, chaque y dépend de chaque x.

7 Exemple - Suite majorée, ou rien

V nelN,3M e Rtel que u, < M est toujours vraie. Comme M peut dépendre de n,
on peut prendre My = x, +1

IM e RtelqueV n € IN,u, < M signifie qu'une suite est majorée. Ce n'est pas
toujours vraie (ex: (un) = (n)).

Exercice

On considere la suite de FIBONACCI : Fy4p = Fpy1+Fpet Fp=Fp =1.

Que pensez-vous des deux assertions suivantes :

— VnE]N,EiA,BE]RtelsqueF,,:A[HT‘E]"JrB[]_2 5]"

n n
— 3ABeRtelsqueV nelN, Fy= A(145/5)" 4 p(155)
Correction
F,
Le premiére est sans intérét cela est toujours vrai. Il suffit de prendre B, =0 et A, = 1 ‘/ng]" .
+
2

La seconde est tout a fait intéressante, voire incroyable !
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/Savoir faire - Noter les dépendances

Sil'on écrit V a, 3 b..., le nombre b en second dépend grandement de a.
On devrait noter b(a) ou b,.

En revanche, si on écrit 3 b tel que V a..., le nombre a ne dépend pas
(plus particulierement que les autres) de b. La notation a; ou a(b) n'au-
rait pas d'intérét. Rappelons que cette formulation est la plus forte.

De nombreux problemes rencontrés en mathématiques en MPSI par les
éléeves reposent sur la non compréhension de cette (in)dépendance.

Une autre stratégie est de faire comme en Python, des indentations
dans la démonstration.

A chaque parametre introduit, on fait apparaitre un petit retrait dans
I’écriture de la démonstration qui permet de voir comme ces parametres
dépendent mutuellement les uns des autres. ..

2.4. Parties d'un ensemble

Définition - Partie d’'un ble (sous
On dit qu'un ensemble F est inclus dans un ensemble E, ce que I'on note
F c E, sitous les éléments de F sont éléments de E.

On dit aussi que F est une partie ou un sous-ensemble de E.

/Savoir faire - Montrer que F c E
Pour montrer que F c E, on démontre :
FcEe (Vx,xe F=>x€E).

Proposition - Relation d’ordre
Quelques propriétés :
— @ c E pour tout ensemble E
— E c E (I'inclusion est une relation réflexive)
— Siona Ec FetF c G alors on a aussi E ¢ G ('inclusion est une
relation transitive)
— SionaEc FetF c E alors E = F (I'inclusion est une relation
antisymétrique)

/~Savoir faire - Prouver I'égalité de deux er
| Laderniére propriété sert souvent a prouver I'égalité de deux ensembles.

Exercice
A quelle condition a-t-on : {a} c E? {a,b} c E? {a} c {b}?

Correction
{a}cEssiacE {a,b}cEssia,beE {a} < {b} ssi a = b ssi{a} = {b}
Définition - Ensemble des partes de E

2(E) est'ensemble des parties de E : X € 22(E) signifie donca X c E.

v Exemple - Singleton...
2((a) = {9, (a}}

2 ({a,b}) = {@,{a}, b}, {a, b}}
2(9) = (o}

P(2(9) ={2,{p}}
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2.5. Produit cartésien

Définition - Produit cartésien de deux ensembles

Soient E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et F, et
on note E x F, 'ensemble dont les éléments sont les couples formés d'un
élément de E et d'un élément de F (dans cet ordre) :

ExF={x|3a€ E,3be F; x=(a,b)} ={(a,b)lac Eetbe F}.

@ Remarque - Role de la ponctuation
Le ;" dans la définition en compréhension peut étre remplacé par “:”, “tels que”.

Plus généralement,

Définition - Produit cartésien de n ensembles

Soit n € IN, si Ej,..., E, sont n ensembles, on définit le produit cartésien
E) x---x E, comme 'ensemble des n-uplets (ay, ..., a,) formés d’éléments
ay € Ey,...,a, € Ey.

Si les E; désignent un méme ensemble E, on note E; x --- x E, = E"
(R%,RS3...)

e Remarque - Associativité du produit cartésien
A priori E x (F x G) # (E x F) x G, mais on les identifie fréquemment a E x F x G.

2.6. Opérations sur les ensembles

Définition - Réunion, intersection, différence d’ensembles
Pour E et F deux ensembles on définit :
— la réunion (ou union) de Eet F: EUF = {x|x € Eou x € F} (le “ou”
est inclusif : on peut avoir les deux simultanément)
— l'intersectionde Eet F: ENF={x|xe Eetx€ F}
— la différence de Eetde F: E\F={x|x€ Eetx ¢ F}

e Remarque - Interprétation avec une table de vérité
En d autres termes on a :

xe€E | xeF || xe EUF | xe EnF | xe E\F
[z [ [ 4 F
14 F 4 F 4
F v v F F
F F F F F
Définition - Compl ire d’'un ble (dans un ensemble plus

gros)

Lorsque F c E, 'ensemble E\ F est appelé complémentaire de F dans E et
noté CpF.

On ne peut parler de complémentaire de 'ensemble F que relativement a
un ensemble “contenant” ce dernier. Toutefois, en I'absence d’ambiguité
sur E, on peut noter CF ou F¢ ou F (cette derniére notation ayant cepen-
dant différents sens suivant le domaine des mathématiques...)
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M Attention - Le verbe contenir
Attention également a I'ambiguité du verbe “contenir”, parfois utilisé
pour dire que x est élément de E, parfois pour dire que F est une partie
de E.

Exercice

Soit A={xeIN|x/2eNetx=10}. Que représente A? Ecrire cet ensemble différem-
ment. Ecrire en extension Copy A puis déterminer Cpy A.

Déterminer les sous-ensembles X de IN tels que AuX =IN.

Correction

A est I'ensemble des nombres paires plus grand que 10. Cyy A = {0,2,4,6,8}.
CiyA=10,2,4,6,81U{2k + 1,k € IN}. On doit prendre des ensembles qui contiennent au moins Cjy A
Exercice

Soit E un ensemble. Que peut-on dire de deux parties A et B de E vérifiant AnB=AUB?

Correction

A= B. En effet, nécessairement : AUB< AnB...

Exercice

On définit la différence symétrique de deux ensembles E et F par

EAF=(E\F)U(F\E).
Ecrire EAF al'aidede EUF et ENF.

Correction
EAF=(EUF)\(EnF)

@Paur aller plus loin - Probabilité
Nous reprenons ces notions lors du cours de probabilité.
Ily aura quelques modifications de vocabulaire

Proposition - Quelques régles de calcul
E, F et G désignent trois ensembles quelconques.

En(FNnG) =(ENFNG

Pour A et B deux parties de E :

ANE=A
AUE=E
CeCgAH=A

Ce(AuB) = (CrA) N CeB)
Ce(AnB) = €A UCEB)

Les deux derniéres formules sont connues sous le nom de lois de Morgan.

EUF=FUE (commutativité de la réunion)
EU(FUG)=(EUF)uG (associativité de la réunion)
PUE=EU®p=E ('ensemble vide est neutre pour la réunion)
EnF=FnE (commutativité de I'intersection)

(associativité de I'intersection)
PNE=EN@g=¢ (I'ensemble vide est absorbant pour l'intersection)
En(FUG) =(ENF)U(ENG) (distributivité de I'intersection par rapport a la réunion)
EU(FNG)=(EUF)N(EuG) (distributivité de la réunion par rapport a I'intersection)

Pour la démonstration, on lie ces résultats aux affirmations correspondantes.
On peut aussi faire une table exhaustive de vérité

Démonstration
xeC(AnB) < x¢ AnB < Non(xe AnB)
<= Non(x€ Aet x€ B) < Non(x € A) ouNonx € B
< x¢Aoux¢B = xel(A)ouxel(B) = xel(AuUlB)O

3. Vocabulaire sur les assertions

3.1. Définitions
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Définition - Assertion (proposition) et prédicat

Dans ce paragraphe une proposition, ou assertion est un énoncé qui peut
prendre deux valeurs logiques : V (vrai) ou F (faux).

Si cette assertion dépend d’une variable x on parle alors de prédicat.

7 Exemple - Propositions

«tout entier est pair» est une assertion de valeur logique F;

«tout réel est un complexe » est une assertion de valeur logique V;

«4 estpair» estune assertion de valeur logique V;

«x est un multiple de 4’ » est un prédicat dont la valeur logique dépend de la valeur
de x.

Comme on peut le voir dans les parties suivantes, a partir de deux assertions
A et B, on en définit d’autres dont la valeur logique est donnée par une table
de vérité.

Exercice

@Paur aller plus loin - Logique floue (1)

Formalisée en 1965, la logique floue élargie ce point de
e : on associe un nombre entre 0 et 1 pour mesurer

[a véracité de chaque proposition. Une proposition de

valeur 0 est fausse. Une proposition de valeur % estd

moitié fausse. L arithmétique qui en découle est compa-

rable d celle des probabilités d événements.

Cela s'appuie sur les ensembles floues avec des degré

dappartenance entre [e € et le €.

On [utilise en automatique ou en médecine. ...

Que pensez-vous de 2y dans I'énoncé formel suivant ?

Notons, V neIN,2,:«3 ke Etelque a, = k»

Correction
Il s’agit d'une famille (suite) de prédicats, il y a donc 2y, ... P1224....
Peut-étre que certains sont vraies et d'autres sont faux. ..

3.2. Négation

Définition - Négation d’une assertion

Considérons une assertion A.

On appelle négation de A I'assertion qui dit le contraire de A, c’est a dire
qui est vraie exactement lorsque A est fausse, on la note “nonA” (ou 7 A en
logique).

Latable de vérité de nonA :

A | nonA
\% F
F \

Exercice
La négation de « Lhiver dernier il a plu tous les jours & Toulouse » est :
La négation de « Chaque hiver, il neige au moins un jour en Aveyron » est :

Soit I un intervalle de R.
La négationde «0€ I » est
Lanégationde « Vxe I, x>0» est
La négationde «3xe I|x=0» est

Correction
La négation de « Lhiver dernier il a plu tous les jours a Toulouse » est « il n'a pas plu (au moins) un
jour de I'hiver dernier & Toulouse » :
La négation de « Chaque hiver, il neige au moins un jour en Aveyron » est « il y a (eu) des hivers sans
neige en Aveyron ».
Soit I un intervalle de R.

Lanégationde «0€» est:«0¢1»

Lanégationde « Vxe[,x>0» est«Ixel, x<0»

Lanégationde « 3xeI|x=0» est«V xel,x<0»

D’une maniére plus générale il faut savoir nier une proposition écrite avec
des quantificateurs :

Exercice

P désignant une propriété dépendant de x ou de x, y suivant les cas, écrire la négation des
assertions suivantes :
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1. Vx€E, P(x);

2. 3x€E|P(x);

3. VxeE,ye€E|P(x,));

4. Ax€ E|Vy€E, P(x,y);

5. dreR,IseR|VxeR,x<rets<r.

Correction

1. Ax€E, 7P(x);
2. Yx€E|[7P(x);
3. Ax€E,YyeEl~Px,));
4. VxeE|JyeE,~Px,y);
5 VreR,VseR|IxeR,x>rous>r.
Lexercice suivant permet de revoir également la table de vérité dune
conjonction («et») ou disjonction («ou») d’assertions.
Exercice
Compléter le tableau suivant :

S
o
=
=
o

c

=

non (AetB) | non(AouB) | nonA | non B

<)<
mn<|mi<|W®
mimm<
mni<i<|<

On a laissé une colonne pour des « tests ». Quelle relation remarquez-vous ?

Correction
A B etB AouB non (A et B) non (A ou B) non A non B non A etnon B non Aounon B
VIV v v F F F F F F
v F F \ \2 F F \ F \
F \ F \ \ F \ F F \
F F F \2 \ \ \ \ \

On démontre les lois de Morgan :
— non(A et B)< (non A) ou (non B)
— non(A ou B)< (non A) et (non B)

3.3. Implications et équivalence d’assertions

«*Heuristique - Comment exploiter une implication
On exploite une implication du type A = B, en régle générale lorsqu'on veut dire :
— A chaque fois que A est vraie, B est vraie. (c’est le vrai =);
— et, dans ce cas A est vraie;
alors, on peut conclure que B est nécessairement vraie.
1. Premiére conclusion : 1l faut différencier A = B de [A = B et A]. Si vous souhaitez
exprimer ce deuxieme fait, vous aurez le droit (provisoirement) d’écrire : A g B.
2. Deuxieme conclusion : Si sA est faux alors on peut tout avoir pour B. Il est donc possible
d’avoir A faux et B vrai lorsque A = B. En revanche, la seule impossibilité lorsque A = B et
d’avoir : Avrai et B faux.

Définition - Implication d’assertions

Considérons deux assertions A et B.

Si, lorsque l'assertion A est vraie, alors, nécessairement, I’assertion B 'est
également, on dit que A implique B et'on écrit A= B

(ce qui se lit donc “A implique B” ou “si A alors B”).

Plus précisément, la table de vérité de A = B est donnée par :
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@Pour aller plus loin - Logique floue (2)
Alaplace de V et F, on peut respectivement écrire 1 et
0.

Dans ce cas si p; est une proposition et v(p;) sa
valeur (V(p;) =0, si p; est fausse...).

On a donc v(py N p2) = v(p1) x v(p2),
v(non(p1)) = 1—v(p1) et v(pr U p2) =
v(p1) +v(p2) - v(p1)v(p2).

Cet arithmétique se transpose aisément en logique

Sloue.

Structure logique
A| B || A=>B
V|V )\
V| F F
F |V \Y%
F | F \Y%

e Remarque - Et si A est fausse

On remarquera qu'en logique, dés que A est fausse, A = B est évaluée vraie, en bref,
vous pouvez construire sans probléme une démonstration juste avec une fiypothése fausse,
mais finalement c'est sans intérét parce que vous n’'avez aucun résultat a énoncer d la
Sfin...c’est [a raison pour laquelle usuellement ‘prouver A = B’ sous entend “prouver
Avraie = B vraie ".

Et donc siE = @, tout énoncé Vx € E,P(x) " (ou x € E = P(x) ) a la valeur logique V

Exercice
Quelle est I'assertion qui a méme table de vérité que « non(A= B)'» ?

Correction
II's'agit de « A et non(B) » (il suffit de faire une table de vérité)

Avec deux implications, on a exactement une équivalence :

Définition - Equivalence d’assertions

Considérons deux assertions A et B.

On dit que A et B sont équivalentes si elles signifient la méme chose,
mais dite differemment, c’est a dire si, simultanément, A implique B et B
implique A;

on note alors A & B.

Plus précisément, la table de vérité de A & B est donnée par :

A|B| AeB
V|V \Y%
V| F F
F |V F
F | F \%

7 Exemple - Deux assertions équivalentes

On a par exemple pour x réel: (x>0) & (-x<0).

Exercice

Comparer la table d'équivalence de A < B avec celle de [(A= B) et (B = A)]

Correction
A | B Ao B A=>B | B=>A | [A=>BetB=A]
V|V \ \2 \ \
v F F F v F
FlV F v F F
F|F v v v v

M Attention - A démontrer?
Certaines équivalences correspondent en fait a la définition d’'un objet
mathématique, d’autres en revanche nécessitent une démonstration.

M Attention - Ne pas abuser de A < B
Les étudiants écrivent TROP souvent A <= B, en faisant un calcul dans
leur téte (ou une démonstration) qui permet de passer de A a B, SANS
vérifier sil’on passe aussi de B a A.
1l est important de ne pas faire cette erreur, surtout si I'on demande
qu’une implication.. .. Il ne faut pas en faire trop, si c’est faux!
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4. Principales méthodes de démonstration

4.1. Démonstration d’'une implication
Démonstration directe

Considérons deux assertions A et B. On veut démontrer que A= B.

/“Savoir faire - A= B. Raisonnement direct
On suppose A vraie, par une succession d'implications connues (calculs,
résultats de théorémes...), on prouve qu’alors B est vraie.

M Attention - Abus
11 existe un abus courant de la notation = chez les étudiants (mais aussi
les professeurs).
Comme réflexe de protection face a ces abus, il est conseillé de lire A = B
a voix haute en disant «si A est vraie alors B est vraie » plutot que « A
implique B ». Cela permet d’insister sur la prémisse.

Exercice

1 1
Montrer que si (x, y) est élément de ]0,2[x] —2,0[ alors P ; >1

Correction
1 1
x€|0,2[:>—>5 11 1
ye]—Z,O[:—<—l x y 2
y 2
Exercice

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = |x+ %| - % Montrer que

xz-1=f(x)=0

Correction

Six= -1, alors x+%2 % =0, donc f(x) = \x+%\—% :.\t+%f(x)—%>0

On peut-étre amené a faire une disjonction de cas :

Exercice

Compléter I'énoncé suivant pour que la démonstration nécessite I'étude de deux cas
séparés.

Soit f la fonction définie par ...

Montrer que x = —1= f(x) =0.

Correction
On peut par exemple prendre f(x) = |x+ %|+ Jx=1— %
Dans ce cas,
— sixe[-1,1], x-1<0etx+3>0,donc f(x)=(x+3)+(1-x) -3 =220

— six=1,x-1>0etx+3 >0,donc f(x)=(x+3)+(x-1)-1=2x>0carx>0

Lecl in de la démonstration

*Heuristique - Démontrer que...
Lorsqu’on cherche a démontrer un résultat, il y a fondamentalement deux attentes :

. Trouver la (une) démonstration,
satisfaisante i.e. qui donne la certitude du fait

I

. Ecrire la démonstration,
de sorte que toute personne qui lise la démonstration soit également persuadé du
fait

Avec le temps du passage de 1 a 2, il faut donc trois temps dans la recherche d’une
démonstration.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027



198

Structure logique

M Attention - Premier pi¢ge
Le temps 1 est le temps de I'analyse.
Le temps 2 est le temps de la synthese.
Ce sont deux choses trés différentes. Lorsque vous lisez une démonstra-
tion d’'un théoréme faite par un professeur, un corrigé dans un livre...
vous ne voyez que le second temps, celui de la synthese. Apres la lecture,
vous pouvez vous dire : « et oui, je vois que c’est vrai », mais vous n'avez
pas appris comment on trouve la démonstration!!!
La seule solution est de chercher, chercher, chercher... et de ne pas se
précipiter sur la (une) solution.
De méme, si pour vous écrire une démonstration de cours lors d'une
colle est uniquement un exercice de mémoire, alors c’est que vous n'avez
pas compris le premier point, ni le point 1 — 2 de la démonstration du
fait considéré. Pouvez-vous donner un exemple d’une telle situation ren-
contrée?

o Analyse - La métaphore du petit poucet
Faire une démonstration, c’est partir d'un point A (les hypothéses) pour arriver a un
point B (la conclusion).
1l s’agit donc de trouver un chemin, sans se perdre en route. ..
— On peut avancer discrétement, les yeux fermés
ou bien laisser des traces afin de pouvoir revenir (classique trace du
petit poucet)
— On peut tourner autour du point de départ (on parle de mouvement brownien)
ou bien fixer son cap et se diriger en direction du point B (méme s'il
peuty avoir quelques obstacles en chemin)
(mettre un phare, prendre une boussole qui indique une direction)
voire placer quelqu'un d’autre en B, le laisser venir vers nous et nous
vers lui et chercher a faire la jonction (s’appeler, mettre un phare)
— On peut se précipiter sur son GPS
ou bien chercher a reconnaitre 1a ou1 'on se trouve, voir si on ne voit
pas une route déja connue (courage, familiarité avec le chemin) le monstre
— Prendre durecul, de la hauteur... prendre le temps de voir de plus haut (bottes
de 7 lieux)

@Pour aller plus loin - f surjective, injective
On verra plus loin les définitions. A ce stade, il suffit de
savoir que par définition f est surjective de E sur F si
VyeF,Ax€E telquey= f(x).

Et par définition [ est injective de E (sur F) si
YV x1,% €E, f(x1) = f(x2) © x1 = x2.

7 E ple - Exercice « de base »
On suppose que f : E — E est surjective, montrer que f2 (= fo f) estsurjective.
Si I'on n'écrit pas ce que 1'on veut obtenir i.e. le point B : « f2 est surjective », on ne
peut s’en sortir uniquement en dérivant du point A : « f est surjective ».
Pour préparer la démonstration, il faut donc laisser des espaces et compléter au fur et
amesure.
Le temps joue un réle important, or il n'y parait plus lorsque la démonstration est
écrite. Pour le voir a I'oeuvre, nous allons présenter la démonstration comme succes-
sion de photos prises de son écriture.

ler 2eme 3eme 4eme 5eme 6eme 7eme

‘Soityet{ ‘ ‘

[ estsurjective donc V be E,3ac Etelque b= f(a)
‘ ainsi 3 Jq1 tel que y = f(x1)
et3 xp tel que x1 = f(x2)

donc 3 x(= xp) tel que f2(x) = f(x)) =y

VyeEdxeEtelquey= f2(x)
donc f?2 est surjective

Cela s’écrit ensuite :
Soit ye E
f estsurjectivedonc V be E,3ac Etelque b= f(a).

ainsi 3 x tel que y = f(x1)

et3 xp tel que x1 = f(x2)

donc 3 x(= xp) tel que f2(x) = f(x) =y
Donc:V yeE, 3xeEtel que y = f2(x) et finalement : f2 est surjective
Exercice
Soit E un ensemble et f: E — E, une application sur E.
On suppose que f3 = f. Montrer que si f est injective alors f est surjective. Et réciproque-
ment.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027

4. Principales méthodes de d ration 199
Correction
ter 2eme 3eme 4eme Seme
Soit ye E

Soit x = f(y). Alors f2(x) = f3(y) et puisque f3 = f
F2(x) = f() et f(x) = y car f injective
VyeE dxeEtelque y= f(x)
donc f2 est surjective
Ce qui s'écrit :
Soit y€ E.
Prenons x = f(y), alors f2(x) = f3(y) = f(y) car f3 = f.
Puis comme f est injective : f(x) = y.
Donc il existe x € E tel que y = f(x).
Par conséquent : ¥V y € E, 3x € E tel que y = f(x), donc f surjective.
De méme, réciproquement
Ter 2eme 3eme 4eme Seme 6eme

Soit x1,x2 € E tel que f(x1) = f(x2)
Jay,ap € E tels que x1 = f(ay) et x = f(ap) car f surjective
Lainsi Ptap =00 = o) = e, i )=
or f3 = f,donc x = f(a1) = f(az) = x2
donc x1 = x2
V x1,x2€E, f(x1) = f(x2) = x1 = X2
donc f est injective
Ce qui s'écrit
Soient x1, x2 € E tels que f(x1) = f(x2).
Comme f est surjective, il existe aj, ay € E tels que x1 = f(ay) et x2 = f(ap).
Et donc en composant par f : f2(a1) = f(x1) = f(x2) = f2(ap), puis f3(a1) = f3(az)
Mais comme f3 = f, alors f(ay) = f(az), soit x1 = Xp.
On a donc démontré : V x1,x2 € E tels que f(x1) = f(x2), alors x1 = x2.
Donc f est injective.

Contraposée

Proposition - Contraposée
(non B = non A) s’appelle la contraposée de (A= B).
1l est équivalent de prouver I'une ou I'autre de ces deux implications

Démonstration
On complete la table de vérité :

A | B nonA | nonB | A= B | nonB=nonA
V|V F F \4 N
\ F F \4 F F
F \4 \Y F \ \4
F F \Y \ \ \4

/“Savoir faire - A= B. Raisonnement par contraposée
On suppose donc B fausse et on prouve qu'alors A est fausse, comme
précédemment

Le résultat de I'exercice suivant sera fréquemment exploité en analyse :
Exercice
On considére un nombre réel x = 0. Montrer que

(Ve>0,0<sx<e)=>x=0.
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Correction

On fait donc un raisonnement par contraposée (c’est presqu’un raisonnement par I'absurde ici).
Si x>0, alors avec € = %, on ala preuve de : 3¢ > 0 tel que x> ¢.

Donc I'assertion négative de notre hypotheése A est alors vérifiée.

Ainsi non(B)= non(A) et par contraposée : A= B.

4.2. Démonstration d’'une équivalence

Deux possibilités pour prouver I'équivalence A < B :

/“Savoir faire - A & B. On procéde en deux temps
1. Onmontre A= B

2. Onmontre B= A

Exercice
On considére une fonction f définie sur IR a valeurs dans IR. Montrer que

(f estune fonction paire et impaire ) < (f est la fonction nulle).

Correction
En deux temps.
— Supposons que f est nulle.
Alors pour tout x € R, f(=x) =0 = f(x) donc f est paire et f(—x) =0 = - f(x) donc f est
impaire. Bilan : f est nulle = f est une fonction paire et impaire.
— Réciproquement, si f est une fonction paire et impaire,
Alors pour tout x € R, f(x) = f(-x) et f(x) = —f(-x), donc f(x) = —f(x) donc
2f(x)=0donc f(x)=0.
Ceci est vrai pour tout x € R, donc f =0 (f est identiquement la fonction nulle).
Bilan : f est une fonction paire et impaire = f est nulle.
Par double implication : f est nulle <= f est une fonction paire et impaire.

/“Savoir faire - A & B. On procéde par équivalences connues successives.
Cette méthode est surtout utilisée pour des résolutions calculatoires.
Attention de ne pas en abuser : il faut & chaque étape étre str que I'on
peut «remonter » les équivalences.

Exercice
Montrer que
2x+y=2 _
{ 3x+ay=3 = (x,)=(1,0)
Correction

Les régles d'équivalence sur les systémes sont strictes, il faut bien les respecter! En particulier la
substitution mal employée ne conserve pas les équivalences de systeme. Nous reverrons cela plus
tard dans l'année.

2x+y=2 2x 4y = 2 y = 0| Li—L+%L
3x+4y=3 —5x = 5| Ly—Ip-4L x = 1
Insistons :

@Pour aller plus loin - Raisonnement par
Pabsurde, a accepter?

Certaine axiomatique de mathématique refuse le raison-

nement par ['absurde, en effet la notion d’existence qui

en découle est quelque peut frustrante.

On sait que /2 n'est pas un nombre rationnel, ¢ ‘est un

nombre algébrique de degré 2 (quadratique).

Notons a = ﬁ\/i Alors il existe un nombre trans-
cendant d o puissance \/2 (transcendant) qui est algé-
brique (contraire de transcendant).

Tn effet, si a est algébrique, alors /2, a la puissance
V2 est algébrique.

“¢"Truc & Astuce pour le calcul - Ne pas abuser de <
11 faut éviter le plus possible d’écrire & comme un tic de langage.

1. Siil n’est pas utile, on ne le note pas!

2. Sion choisit de le noter, on vérifie bien a chaque étape le sens <
tout particulierement.

4.3. Raisonnement par 'absurde

Si tel n'est pas le cas alors a est Lrﬂnstem{unﬂa Ca

\/Qﬁﬂ = \/i\/i)(ﬁ = \/22 =2. Donc c'est a qui
résout le probléme.

‘Et pourtant...

On ne sait toujours pas aujourd fiui lequel des deux
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/Savoir faire - Raisonnement par 'absurde
Pour démontrer un certain énoncé, on fait '’hypothese qu'’il est faux et
on aboutit a une contradiction.

Exercice
Montrer que le réel V2 est irrationnel (i.e. n'est pas rationnel)

Correction
Siv2= %, fraction irréductible, alors 2¢%

pz, donc 2 divise pz, puis p qui est donc pair.

Puis p =2p' et donc 2q2 = 4p'%, donc ¢ = 2p'?, puis 2 divise g2, puis g qui est donc pair.

Et ainsi la fraction % n’est pas irréductible. . .

e Remarque - Différence avec la contraposée

Pour la contraposée, on suppose nonB et on aboutit a nonA.

Pour ['absurde, on suppose nonB et A ensemble et on montre qu'il y a une contradiction.
Dans ce second cas, on exploite plus d hypothéses!

4.4. Conditions nécessaire, suffisante

1l s’agit simplement d’un peu de bon sens sur la signification des mots « né-
cessaire» et «suffisant».

7 Exemple - A:«xestlecarré dunentier»et B:«x=0»
Considérons un réel x et posons

A: x estle carré d'un entier
B:x=0

Qu'est-ce qui est nécessaire, qu’est-ce qui est suffisant (ou ne I'est pas)?

Définition - Condition nécessaire. Condition suffisante
Plus généralement A = B peut se dire :
— B est une condition nécessaire (CN) pour avoir A (puisque si on A,
nécessairement on a B)
— A est une condition suffisante (CS) pour avoir B (puisqu'’il suffit
d’avoir A pour avoir B
Rechercher une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour avoir A re-
vient donc a chercher B tel que A < B.

/~Savoir faire - Analyse-Synthese
Certaines démonstrations, difficiles a gérer par équivalences, ou lorsque
le résultat n’est pas donné, se font en deux phases :

1. phase d’ "analyse” : on obtient une condition nécessaire (par im-
plications successives par exemple) pour qu'une premiére hypo-
these soit vérifiée

2. phase de “synthése”, ou phase de vérification : la condition précé-
demment obtenue est-elle suffisante?

Exercice

Montrer que toute fonction définie sur IR a valeurs dans IR s’écrit de maniére unique comme

somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire.

On procédera de la maniére suivante :

Premiére étape (analyse) : supposons qu'il existe deux fonctions f et g telles que ..., alors
= ,g=

Deuxiéme étape (synthése) : on vérifie que les solutions trouvées a la premiére étape

conviennent

Correction
ANALYSE : Si h = f + g avec f paire et g impaire,
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alors V xe R, h(-x) = f(-x) + g(—x) = f(x) — g(x) et h(x) = f(x) + g(x).
1 1
En additionnant et retranchant : f(x) = E(h(x) +h(-x)) et g(x) = E(h(x) - h(-x)).

Lanalyse a aboutit a une unique décomposition (sous reserve d'existence. ..).
SYNTHESE : Soit / une fonction de IR et associons lui :

frxm S (h)+hi=) et g:x— = (h(x) = h(-)
alors par construction h = f +g,

mais aussi f(—x) = E(h(fx)ﬂz(x)) = %(h(x)‘#h(*x)) = f(x), donc f est paire
également g(—x) = %(h(—x) - h(x)) = !

T2
Exercice

& Repr

Pexercice

ions de Soit A, B,C et D quatre points du plan tel que AC = BD et (AB) non paralléle & (CD).

Alors il existe une unique rotation du plan r tel que r(A) = B et r(C) = D.
Donner ses caractérisatiques

Correction

Nous allons raisonner par analyse-synthese.

ANALYSE. Supposons que r(A) = B et r(C) = D.

Notons 2 le centre de r et @ son angle de rotation.

Comme r(A) = B, on adonc |QA| = |QB] et (&TA, Q—B) =0.
Ainsi, Q) est sur la médiatrice de [AB]. De méme € est sur la médiatrice de [CD].
Ces deux médiatrices se coupent en un seul point, ssi elles ne sont pas paralléles.
Si ces médiatrices sont paralléles, alors (AB) et (CD) sont paralléles,
la contraposée donne donc :

si (AB) et (CD) ne sont pas paralléles, alors les deux médiatrices se coupent en un seul

point.
Ainsi Q) est obtenu de maniére unique et 8 := (QA, QB), bien défini.

SYNTHESE. Considérons la rotation, centrée Q concours des médiatrices et d'angle 0 := (ﬁ,ﬁ).

On a par définition r(A) = B.

Comme QC =QD, QA= QB et AC = BD, les triangles QAC et QBD sont semblables.
Donc (Q4,QC) = (QB, QD).
Ainsi, avec la relation de Chasles (des angles) :

0= (@A4,08) = @4,00 + @C,0B) = @B,aD) + (C,0B) = QC,0D)

Donc r(C) = D. BILAN : Il existe une unique rotation tel que r(A) = B et r(C) = D, c'est la rotation dont
le centre est 02, le point de concours des médiatrices de [AB] et de [CD] et d'angle 6 = (2A,QB).

On appliquera ce résultat dans le cours sur les nombres complexes.

4.5. Exploiter un contre-exemple dans une démonstration

/“Savoir faire - Utilisation d’un contre-exemple

Lorsque 'on veut prouver qu'une implication est fausse, on cherche un
exemple vérifiant 'hypothése mais pas la conclusion, ce que I'on appelle

un contre-exemple.

Exercice

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = |x+ %I - % Montrer que (x = —1) et (f(x) =0)

ne sont pas équivalents.

Correction

-10<-letf(-10)=F-3=320

4.6. Démonstration par récurrence

(h(x) - h(-x)) = g(x), donc g est impaire

Proposition - Principe admis (axiome)
Soit P(n) (parfois notée 2,) une propriété portant sur I'entier n.
Siona
P(0) vraie
{ VneN, (P(n) vraie = P(n+ 1) vraie)

alors P(n) est vraie pour tout entier 7.
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/Savoir faire - Rédaction d’un raisonnement par récurrence
« Pour n =0, P(0) est vérifiée, avec vérification effective! (souvent deux
simples calculs)
« Supposons la propriété vérifiée pour un certain n = 0 (et surtout pas
“pour tout”, parce que la, ce n’est plus la peine de faire une démonstra-
tion!).

= Montrons que P(n+ 1) est vraie.

Conclusion : Yn € IN, P(n) est vraie.

© Remarque - Démarrer a un autre nombre
On peut aussi démarrer d une valeur de n autre que 0.

Exercice
Montrer que Vne N, n< 2",

Correction
Remarquons d’abord que pour tout entier 1, 2" = 1 Notons pour tout entier n€ IN, 2, : « n.<2" ».
— 0<1= 20, donc 2 est vraie.
— Soit n € IN, supposons que 27y, est vérifiée.
Donc n<2" etdonc n+1<2"+1<2" 42" =211
Donc 27,41 est alors vraie.
Le résultat est donc bien démontré par récurrence et on peut affirmer : ¥ ne IN, n <2,
Exercice
Y a-t-il des erreurs dans les raisonnements suivants ? Ou sont-elles ?
1. 0na:10" 1 +1=10x10"+1=(9+1)x 10" +1=9x 10" +10" +1
Dong, si 10" + 1 est divisible par 9, il en est de méme de 1071 4 1, ce qui prouve
que pour tout entier naturel n, 10" + 1 est divisible par 9.

2. Prouvons que tout ensemble fini a tous ses éléments égaux :
Si dans tout ensemble Ej a n éléments, tous les éléments sont égaux, alors, soit
Ep+1 unensemble a n+1 éléments :
Epy1=1{x1,%2,..., Xn, Xp41}-
Avec I'ensemble de n éléments {x],X2,...,xn}, on a, par hypothése de récur-
rence : X1 =Xz =--- = Xp.
Avec I'ensemble de n éléments {xp, x3,...,Xp+1}, On @, par hypothése de récur-
rence : X = X3 =Xpt1-
Donc x1 = xp =Xp+41.
Comme la propriété est vraie pour n =1 (cas d'un singleton), il en résulte que tout
ensemble de n éléments a tous ses éléments égaux.
Correction

Dans le premier raisonnement, on montre bien le moteur de la récurrence : 22(n) = 2(n+1).
Mais l'initialisation n’est pas démontrée ; et pour cause : elle est fausse.
Le résultat (pour tout n € IN) n'est donc pas démontré (et d'ailleurs il est toujours faux).
Dans le second raisonnement, c’est plus subtile. Dans le passage 2(n) = 2 (n+1),
il faut nécessairement que E; 4] posséde au moins 3 éléments, et donc n = 2.
Ainsi, l'initiation ne sert a rien ici, il faut commencer par démontrer 22(2).

/Savoir faire - Récurrence a plusieurs pas (ou plusieurs termes)
Suivant la fagon dont est énoncée la propriété de récurrence P(n) il peut
étre nécessaire
« d'initialiser la récurrence avec plusieurs (k) valeurs de n
« de supposer P(n),...,P(n+k-1) (ily en a aussi k) vraies pour un certain
nz0
« de prouver que ces k propriétés exactes entrainent P(n + k) vraie

Histm’re - Citation de Henri Poincaré, La
science et 'hypothése, 1902

« Le caractére du raisonnement par récurrence est qu'il
contient, condensés, pour ainsi dire en une formule
unique, une infinité de syllogismes.
Pour qu'on s'en puisse mieux rendre compte, je vais
énoncer les uns apreés les autres ces syllogismes qui sont,
si ['on veut me passer ['expression, disposés en cascade.
Ce sont bien entendu des syllogismes fiypothétiques.

Le théoréme est vrai du nombre 1.

Orsiil est vrai de 1, il est vrai de 2.

Donc il est vrai de 2.

Or si il est vrai de 2, il est vrai de 3.

Donc il est vrai de 3, et ainsi de suite. .. »

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2026/2027



204

Structure logique

/“Savoir faire - Récurrence forte
« Pour n =0, P(0) est vérifiée (avec vérification effective!)
« Supposons la propriété vérifiée jusqu'a un certain n = 0 (ie
P(0),P(1),...,P(n) vraies)
* Montrons que P(n+ 1) est vraie.

On parle parfois alors de «récurrence a plusieurs pas » ou de «récurrence
forte », par opposition a la récurrence du théoréme dite « récurrence simple
(ou faible) »).

Exercice

2
Soit (uy) la suite définie par up = H u; =1 et pour tout entier naturel n,

Up+2 =SUp+1 —6Up.
, 21 431
Démontrer que pour tout n € IN, up, = —

Correction
Nous verrons par la suite d’autre méthode que la récurrence.
En attendant, nous devons employer ici une récurrence a deux pas.
21 430
Notons pour tout entier n € IN, 2y, : « up = —
5

20430 )

e = % = ug, donc 2 est vraie.
21 43!

= % = uj, donc 2| est vraie.

5
— Soit n € IN, supposons que 2y, et 2,1 sont vérifiées.

omtlygndl - gny3n 2n(10-6)+3"(15-6)  2"*2 43142
Donc up42 =5 -6 5 = 5 = 5 Donc

N 5
P42 est alors vraie.
2" 43"

Le résultat est donc bien démontré par récurrence et on peut affirmer : V ne€ N, u, = 5

Exercice
Montrer que tout entier n =2 se décompose en produit de nombres premiers.

Correction
On fait une récurrence forte.
Notons pour tout entier n =2, 2, : « n se décompose en produit de nombres premiers ».
— 2 est un nombre premier donc 2 est vraie.
— Soit n€ N, n=> 2 supposons que pour tout entier k < n, 2. est vérifiée.
Si n+1 est un nombre premier, alors il est le produit de nombres premiers.
Si n+1 n'est pas premiers, il existe a,b = n tel que n+1 = ab.
Or P, et 2}, sont vraies, donc on peut décomposer ces deux nombres,
et par produit 7 + 1 est également le produit de nombres premiers.
Donc 22,41 est alors vraie.
Le résultat est donc bien démontré par récurrence (forte) et on peut affirmer que tout entier n = 2 se
décompose en produit de nombres premiers.
Exercice
Montrer qu’un changement d’hypothése de récurrence raméne une récurrence a plusieurs
pas ou une récurrence forte a une récurrence faible.

Correction

Dans le cas d'une récurrence & h pas, on peut considérer 2, : « Py et Py et... Py g ».

Dans le cas d’une récurrence forte, on peut considérer 2, : « ¥ k= n 2. ».

Exercice

Montrer par récurrence forte que toute suite décroissante d’entiers est stationnaire (i.e.
constante a partir d’'un certain rang).

Correction
On note, pour tout entier k € IN, 2. : «si (up) € NN avec up = k et (up) décroissante, alors (uy) est
stationnaire. »
— Siugp =0, alors nécessairement, il s'agit de la suite stationnaire égala 0, car 0= up = uy =0.
, Y
Donc 2 est vraie.
— Soit k € IN. Supposons que pour tout 2 = k, 2, est vraie.
Soit (uy) suite d'entiers, décroissante telle que g = k+ 1.
« Ou bien pour tout n € IN, uy, = k+1 et donc (uy) est stationnaire.
+ Ou bien il existe 19 € N tel que up, # k + 1, par décroissance, up, < k+1.
Considérons la suite (extraite) (vy,) telle que vp = Up+ng-
Alors (vy) est une suite d’entiers, décroissante de premier terme uy, < k.
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On applique ‘@""o a (vp), qui est donc stationnaire a partir du rang N.
Alors (uy,) est stationnaire & partir du rang N + ng. Donc 2., est vraie.

4.7. Démonstration par algorithme

Algorithme

*Heuristique - Exploitation d’un algorithme
Un algorithme peut permettre de démontrer, constructivement, I'existence d'un certain
objet (ou d'une certaine fonction).
La difficulté est plutot de démontrer que I'algorithme :
— se termine bien
— réalise bien ce que I'on désire

Définition - Algorithme

Un algorithme est une suite finie de régles a appliquer dans un ordre déter-
miné & un nombre fini de données pour arriver avec certitude (c’est-a-dire
sans indétermination ou sans ambiguité), en un nombre fini d’étapes, a un
certain résultat et cela indépendamment des données.

Terminaison de 'algorithme

Pour démontrer que 'algorithme termine (que le nombre d’étapes est fini),
on exploite un variant de boucle, en regle général, en suite d’entiers décrois-
sante. Pour des boucles for, la terminaison de boucle est en regle générale
immédiate.

/~Savoir faire - Démontrer qu'une boucle se termine
On identifie une expression (variable) qui :
— estentiére
— décroit strictement a chaque étape de la boucle
Alors, nécessairement, la boucle se termine.

7 Exemple - Division euclidienne
On considere le bout de programme suivant :

q=0

r=n

while r>=d :
g=g+1
r=r—-d

Ce programme calcul le quotient g et le reste r de la division euclidienne de n par d.
(A démontrer)

Mais est-ce qu'il termine bien? Oui

On constate que la suite des valeurs prises par la variable r est strictement décrois-
sante de n a un nombre compris entier positif plus petit que d.

Si la boucle ne s’arrétait pas, alors cette suite de valeur serait infini, ce qui est impos-
sible.

Exercice

On considére le bout de programme suivant :
c=0
while p>0 :

if ¢

else :

1. Que fait ce programme ?
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2. Les variables p et c sont-elles décroissantes, strictement ?
3. Montrer que la variable t=2p+3c est entiére, strictement décroissante.
En déduire la terminaison de I'algorithme.

Correction

1. On commence par faire le tableau pour comprendre, avec les premiers étapes ce qui peut se

temps D c
0 P 0
1 p-2 1
passer : 2 p-2+1=p-1 | 0
3 p-3 1
4 p-2 0
5 p-4 1
Le programme donne donc pour finir p=0 (condition d'arrét) et c=0, si p est pair initialement,

et c=1 sinon.

2. Les variables p et c ne sont pas décroissantes.

3. ll'y a deux évolutions possibles pour t=2p+3c, selon la valeur de c.
— sic=0, alors t=2p+3c—2 (p-2) +3 (c+1) =2p+3c-1
— sic=1,alors t=2p+3c—2 (p+1) +3 (c-1) =2p+3c-1
Donc la variable t =2p+3c est entiere, strictement décroissante.
Lalgorithme se termine donc bien.

Correction de P'algorithme

1l faut aussi savoir démontrer que le programme (avec de nombreuses répé-
titions de la boucle) réalise se que I'on souhaite.

On utilise alors pour cela des invariant de boucles.

Comme son nom l'indique il s’agit d’identifier (créer) une expression-
variable qui ne change pas de valeur tout au long du programme.

Puis lorsque le programme se termine, en exploitant cette expression, nous
pourrons démontrer que I’'on obtient bien le résultat attendu.

/Savoir faire - Utilisation d’un invariant de boucle pour démontrer le
résultat attendu
Pour démontrer qu'une boucle réalise bien le résultat attendu,
1. on cherche une expression qui reste constante tout au long des
calculs de la boucle;
2. on calcule sa valeur initiale (avant le début de la boucle);
3. on en déduit sa valeur finale;
4. enfin connaissant les valeurs finales des variables du systéme (tes-
tées pour la sortie de boucle), on en déduit la valeur de la variable
retournée par le programme.

/ Exemple - Retour sur la division euclidienne
Reprenons I'algorithme de la division euclidienne par soustraction successive :

g=0

r=n

while r>=d
q=q+1
r=r-d

— Lavaleur qui n’évolue pas est t=dqg+r.

En effet, on passe a chaque boucle de t =dg+r—d (g+1) + (r-d) =dg+d+r-d=dg+r

— De plus initialement, t=dx0+n=n
— Etpour finir r appartient a I'intervalle [0, d[.
On a donc trouver le couple (q, r) tel que n=dqg+r avec re [0,d[.
C’est la définition de la division euclidienne. Et le résultat obtenu est bien celui at-
tendu.
Exercice
Montrer que le programme
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1 def somme2(n)
2 S=0
3 for i in range(1.,n+1):
4 S=S+i =2
5 return(S)
100
calcule bien ) i

i=1
Correction
i-1
Notons T=5- Y k2.
k=1
il i i-1
Alors & chaque étape, on a T=S- Y k* —s+i2-) k*=5- )" k* Nous avons trouvé notre
=1 =1 =1
invariant : T.

Initialement, T=0, a la fin aussi et donc S= i K
Exercice =
On cherche a écrire un programme qui calcul n!.
1. Ecrire un programme avec une boucle while.
2. Démontrer que le programme se termine bien.
3. Démontrer que le programme effectue bien ce que I'on souhaite.

Correction

1 def factorielle2(n):
2 """Calcul de la factorielle de n""

3 f=1

4 k=1

5 while k<n

o fok=fe(ket), kel
7 return(f)

2. Il s’agit de trouver une variable entiére qui décroit strictement.
Ici, c’est clair, il faut prendre k.
Elle commence a n, et décroit strictement a chaque étape. Donc a partir d’'un certain moment
(ici n étapes, puisqu’elle diminue de 1 & chaque étape), elle est nulle; et la boucle s'arréte
bien.

3. Notons I = f « (k!).
ATinstant initial, k= n, f =1 etil a pour valeur I =1 x n!=n!.
A chaque instant, ona I = f x (k!) — (f * k)((k— 1)!) = I. Donc I est invariant.
Enfin, en fin de course, pour la derniére boucle, k=1, etdonc I = f * 1! = n!. Ce qui implique
que f=nl.
Le programme renvoie la valeur de f, donc c'est bien la valeur de n!.

Proposition - Plus petit élément d’'un ensemble fini
Considérons E un ensemble muni d'une relation d’ordre totale.
Un ensemble A de n éléments de E admet un plus petit élément.

Nous allons faire la démonstration par algorithme

Démonstration
Soit A un ensemble fini, on peut supposer que A = {x],x2,...Xn}.
Considérons I'algorithme :
a=A[1]
for k in range(n):
if Alk]<a
a=A[k]
return(a)
Lalgorithme termine car il s"agit d’'une boucle for
11 faut montrer la correction en trouvant un invariant de boucle. On va considérer pour le tour k
la proposition 2. :«V i < k, a < x;, a € A». Au premier tour, comme A[1] = x1 = a, 2 est vraie.
Si 2} est vraie, il en est de méme de P, selon que xj,) < aou Xj4) = a.
En bout de course, onadonc a < x;, pourtouti<netae A.
[m]
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5. Bilan

Synthese

~» En mathématiques, les raisonnements se fondent sur une vision en-

sembliste des objets ou des propositions. Nous faisons un premier pas-
sage, de bon sens, sur ce qu’est un ensemble et ce que signifie apparte-
nir a un ensemble ou en étre une partie; ce qu’est un intervalle ou un
produit cartésien d’ensembles.

Naturellement, apparait fréquemment dans les affirmations mathé-
matiques ensemblistes deux notions : une notion d'universalité pour
tout et une notion d’exception il existe. La formalisation qui est le lan-
gage écrit des mathématiques, réserve donc deux symboles pour ces
notions : V et 3. On les retrouve tout le temps.

Les mathématiques donnent des relations (de vérité?) entre les asser-
tions. Nous voyons différentes méthodes exploitées dans l'artisanat de
la démonstration : table de vérité (cas par cas), implication ou équi-
valence, analyse-synthése, contraposée, raisonnement par ’absurde,
contre-exemple ou récurrences. ..

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Savoir-faire - Montrer que I est un intervalle de R

Savoir-faire - Noter les dépendances

Savoir-faire - Montrer que F ¢ E

Savoir-faire - Prouver I'égalité de deux ensembles

Savoir-faire - A= B. Raisonnement direct.

Savoir-faire - A= B. Raisonnement par contraposée.

Savoir-faire - A & B. On procéde en deux temps.

Savoir-faire - A < B. On procede par équivalences connues succes-
sives.

Truc & Astuce pour le calcul - Ne pas abuser de <

Savoir-faire - Raisonnement par 'absurde

Savoir-faire - Analyse-Synthese

Savoir-faire - Utilisation d'un contre-exemple

Savoir-faire - Rédaction d'un raisonnement par récurrence
Savoir-faire - Récurrence a plusieurs pas (ou plusieurs termes)
Savoir-faire - Récurrence forte

Savoir-faire - Démontrer qu’'une boucle termine

Savoir-faire - Utilisation d’un invariant de boucle pour démontrer le
résultat attendu

Notations
Notations Définitions Propriétés Remarques
V-3 Pour tout (ou quel que soit) - Il existe Les affirmations mathématiques exploitent ~ Attention, on

A=B=B<A

A<=B

trées souvent uniquement ces deux sym- Va3ibe3b

boles

Implication de A vers B Aest suffisante pour B et B est nécessairea  Ex:3bV a=
A

Aet B sont équivalentes Identique 2 A= B&B = A Ne pas en ab

Retour sur les problemes

48.
49.
50.

Quoi dire...
Ce n'est probablement pas qu'un langage, mais. ..

Ce n'est pas un probleme
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Relations binaires sur un
ensemble

@Résumé -
Nous plé quelques notions essentielles du fond. des hématiques
(formalisé non sans mal a la fin du XIX-ieme siecle). Ces fondements se basent sur
les ensembles!

Mais il faut agir sur ces ensemble. Nous commengons donc d'abord par voir deux
notions dont l'emploi en mathématiques est fréquent (en particulier lorsqu'il s'agit
de construire de nouvelles notions). I s'agit des relations binaires : relation d'ordre
et relation d équivalence.

Dans ce chapitre, il y a beaucoup de définitions. A apprendre!! Quelques vidéos :

— Maths Adultes - Relations binaires - https ://www.youtube.com/watch 2v=W7cH06qOImM

Sommaire

1. Problemes

2.  Graphe ..
2.1. Formalisation . .. .................... 211
2.2. Vocabulaire ........................ 211
23. Applications . . . ... ... L o 211

3. Relationsbinaires. . . .. ......... ... .. ..., 212
3.1. Construction etreprésentation . . . . . ........ 212
3.2.  Caractérisations L. 212

4. Relationdordre . . ............. ... .., 212
4.1. Définitions . .. ... ... ... L. 212
4.2. Ensembleavecordretotal . . .. ............ 213
4.3. Ensemble avec ordre partiel . 214

4.4.  Eléments particuliers.. . . .
4.5. Ordrestrict. .. ........

5. Relationd’équivalence . . . .. ......... ...
5.1. Propriétés caractéristiques . .............. 217
5.2. Classes d’équivalence 218
5.3. Partitionde E . 219
5.4. Préordre et opérations surles classes . .. ...... 220
6. Bilan .............. .. i i, 221
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1. Problemes

? Probléme 48 - Graphe

En option « maths expertes », les éléeves étudient les graphes : sommets,
arrétes....

C’est une famille essentielle d’objets en mathématiques et en informa-
tique (nous les y retrouverons en fin d’année). Comment formaliser pro-
prement les graphes? Comment passer de I'idée bien comprise (de som-
mets et d’arétes/fleches) a une représentation mathématique/informa-
tique acceptable?

2 Probleme 49 - Forcer I'égalité. Qu’est-ce qu’une égalité ?
Pour résoudre un exercice, on exploite souvent des équivalences (). La
bijection de f permet d’écrire : f(x) = y < x = f~!(y) en prenant x et
y dans les bons ensembles.

Si f n'est pas surjective, il suffit de changer I'ensemble de définition de y
et la résolution du probléme se conserve.

Mais si f n'est pas injective, qu'il y a plusieurs solutions xi,xp,...x, a
I'équation f(x) = y. Que faire?

Une idée : forcer I'égalité et affirmer que x; = xp = ...x,, comme pour
I'équation tan x = v/3 qui permet d’affirmer x = Zoux= %". -

C’est choquant! Comment rendre cela propre : en redonnant un sens
nouveau a I'égalité x; = xp =...x,. Qu'est-ce qu'une égalité?

? Probléme 50 - Relation d’ordre ?
Pour résoudre le probleme précédent, nous créons la notion de relation
d’équivalence.
Mais plus souvent, lorsque nous prenons deux objets nous ne pouvons
pas affirmer qu'ils sont pareils. Souvent 1'un est PLUS quelque chose que
l'autre.
Comment formaliser cette idée? Qu'est-ce qu'une relation d’ordre? Et
comment I'exploiter?

? Probléme 51 - Plus grand élément
Existe-t-il nécessairement un, un seul, plus grand élément a un ensemble
ordonné?
Par exemple : quel est le plus grand élément de [0, 1[?

? Probléme 52 - Codage de graphe (ou relation) a partir d’ap-
plications. Et réciproquement...
Apres avoir défini les ensembles, on peut ou bien définir les applications
et a partir de la les relations (ou graphes), ou bien définir les relations et
a partir de la les applications.
Comment faire naturellement ces deux implications? (Evidemment, pas
en méme temps...)
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2. Graphe

2.1. Formalisation

«*Heuristique - Images mentales des graphes!
Pour I'heuristique et les images mentales (a ne pas oublier et vraiment a garder en mé-
moire!!), il faut revoir le cours de mathématiques de terminale.

Définition - Graphe non orienté
On considere un ensemble S (de sommets), fini en regle générale. Puis un

S
ensemble Ac 2 de paires d’arétes.

On appelle graphe non orienté le couple (S, A).

Définition - Graphe orienté

On considére un ensemble S (de sommets), fini en regle générale. Puis un
ensemble A c S x S de couples d’arétes.

On appelle graphe orienté le couple (S, A).

Exercice
Donner la définition formalisée d’'un graphe complet.

Correction
Un graphe complet est, heuristiquement, dont chaque sommet est relié a tous les autres.

N
Formellement : A= S x S (cas orienté) ou A= (2) (cas non orienté).

2.2. Vocabulaire

Définition - Sommets reliés

Soit (S, A) un graphe (orienté ou non).

On dit que deux sommets sy, 52 € S sont reliés si (s, s2) € A (cas orienté) ou
{81, $2} € A (cas non orienté)

Définition - Degré d’'un sommet

Soit s € S un sommet d'un graphe non orienté (S, A) a pour degré d(s) =
card(As) ot Ag;={ac€ A|sea}.

Soit s € S un sommet d’'un graphe orienté (S, A) a pour degré sortant
d, (s) = card(As) olt Ag = An({s} x S) et pour degré entrant d_(s) = card(A’S)
ol Ay = AN (Sx{s}).

Exercice
Comment définir chemin d’'un sommet & un autre ?
Et graphe connexe ?

Correction

On dit que le graphe (S, A) admet un chemin de s & s’ (€ S) s'il existe un entier n et une suite
(50,51, 2,-..5) d'éléments de S tels que so = s, sp = 8’ et Vi € Ny, (s;_1,5;) € A (cas orienté)
ou {sj_1,s;} € A (cas non orienté).

Un graphe est connexe si pour tout sommets s, s € S, il existe un chemin de s a s'.

2.3. Applications

On retrouvera trés vite les graphes dans le cours sur les relations binaires,
plus loin en probabilité et algebre linéaire (chaine de Markov), ou en infor-
matique. .. Al'occasion, nous verrons en informatique, un fagon supplémen-
taire et pratique de coder/définir un graphe a l'aide de matrice. ..
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4§ Représentation - Graphe

[/ T ——S

Cest le graphe de [exercice du Stade

3. Relations binaires

3.1. Construction et représentation

Définition - Relation

Soit E un ensemble.

Une relation binaire sur E est un sous-ensemble G de E x E. Si (x,y) € E?
on écrit x2y lorsque (x, y) € G.

On peut représenter une relation par un graphe (diagramme sagittal) : une
représentation de E x E et avec des fleches on indique que x (du premier E)
est en relation a y (du second E).

7 E ple - Stade Toul i
Par exemple dans I'ensemble E=Boutique du Stade Toulousain ot :

E = {beret rouge, chaussette blanche, maillot rouge, maillot noir, short rouge,
cuissart noir} = {Bg, CHg, Mg, M, Sr, Cn},

on définit la relation %7 par “est de la méme couleur que” c’est-a-dire que 'on a

Gy = {(Br, MR), (MR, BR), (MR, S), (S, MR), (BR, SR), (Sr, BR), (Br, Br), (MR, Mp),
(Sr,SR), (CHp, CHp), (M, CN), (CN, MN), (MN, MN), (CN, CN)}

ou encore Bp #1 Mg, Mg %1 Bg, MR %1 Sg...

Exercice

On peut définir dans I'ensemble {0, 1,2,3,4,5, 6} les relations 27 “est un multiple de” ou %
“est le double de”.

Expliciter G1, G2 et les diagrammes sagittaux de ces deux relations.

Correction
G = {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6), (1,1),(2,1),(2,2), 3, 1),(3,3), (4, 1), (4,2), (4,4),(5,1),
(5,5),(6,1),(6,2), (6,3), (6,6)} et G2=1{(0,0),2,1),4,2),(6,3)}

3.2. Caractérisations

Définition - Propriétés des relations
Soit Z une relation sur un ensemble E. On dit que £ est :

—  réflexive siVx€E, xRx;

—  symétrique siV(x,y) € E?, XRY = YRX;

— antisymétrique siV(x,y) € E?, XRYy et yRx=>x=y;
—  transitive siV(x,),2) € E3, XRY et YRz = XRz.

7 Exemple - Stade Toulousain

Dans I'exemple précédent, la relation est réflexive, symétrique et transitive.
Exercice

Comment se représentent pour un graphe les propriétés précédentes ?

Correction
En terme de graphe, cela signifie que :
— pour la réflexivité : chacun est relié a lui-méme, donc le diagramme présente des lignes droites.
(Dans le cas d'une représentation matricielle : que des 1 sur la diagonale)
— pour la symétrie : un fleche dans un sens, donne une fléche dans I'autre sens (on pourrait faire
des doubles fléches).
On parle alors de graphe non orienté.
(Dans le cas d'une représentation matricielle : la matrice est symétrique)
— pour I'antisymétrie : il ne peut y avoir de double fleche, excepté sur eux-mémes.
(Dans le cas d'une représentation matricielle : la matrice est presque antisymétrique)
— pour la transitivité : il y a des blocs de points regroupés entre eux.

4. Relation d’ordre

4.1. Définitions
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Définition - Relation d’ordre
Soit Z une relation sur un ensemble E. On dit que c’est une relation d’ordre
si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

Définition - Plus petit
Une relation d’ordre permet de comparer deux éléments. Lorsque x2y on
dit que x est “plus petit” que y et on note usuellement x < y.

/“Savoir faire - Montrer que 2 est une relation d’ordre.
1l s’agit de montrer, tour a tour, que la relation est réflexive, antisymé-
trique et transitive.

@Pour aller plus loin - Treillis (de Galois)
Pour les relations d'ordre, au lieu du grpafe, on préfére
une représentation graphique sous forme de treillis (de

Galois).
Six =y, alors on représente X «sous» 'y, et ['on trace
4.2. Ensemble avec ordre total un lien entre les deux;
Si lordre est total, il n'y a qu'un élément d chaque hau-
Définition - Ordre total teur.
Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. On dit que c’est une relation | | Cette représentation n'a d'intérét que pour E de car-
d’ordre total si dinal fini (et petit), méme si elle peut aussi donner de

bonnes idées complémentaires.

V(x,y)EEZ,xsyouysx

(c’est-a-dire si deux éléments quelconques de E sont comparables).

e Remarque - Concernant le treillis (ou graphe)
Le fait que ['ordre soit total signifie que le treillis/graphe est connexe (en un seul morceau).

7 Exemple - Sur R
Par exemple, dans R la relation < est une relation d’ordre total, en revanche < n’est
pas une relation d’ordre.
En effet, < n’est pas reflexive.
Exercice
Sur E = R? on définit les deux relations suivantes :

— l'ordre produit :

Xy =1, y)exsxety<y

— lordre lexicographique :
(x,y) <2 (x’,y') o (x< x') ou(x= x' et y< y’)

Vérifier qu'il s’agit de relations d’ordre. S’agit-il d’ordre partiel ou d’ordre total ?

Correction
Premiére relation :
— Réflexive : Pour tout x,y € R, ona x < x et y < y, donc (x,y) <1 (x,¥)
— Antisymétrique :Soient x, y, x'y' € R tels que (x,y) =1 (x/,y") et (x/,y") <1 (x,¥)
Doncx<x',x' <x,y<yety <y.
Donc x = x' et y= y’ (car < est antisymétrique sur R).
Finalement (x,y) = (x/, y)
— Transitive : Soient x,y,x', ', x", ¥ € R, tels que (x,y) <1 (', y) et (', ) =1 (", y").
Onadonc x<x'<x"ety<y <y, donc (x,y) =1 (x",y")
Cette relation n'est pas totale : il n'y a aucune relation entre (1,0) et (0,1) (et pas de relation d'ordre
totale sur C). Premiére relation :
— Réflexive : Pour tout x, y € R, ona x = x et y < y, donc (x, y) < (x,))
— Antisymétrique :Soient x, y, x'y’ € R tels que (x,y) < (x, ') et (', y') <2 (x, )
On ne peut avoir x < x', sinon, on aurait pas (x', ") <3 (x,y), donc x = x".
Puis y<y'ety' <ydoncy=y'
Finalement (x,y) = (x,y)
— Transitive : Soient x, y,x', )/, x",y" € R, tels que (x,y) <2 (x',y) et (x', ) =2 (x", y"").
Alors x < x' < x''.
« Oubien x < x” etdonc (x,y) <2 (x", ")
« Oubien x=x" etdonc x=x"=x"
etdoncy<y <y’  etainsi (x,y) = (x",y")
Dans tous les cas (x,y) <z (x",y")
Cette relation est totale : elle permet d'écrire le dictionnaire !
C’est aussi l'ordre total qui permet de classer les nombres écrits décimalement (ou une base quel-
conque, d'ailleurs).
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4 Repr

- Treillis de divi:

s de 30

et36

4.3. Ensemble avec ordre partiel

Définition - Ordre partiel

Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. On dit que c’est une relation
d’ordre partiel s’elle n’est pas total.

C’est-a-dire : il existe (x, ) € E? tel quexZyetyZ£ux.

Exercice
Soit Q un ensemble et E = 22(Q2). On définit sur E la relation 2 par

V(A,B)€ B2, ARB & AcB.

Veérifier que la relation 2 est une relation d'ordre. S’agit-il d’'une relation d'ordre total ?

Correction

— Elle est réflexive : pour tout ensemble A, ona Ac A.
— Elle est antisymétrique : soient A et B tels que Ac B et Bc A, alors A= B.
— Elle est transitive : soient A, Bet Ctelsque Ac Bet Bc C, alors Ac C.
Mais ce n'est pas une relation d'ordre totale : si Card(E) =2, il n'y a pas de relation entre {a} et {b} si
a#b.
7 Exemple - Divisibilité sur N
La relation «divise » : n|m, si il existe k € IN tel que m = nk est une relation d’ordre
partielle.
Exercice
Montrer ce résultat

Correction
C’est une relation reflexive, antisymétrique et transitive

e Remarque - Treillis
On peut faire un treillis de divisibilité de certains nombres entiers.
Ce n'est pas une droite, comme avec (R, <) par exemple.

4.4. Eléments particuliers

Majorant/minorant

Définition - Majorants,minorants
Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. Pour A c E, on définit les
éléments suivants :

— M€ E estun majorantde AsiVxe A, x<M;

— me Eestunminorantde AsiVxe A, m=x;

7 Exemple - Majorant sur (<,R)

Pour la relation d’ordre < sur RR,
3 est un majorant de 'ensemble (%, nelN}.
D’une certaine fagon, ce n’est pas le meilleur.

V/ Exemple - Majorant sur (|,IN)
Pour la relation d’ordre | sur IN,
— 120 est un majorant de {1,2,3,4, 5}
Ce n’est pas le meilleur. On dit que c’est un multiple.
La majorant le plus intéressant serait le plus petit multiple. (PPCM)
— 3 estun minorant de {6,9,12}.
On dit que c’est un diviseur.
C’est d'une certaine fagon le meilleur car c’est le plus grand des diviseurs
(PGCD).
Exercice
Pour la relation d'ordre  sur R.
Donner un majorant et un minorant de {{1,2,3},{2,3,5}}

Correction
On peut prendre par exemple : A ={1,2,3,5} et B = {2,3} respectivement.
En fait tout majorant doit contenir A et tout minorant est inclus dans B
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Plus grand/petit élément

Définition - Plus grand él plus petit él
Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. Pour A c E, on définit les
éléments suivants :

— ae€ Eestun plus grand élémentde Asiae AetVxe A x<a;

— ac€ Eestun plus petit élémentde Asiae AetVxe A,a<x.

En fait a est respectivement un majorant de A et élément de A ou bien un
minorant et élément de A

Théoréme - Unicité

Un plus petit grand élément de A c E, lorsqu'’il existe, est unique, noté
max(A).

Un plus petit petit élément de A < E, lorsqu'il existe, est unique, noté
min(A).

Démonstration

Supposons que A admettent (au moins) deux plus petits éléments : a; et ap.
Alors pour tout x € A, a1 < x, donc en particulier pour x=az € A: ay < az.
Et pour tout x € A, az < x, donc en particulier pour x =a; € A: az < aj.

Par antisymétrie : a1 = ap. A admet au plus un seul plus petit élément. O

[ Attention - Attention au mot
Ici il ya une source d’erreur classique. On fera bien attention aux mots
définis ici : (un) majorant, (un) minorant, (le) plus grand élément, (le)
plus grand élément.
S’ajoutent a ces mots : élément maximal, minimal...
1l y aura bient6t également I'expression borne supérieure, borne infé-
rieure. ..

On rencontre trés souvent le cas suivant :

Exercice

On suppose que < est une relation d'ordre total sur E.

Soit A< E. On suppose que A est fini.

Montrer que A admet nécessairement un plus grand élément

Correction

On fait une récurrence sur Card(A).

Py ¢ Si Card(A) = n, alors A admet un plus grand élément. Pour I'hérédité, on note
que si A = Ap w{a}, alors max(A) = max(max(Ap),a)... Nous encourageons également a
faire une démonstration par algorithme.

Exercice

On admet qu'un ensemble fini admet toujours un plus petit élément (il suffit de faire au plus
nln-1) comparaisons - mais on peut se contenter de n — 1 comparaisons. . .).

Montrer que tout sous-ensemble de IN admet un plus petit élément.

Correction
Soit AcIN. Soit a€ A.
Alors A’ = AN [0, a]] est fini (car inclus dans [[0, all), il admet un plus petit élément a’.
Pour tout x € A,
oubien x> aetdonc @' <a<x,
ou bien x < a donc x € A’ etdonc a’ < x.
Ainsi a’ est le plus petit élément de A

Elé i X/ mini; X

@ Remarque - Généralisation : élément maximal ou minimal
On peut également définir la notion d élément maximal ou minimal :
— M€ A est un élément maximal de A siNX€E AM=<x=>x=M;
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— mE A est un élément minimal de A siVX € A, x<m=x=m.
S'il s'agit d'une relation d'ordre total, ces éléments coincident avec les plus grand et plus
petit éléments (s'ils existent).

7 Exemple - Ensemble avec plusieurs éléments maximaux
Pour qu'il y en ait plusieurs, il ne faut pas qu'ils coincident avec 1'unique plus grand
élément.
Donc d’apres la remarque, I'ordre ne doit pas étre total.
On peut prendre I'ordre produit sur E = R? et A= {(x,) € E | x* + y? < 1}, le disque
unité.
Alors A n'admet pas de plus grand élément et tous les éléments de M = {(x,y) €
R? | x%+y? =1,x>0,y > 0} sont des éléments maximal de A.
En effet, si (xo, yo) € M et (x, y) € A, avec (xp, o) <1 (x,y), alors xo < xetyp<y.
Alorsl=x0+ygsx2+y2s1,0nad0ncx2+y2=1=xg+y§,
Ainsi (x? - x(z)) + (y2 - y%) =0, avec un somme de termes positifs, donc x°
et y2 - yg =0.
Enfin pat positivité de xg et yp : x = xg et y = yp, donc (x, y) = (xo, yo)-.

2_,2_
-%=0

Borne supérieure/inférieure

Une derniére définition, pour des cas plus simples que celui de 'exemple
précédent :

Définition - Borne inférieure, borne supérieure
Soit A un ensemble muni d’une relation d’ordre.
— Sil'’ensemble des majorants de A est non vide et admet un plus petit
élément a, a est appelé borne supérieure de A, on note a = sup A.
— Si I'ensemble des minorants de A est non vide et admet un plus
grand élément b, b est appelé borne inférieure de A, on note b =
inf A.

Cette définition sera au coeur de la définition de 'ensemble R (a partir de Q
avec la relation d’ordre totale <). Mais elle sert aussi a d’autres moments du
cours

Exemple - Borne inférieure et supérieure pour (N, |) (divisibilité)
Comme leur nom l'indique :

— Laborne supérieure de I'ensemble fini d’entiers {u, v} estle PPCM (u, v).

— Laborne inférieure de I'ensemble fini d’entiers {u, v} estle PGCD(u, v).

/Savoir faire - Montrer que a = sup E
On montre en deux temps :

1. VxeE x=<a

2. VztelqueVxeE, x=<zalorsa=<z
(tout majorant z de E est plus grand que a)
OU (de maniére équivalente)
Vu=<a,IxeEtelqueu=<x
(tout élément plus petit que a ne peut pas étre un majorant de
E)

Exercice
Comment repérer sur le treillis des multiples et diviseurs de u et de v, leur PGCD et leur
PPCM?

Correction
C'est le grand pére commun (PPCM) ou le petit fils commun (PGCD)
Exercice

@Pour aller plus loin - Espaces vectoriels
On indiquera que dans le cadre des espaces vectoriels,
oti ['on exige en outre une stabilité pour ['addition vec-

Comment peut-on définir 'ensemble borne supérieure de deux ensembles A et B pour la
relation = ?
Méme question avec la borne inférieure ?

toriel, [a borne supérieure des sous-espaces vegtgriels Ity |
et Fp est donnée par ['ensemble Fy + Fp
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Correction
Tout simplement : AU B et An B respectivement

4.5. Ordre strict

Définition - Ordre strict
Soit (E, <) un ensemble ordonné. On définit la relation < par:

x<yo(x=yetx#y)

ce n'est pas une relation d’ordre sur E car elle n’est pas réflexive.

7 Exemple - Sur R
Larelation < est une relation d’ordre (totale).
Alors que < est une relation d’ordre strict.

5. Relation d’équivalence

5.1. Propriétés caractéristiques

Définition - Relation d’équivalence
Soit # une relation sur un ensemble E. On dit que c’est une relation
d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

7 Exemple - Stade Toulousain
On a vu une premiére relation d’équivalence, avec I'exemple du stade Toulousain.

v Exemple - Fractions rationnelles
Montrer que % définie sur Z x IN par (a, b)Z(c,d) ssi a x d = b x ¢ est une relation
d’équivalence.
Montrons que £ ainsi définie est :
— réflexive.
axb=bxa(=ab) donc (a,b)%(a,b).
— symétrique.

Supposons que (a, b)Z(c,d), donc axd=bxc

donc ¢ x b=d x adonc (c,d)%(a,b).
— transitive.

Supposons que (a, b)Z(c,d) et (c,d)Z(e, f) doncaxd=bxcetcx f=dxe.
donc(ax fixd=fx(axd) =fx(cxb)=(fxc)xb=dxexDb.
etcomme d est non nul, il est inversible (dans IR) et donc ax f = ex b donc

(a,b)Z%(e, f).

/~Savoir faire - Montrer que Z est une relation d’équivalence
1l s’agit de montrer, tour a tour, que la relation est réflexive, symétrique
et transitive.

Exercice

2 .u
Montrer que Z définie sur RNy (ensemble des suites) par (u,,) 2 (vy) ssi nllT L
—tooup
est une relation d’équivalence.

Correction
Montrons que Z ainsi définie est :
— réflexive,
lim =" =1 donc (un) % (un).
n—+00 uy
— symétrique.
u
Supposons que (u;)%(vy), donc  lim e
n—+co v,
v, 1
donc lim_— = — =1donc (v;)%(un).
n—tooup 1

@Pﬂur aller plus loin - Relation d’équiva-
lence : volonté de définir =
Sur le site images des maths, un article intéressant :

http ://images.math.cnrs.fr/Egalite

|&) Histoire - Construction de Z

Etant donné IN, construit par un principe de type
récurrence (par Péano); on peut suivre Dedekind est
construire 7.

On note sur N2, & telle que (n, mR&n',m') ssi
n+m' =n'+m

Les classes  d'équivalence sont de la  forme
0,n) = {(k,k + n),k € IN}, représenté de [en-
tier relatif : —n.

AP - Cours de maths MPSI (Fermat - 2




218

Relations binaires sur un ensemble

— transitive. u v
Supposons que (u,)2(vy) et (vy)Z(wy) donc lim % _1et lim —*=1.
n—+co vy n—+co wy,
U, u, v
donc lim —% = lim —2x lim —* =1etdonc ax f=exbdonc (up)Z(wy).
n—+00 Wy n—+00 vy  n—+00 Wy
Exercice
Soit f: E—F.

On définit la relation % ¢ sur E par xZ ¢y ssi f(x) = f(y).
Montrer que Z ¢ est une relation d'équivalence sur E.

Correction
Trivial

5.2. Classes d’équivalence

Définition - Classe d’équivalence

Soit Z une relation d’équivalence sur E.

Pour a € E, on appelle classe d’équivalence de a 'ensemble C(a) = {x €
E|xZa}. a est un représentant de C(a).

7 Exemple - Fractions rationnelles

Les classes d’équivalence des fractions rationnelles sont exactement les couples dont
les fractions sont égales.

On voit sur cette exemple le but de la notion de classe d’équivalence : préciser et
généraliser la notion d’égalité!

Les fractions rationnelles simplifiés sont des représentants particulierement simple
de leur classe d’équivalence.

Exercice

Montrer que 2 définie sur C*2, par z = a+ibRz = a’ +ib ssi ax b = a' x b est une
relation d’équivalence.

Quelles sont les classes d'équivalence de % ?

Correction
Montrons que Z ainsi définie est :
— réflexive.
axb=Dbxa(=ab) donc a+ib%a+ib).
— symétrique.

Supposons que a+ibZc+id,donc axd=bxc
donc ¢ x b=d x adonc ¢ +idZa+ib.
— transitive.
Supposons que a+ibZ%c+id et c+idRe+if doncaxd=bxcetcx f=dxe.
donc (ax f)xd=fx(axd)=fx(cxb)=(fxc)xb=dxexb.
etcomme d est non nul, il est inversible (dans IR) etdonc ax f = ex b donc a+ibZRe+if.
Les classes d'équivalence peuvent représentées par les droites passant par 0.
Exercice
Montrer que % définie sur R, par 020’ ssi 3 k € Z tel que 0 — 0’ = 2k est une relation
d’équivalence.
Quelles sont les classes d'équivalence de 2 ?

Correction
Montrons que Z ainsi définie est :
— réflexive.
6—60=0=0x2n1 donc 0%6.
— symétrique.
Supposons que A%6’, donc 8 -0’ = 2kn
donc 6’ — 6 = -2k donc 0’ 20.
— transitive.
Supposons que 020" et 0'#0" donc 0 — 0" =2kn et 0’ —0" = 2k'n.
donc 60" =(0—-0")+ (0" -0") = 2km + 2kt = 2(k + k')7.
etdonc 026"
Les classes d'équivalence peuvent représentées par les arguments principaux. En fait, on retrouve la
méme classe d'équivalence que précédemment.

Proposition - Caractéristique par les classes d’équivalence
Soient Z une relation d’équivalence sur un ensemble E, a et b deux élé-
ments de E. Alors

aRb < Cla)=C(b).
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Démonstration
Supposons que aZb.
Soit x € C(b), alors x2b et par transitivité (et réflexivité) : x%a, donc x € C(a).
V x € C(b), x€ C(a), donc C(b) c C(a).
Et, si y € C(a) alors yZa, donc yZb, donc y € C(b). Et C(a) < C(b).
Bilan: C(a) = C(D).
Réciproquement, si C(a) = C(b), alors a € C(a) c C(b), donc a€ C(b) et azb. O

Exercice
On note 22 le plan usuel. On définit sur 22 x 22 la relation 2 par

(A,B)Z(C, D) & ABDC est un parallélogramme.

Il s'agit d’une relation d’équivalence. Que représentent les classes d’équivalence de cette
relation ?

Correction
Les classes d'équivalence sont données par I'ensemble de tous les vecteurs (pas d'origine).

Définition - Systéme de représentants

Soit # une relation d’équivalence définie sur un ensemble E.

Siil existe S c E tel que pour tout x € E, 3!s € S tel que xZs,

on dit que S est un systéme de représentants de la classe d’équivalence

D
(Il y a une bijection naturelle entre S et %).

On note souvent Sg\ un tel systéme.

Si E est fini, il existe toujours un systeme de représentants (sinon cela peut

nécessiter 'axiome du choix).

e Remarque - Notation floue

La notation Sg\g est trés imprécise (pas de différence entre un systéme et un autre).
Souvent ce qui compte pour les démonstrations est d'un considérer un systéme quelconque,
sans précision.

’/ Exemple - Relation de congruence modulo [0, 27]

Largument principal d’'un nombre complexe noté Argz est choisi dans I’ensemble
des représentants [0,27[ (ou | — 7, 7] selon les conventions).

1l représente sa classe d’équivalence des nombres réels associé a un méme argument
d’un nombre complexe.

5.3. Partitionde E

*Heuristique - Classe d’équivalence : partition de E
Avoir une relation d’équivalence, c’est faire I'assimilation entre différents objets a priori
différents et finalement identique (ou plutét équivalent) du point de vue de la relation.
Lensemble du départ est alors réduit en partie plus petite, ces éléments sont les classes
d’équivalence. Elles forment une partition de I'ensemble initial.

Définition - Partition d’'un ensemble
Une partition de E est un ensemble de sous-ensembles (non vides) de E tel
que:

— leur réunion fait E

— leur intersection 2 a 2 est vide

e Remarque - Sous-ensemble vide ? Pseudo-partition

Pour définir une partition, on refuse les sous-ensembles vide. Cela rend les choses plus
simples. ..

Mais parfois (en probabilité par exemple avec les systémes pseudo-complet d'événements)
que Uon ait d faire avec un ensemble « naturellement » vide.

On parlera alors de pseudo-partition.
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Proposition - Partition de £
Si Z est une relation d’équivalence sur E, alors ses classes d’équivalence
forment une partition de E.

Démonstration
On note O;, la famille des classes d’équivalence (la notion de famille est vue en fin de chapitre).
Pour tout x € E, x appartient a sa propre classe d’équivalence, donc x € U O;et0; #9,
i
donc Ec|JO;.
i
Réciproquement, toutes les classes d’équivalences O; sont des parties de E.
Donc|JO; < E.
i
Finalement E = _JO;.

i
Soit O; et O deux classes d’équivalence.
Sixe0;nOj, alors tous les éléments de O; sont en relation avec x donc O; = C(x).
De méme tous les éléments de O; sont en relation avec x donc O; est la classe de x.
Donc ou bien O; = Oj(: C(x)), ou bien O; N O}- =@. 0

e Remarque - La réciproque est vraie
Etant donnée une partition sur E : E=_ O;.

iel
Considérons alors R : (XRy) ssidi€ I tel quex€ O; ETy€ O;.
R est une relation déquivalence sur E.

@ Remarque - Classes d’équivalence et dénombrement
q q
SiE fini se décompose en classe d équivalence (O;) ey, alors #E = Z#O;,
iel
I arrive souvent que E se décompose en n classes d équivalence toutes de méme cardinal .
Dans ce cas :#E = ¢ x n.

F 4 Application - Dénombrement et classe d’équivalence
La relation # définie sur F x G par :

(a,b)Z(c,d) <= a=c

est une relation d’équivalence.

Les classes d’équivalence sont en nombre de #F. Et chacune des classes possede
exactement #G éléments.

Donc #(F x G) = X e #0; = X qep#G = #G x ¥ qep 1 = #G x #F.

11 s’agit vraiment de la formalisation du premier résultat de dénombrement. ..

5.4. Préordre et opérations sur les classes

Définition - Préordre
Soit Z une relation sur un ensemble E.
On dit qu'il s’agit d'une relation de préordre si elle est réflexive et transitive.

Proposition - Relation d’équivalence associée
La relation = définie sur E, par x = y si x2Zy et yZx est une relation
d’équivalence

Démonstration

Comme Z est réflexive; pour tout x € E, x = x, donc = est réflexive.

Soit x, y € E tels que x = y, alors xZy et yZx et donc y = x. Ainsi = est symétrique.

Soient x,y,z€ Etelsquex=yety=2z.
Alors xRy et yRx et yRz et zRy.
Donc xZy et yZz et zRy et zZX et par transitivité de 2 : X%z et zZx.

Donc = est transitive.
Ainsi = est une relation d’équivalence. O
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Proposition - Z est une relation d’ordre pour =
En prenant pour égalité de la relation d’antisymétrie, la relation =,
alors Z est une relation d’ordre.

Démonstration
On a clairement xZy et yZx si et seulement si x= y. O

¥ Analyse - Projection de Z sur les classes d’équivalence
Ce qui semble plus naturel est de travailler directement sur les classes d’équivalence.
On définit alors Z la relation C(x)Z2C(y) si XZy.
Mais cette relation dépend du choix du représentant x ou x’ de la méme classe
Cx)=C(x")...
A moins que non... : soit x, x’ € E tels que C(x) = C(x') i.e. x = x’ i.e. xZx' et X' Zx.
De méme supposons que y = y'.
Alors C(x)ZC(y) ssi xZy, par transtivité : X' ZxRyRy', donc C(x")ZC(y").

Il reste a montrer (lecteurs) que % est bien une relation d’ordre sur —.

6. Bilan

Synthese

~+ Les ensembles, dont on a vu qu'ils étaient a la base des raisonnements
mathématiques, peuvent étre « travaillés ». Ils peuvent étre coupés en
morceaux, avec des classes d’équivalence ou bien structurés visuelle-
ment avec une relation d’ordre.

~ Selon chaque situation, on fait évoluer notre regard!

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

— Savoir-faire - Montrer que £ est une relation d’ordre
— Savoir-faire - Montrer que a = sup E
— Savoir-faire - Montrer que £ est une relation d’équivalence

Notations

Propriétés Remarques
définition (du terme de gauche) autre notation : s %
‘équivalence variées Réflexive, Symétrique, Transitive
les classes d’équivalence sur E  Les classes d’équivalence forment une par-
tion d’équivalence 2 tition de E
représentants de % Sp\g cEetVxeE,3IseS g tel que xZs.

7

‘ordre variées Réflexive, Antiymétrique, Transitive
slément de E pour UNErelation maxEe EetV x€E, x<maxE (ouc......) Si la relation est totale, maxE est
e a priori au plus unique.
lément de E pour UNE relation minE€EetV xe E,minE<x (ouc.....) Si la relation est totale, minE est
e a priori au plus unique.
es majorants de E Vx€E xs<supEet[Vxe€Ex<y=  Auplusunique.

supEs<y
des minorants de E VxeE infE<xet[VxeEy<x=ys< Auplusunique.

infE

Retour sur les problemes

48. Voir cours
49. Voir cours
50. Voir cours

51. Pas de plus grand élément a [0, 1[. Mais un plus petit élément a tous
ses majorants : sup[0, 1[= 1, on I'appelle la borne supérieure.
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Relations binaires sur un ensemble

52. Siles applications sont bien définies.
Alors une relation # est une application f de E? dans {0,1}, avec
f((a, b)) =1ssiaZb.
Siles relations sont bien définies.
Alors une application f de E sur F est définie par f(a) = b ssi aZb.
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Applications (entre
ensembles)

@Résumé -
Nous plét uelques notions ntielles du fonde des mathématique:
(formalisé non sans mal a la fin du XIX-ieme siecle). Ces fondements se basent sur
les bles et sur les applications entre ces bles!

Quelles sont les applications qui ne transforment pas trop les ensembles ?
Les ensembles images ou réciproques (retour) permet de décrire (par des en-
bles) les qualités de l'applicati
Une application classique est l'application qui compte les éléments. On précisera
ici les notions intuitives de cardinaux des ensembles ici.
Nous terminerons pas étudier les familles Quelques vidéos :
— Khan Academy - Intersection et union d'ensembles - https ://www.youtube.com/watch 2v=vcwMTpgNIQA
— Canal unisciel (P Dehornoy) - La théorie des ensembles 50 ans apres Cohen
- https :/lwww.canal-u.tvlvideolinstitut_fourier/patrick_dehornoy
_la_theorie_des_ensembles_cinquante_ans_apres_cohen.41917
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Applications (entre ensembles)

1. Problemes

? Probléme 53 - Qualités des fonctions

Résoudre une équation, c’est trouver x (tous les x) tel que f(x) = b, o b
et f sont connus.
1l est intéressant de savoir si :

— l’équation a (au moins) une solution.

— I’équation a exactement une solution.

— I’équation a (au plus) une solution.
Evidemment, la réponse dépend de b et de f, on peut la noter f’l({b}),
c’est un ensemble de solution (qui peut étre vide) !.
Si on reprend ces trois options, qu’'on généralise a tout b, on trouve 3
qualités précises de f. Comment peut-on qualifier ces trois propriétés?

? Probléme 54 - Image mentale
Voici une image donnée par un étudiant en 2025-2026.
Si I'on considere la distribution du courrier; B, I'ensemble des boites
aux lettres et C I'ensemble des courriers, est-il plus naturel de considérer
®: B — C: achaque boite aux lettres, on associe les courriers re¢us par
le propriétaire ou bien @ : C — B, a chaque courrier on associe la boite
aux lettres du destinataire?
Les questions qui suivent naturellement sont alors : est-ce que tout le
monde a du courrier? Peut-il y avoir plusieurs courrier pour une méme
personne?

? Probléme 55 - Description d’ensemble simple
Peut-on comparer deux ensembles facilement. Pour étre un tant soit peu
identique, ils doivent au moins avoir le méme nombre d’éléments.
Comment fait-on pour savoir cela? Quelle est la nature du lien qui unit
I'un a I'autre? Existe-t-il des ensembles de référence a k éléments?
Comment calculer formellement le nombre d’éléments d'un sous-
ensemble?

2 Probléme 56 - Cardinal fini. Cardinal infini
Deux ensembles sont de taille identique s'il existe une application bijec-
tive de I'un sur I'autre.
Meéme l'existence d'une application bijective d'un ensemble a un autre
peut trés bien se produire méme si les ensembles ne sont pas de taille
fini.
Existe-t-il des ensembles infinis de méme taille? Des ensembles infinis
de tailles différentes? Existe-t-il une relation d’ordre (totale?) entre les
ensembles de taille infini?
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2 Probleme 57 - Nombres rationnels
Quelles sont les caractéristiques de l'application : ¢ : Z x N* — Q,
(a,b) — 42

? Probléme 58 - Famille (O;) ;¢
Lorsqu'une application dépend d’'un nombre réel, on note f : x — ...
cette application.
Lorsqu’elle dépend d'un nombre entier naturel, on la note (i) eN-
Existe-t-il une notation officielle pour une application qui dépend d'un
ensemble I de points. Et comment on appelle cette application : fonc-
tion, suite, autre chose?

2. Applications de E dans F

1l s’agit ici de donner une théorie plus précise sur les fonctions.

2.1. Vocabulaire lié aux applications

<*Heuristique - Application (définition non formelle)
Une application d'un ensemble E dans un ensemble F est un “procédé” qui associe a
chaque élément x € E un élément f(x) € F. Une telle application est notée
f: E—F
x— f(x)
[f(x) est appelé image de x par f;
I'ensemble E est appelé ensemble de départ de I'application f;
I'ensemble F est appelé ensemble d’arrivée de f.
On a donc une application de E dans F dés qu'a tout élément x € E on peut associer sans
ambiguité un élément f(x) € F (c’est-a-dire s'il y en a un et un seul possible).

Une application est donc déterminée par la donnée des couples (x, f(x)) out
x parcourt E, d’o1 la définition plus formelle :

Définition - Application
Soient E et F deux ensembles et ¢ c E x F vérifiant

VxeE,AlyeE|(x,y)€¥9.

La donnée d'un tel triplet (E, %) s’appelle une application de E dans F.
On note
f: E—F
x—y=fx)
ol1 y est'unique élément de F vérifiant (x, y) € 4.
4 s'appelle le graphe de I'application. On le note souvent I's.
OnadoncTy={(x,y) € ExFly= f(x)}={(x, f(x)|x€ E}.

@ Remarque - Fonctions ou applications?
D'aprés [a définition, une fonction définie sur E, d valeurs dans F, est une application de
E dans F.

De cette définition découle le résultat suivant :
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/Savoir faire - Montrer une égalité de deux fonctions
Soient f: E— F et g: E' — F' deux applications. f et g sont égales si et
seulement si :
— E=E' (méme ensemble de départ),
— F=F (méme ensemble d’arrivée),
— Vx€E, f(x) = gx).

Définition - Ensemble de fonctions
On notera & (E, F) (on trouve aussi les notations ¢ (E, F) ou FE) 'ensemble
des applications (ou fonctions) de E dans F.

7 Exemple - Classiques

— Pour tout ensemble E, 'application x — x de E dans lui-méme est appelée
application identité de E et notée Id, son graphe est la diagonale de E2.

— Soient E et F # ¢ deux ensembles, et a € F. Lapplication x — a de E dans F
s’appelle une application constante, son graphe est E x {a}.

— Soient Ey, ..., E;, des ensembles. Pour chaque i € {1,..., n} 'application

pi: E1x--xEp—E;
(X1, Xp) = X;

s’appelle la i-ieme projection ou la i-ieme application coordonnée.

Définition - Restriction et prolongement
Soit f': E — F une application.
— Soit Ac E. Larestriction de f a A, notée f|4, est!'application

fia: A—F
x— f(x)

— Si E ¢ B, une application f:B— Festun prolongement a B de
l'application f si fig = f, c'est-a-diresi Vx € E, f(x) = f(x).

Définition - Composée
Soient deux applications f : E — F,g : F — G. On définit 'application
composée, notée h = go f, de E dans G par

Vxe€E, h(x)=g(f(x)

7 Exemple - Identité

Si on a une application f: E— F, alors Idgpo f = f et foldg = f.
© Remarque - Répresentation

Il est parfois utile de représenter les applications par un graphe.

M Attention - Non commutativité
En général, méme lorsque les deux applications go f et fo g ont un sens,
elles sont différentes.

Proposition - Associativité de o

Pour trois applications E &, FEGL Hona

ho(gof)=(hog)of.
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On peut donc noter hogo f.

Démonstration
ho(go f)=(hog)o f sont toutes deux des applications de F dans H.
Soit x€ F,
[ho(go M) =h(g(f(x)) = (hog)(f(x)) = [(hog)o fI(x)
]

2.2. Bijections (injections et surjections)

Applications injectives ou surjectives

*Heuristique - Résoudre une équation

Une fonction est de la forme : E i. F.Atout x de E, f donne une valeur de F.
Résoudre une équation est toujours le probleme inverse :

Sont données : E £ Fetbe F.1ls'agit de trouver x € E tel que f(x) = b.
Les questions naturelles sont les suivantes :
— Cette équation admet-elle (au moins) une solution?
— Cette équation admet-elle au plus une solution?
— Cette équation admet-elle exactement une solution? Ce qui évite les quiproquos. ..

Définition - Injection et surjection
Soit f': E — F une application. On dit que
— f est injective (est une injection) si V(x,x) € Ez,f(x) =fx)=>x=
x';
— f estsurjective ( est une surjection) si Vye Fixe E|y = f(x).

@ Remarque - Notation
On pourra noter f : E — F pour exprimer que f est une application injective de E sur F.

On pourra noter f : E — F pour exprimer que f est une application surjective de E sur F.

Comment écrire une fléche de bijection ? E — F

Exercice
Montrer que f estinjective ssi V b€ F, f(x) = b admet au plus une solution.
Montrer que f est surjective ssi V b e F, f(x) = b admet toujours (au moins) une solution.

Correction
Supposons f injective.
Si f(x) = b admet deux solutions x] et x, alors f(x1) = f(x2), impossible si f injective.
SiV beF, f(x)=badmet au plus une solution, alors f(x) = f(x')(= b) donc x = xPrime
La deuxiéme équivalence correspond exactement a la définition de la surjection.

/Savoir faire - Autres formulations équivalentes (injectivité, surjectivité)
1l'y a différentes fagons équivalentes de formuler ces propriétés :
— Dire que f est injective revient a dire (par contraposée) que :

V(x,x)eE? x#x = f(x) # f(x))

c’est-a-dire que deux éléments distincts de 'ensemble de départ
ont des images distinctes.

— Dire que f est surjective revient a dire que tout élément de l'en-
semble d’arrivée possede au moins un antécédent.

WExemple-x»ﬂxz, x—x3, x—sinx

Les applications de R dans IR suivantes sont-elles injectives? surjectives?

fl:x»—»xz, fg:x»—»x3, f3:x—sinx

fi nest ni injective ni surjective de R sur R, elle est surjective de R sur R, puis

méme injective de R4 sur R4 oude R- sur Ry.

@Pﬂur aller plus loin - Exemples

Donner E, F, f et b pour les équations :

— Y +y=x

— x?+3x-4=2
2x +y =1

- x -y = 2
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> estinjective et surjective de R sur R.
f3 est ni injective ni surjective de R sur R, elle est surjective de R sur [-1,1], puis
méme injective de [% +km, % +(k+1)x] sur [-1,1].
Exercice
Lapplication

f: B2  —R?

x,y) —@x-y2x+y)

est-elle injective ? surjective ?
Mémes questions avec

f: R® —R?
(%) —@x-y2x+y,x-3y)

Correction
x-y2x+y)=(a,b) = (x,y) = (%h, ";324)-
Donc f est injective et surjective.
(x=y,2x+y,x-3Y) = (a,b,¢) = (x,y) = (%L, £22) ayec ¢ = Ta32b,

Donc f est injective mais pas surjective (si ¢ # 7“521’ , pas de solution. . .).

Nous ferons plus tard une étude plus complete de I'étude des systemes li-
néaires.
Exercice

f: €c-=C*
zZ—expz

est-elle injective ? surjective ?

Correction

Elle n'est pas injective : 1= e¥ = 27, )

En revanche, exp est bien surjective de C sur C*. En effet, si z = pel %0,
exp (In(p) + i) = exp!™P ¢ = z.

e Remarque - Les ensembles qui sont importants!

On remarquera que :
— cest ['ensemble de départ joue un role important pour 'injectivité,
— clest ['ensemble d'arrivée joue un réle important dans la surjectivité.

*Heuristique - Stratégies
Soit f: E— F.1l est pratique que f soit bijective, mais cela ne nous appartient pas en régle
générale.
Toutefois, il est possible de rendre :
— £ surjective en restreignant « simplement » 'ensemble d’arrivée a f(E).
— f injective en restreignant I'ensemble de départ, ou plus fréquemment en consi-
E

dérant non plus f : EoF, mais f: — — F, T+ f(x).

Exercice
Montrer que pour cette derniére stratégie, la fonction f est bien définie et qu'elle est injective
Correction

SiX =7y, alors f(x) = f(y) etdonc il n'y a pas de probléme pour écrire f ().
Elle est injective, car si f(¥) = f(x'), alors f(x) = f(x) et donc x.%/x’ etdonc x=x'.

Théoréme - Propriétés des composées

Soient f: E— F et g: F — G deux applications.

Si f et g sont injectives (respectivement surjectives), alors go f est injective
(resp. surjective).
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Démonstration
Supposons que f et g sont injectives.
Soient x, x' € G tel que go f(x) = go f(x').
Par injectivité de g : f(x) = f(x)
Par injectivité de f: x=x
Donc go f est injective.
Supposons que f et g sont surjectives.
Soit y€ G,
par surjectivité de g, il existe u € F tel que g(u) = y.
par surjectivité de f, il existe x € E tel que f(x) = u.
Donc go f(x) =g(f(x)=gw)=y
Donc go f est surjective.

Exercice

Soient f: E — F et g: F — G deux applications. Montrer que :
— si go f estinjective, alors f est injective;
— si go f est surjective, alors g est surjective.

Correction

Supposons que go f est injective.
Soient x,x' € E tel que f(x) = f(x).
alors g(f(x)) = g(f(x)), donc x = x’ car go f injective.
Par conséquent f est injective.

Supposons que go f est surjective.
Soit y € G. Alors il existe x € E tel que go f(x) = y.
donc avec X = f(x),ona g(X)=y.
Par conséquent f est surjective.

Applications bijectives

Pour que I'equation f(x) = b admette une unique solution, quel que soit
b e F, il faut (et il suffit) que f soit bijective :

Définition - Application bijective

Soit f : E — F une application. On dit que f est bijective (ou est une
bijection) de E sur F sisi f est injective et surjective.
Dire que f est bijective revient a dire que :

VyeFE3lxeE telque y=f(x)

c’est-a-dire que tout élément de '’ensemble d’arrivée posseéde un et un seul
antécédent.

Définition - Application réciproque
Soit f une bijection de E sur F, on définit une application g par

g: F— E
y— x |y=f(x) (unique antécédent de y par f)

Cette application g est elle-méme bijective et appelée bijection réciproque
de f, et notée f~1.

Démonstration

11 faut montrer que g ainsi définie est bien bijective.

Soit x € E, alors prenons y = f(x), on a donc g(y) = x. Donc g est surjective.
Si g(y) = g(y) = x, alors cela signifie que y = f(x) = y'. Donc g est injective. O
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@Pour aller plus loin - Homographie de C
Comme le montre [exercice, il y a une certaine stabi-
fité pour fes fonction f figue 2 — 2D
¢ pour les fonction homagra 02— —— (ré-

e pow ", rapr cz+d
ciproque de la méme forme).

Il s ‘agit d'une famille de transformation de C trés étu-
diée : en particulier elle conserve le birapport!

Notons que dans ce cas, il vaut mieux se placer sur

C=Cu{oo}...

/~Savoir faire - Critere pour montrer la bijectivité
Soient f: E — F et g: F — E deux applications telles que go f = Idg et
fog=1Idp.
Alors f et g sont bijectives et g = f~!

Exercice
Soit
g: N—- N
et 0sin=0
ne { n—1sin#0

f: N—=IN
n—n+l1

Etudier I'injectivité et la surjectivité des applications f et g.
Déterminer les applications go f et f o g. Conclusion ?

Correction

£(0) = g(1) =0, donc g n'est pas injective (donc pas bijective).

0 n'a pas d'antécédent par f, donc f n'est pas surjective (ni bijective).

Pour tout n€ IN, go f(n) = n en revanche f o g(n) = n pour n#0, mis fog(0) = f(0)=1.
Conclusion : il faut bien les deux conditions fo g = Idp ET go f = Idg pour affirmer la bijectivité.

Proposition - Relation entre f et f~!

Si f est une bijection de E sur F, ona
Vx€E, (f o fl) =x
VyeE(fof =y
y=f==x=f"wy;
=1

soit f~1o f = Idg;
soit fo f! = Idp;

Démonstration

Soit x € E, avec y = f(x), on f1(f(x) = f~1(y) = x car y = f(x). Donc f~'o f = Idp.
Soit y € F, notons x = f~1(y), donc y = f(x) etainsi: f(f ' (y) = f(x) = y. Donc fo f~ = Idp.
Léquivalence proposée découle de la définition.

Y E—Fz—ytelque f~1()) =z ie. y = f(2). Ainsi ¥ z€ E, (f ) N (2) = f(2).0

Exercice
Soit
f: C\tiy —C
z+2i
z - -
zZ=1

Montrer que I'on peut trouver F < C tel que I'application f de C\ {i} dans F définie par
[f(2) = f(2) soit une bijection. Déterminer sa bijection réciproque.

Correction
f@=Z=

+2i Z+2)i
e z2i=Z—i) e 21— 2)=—2i- Zi e z= %
Z=1 -
Doncsi Z#1, f(2) = Z=> h(Z) =z, avec h: Z— 53,

Ainsi f:C \{i} = C\{1},z— f(2) est bijective et admet une application réciproque : h.

Il est possible de donner une interprétation géométrique a ce calcul.

Théoreme - Bijection réciproque d’'une composée
Sif:E— Fetg:F— Gsontdeuxbijections, alors go f est une bijection et

goHt=fTog™

Démonstration

(flog™Volgof)=flog  ogof=flof=1dp.
(gof)o(fog™)y=gofoftog =gog™! = Idp.

On a ainsi et la bijectivité de go f etla valeur de (go f)~1.0
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3. Image directe et image réciproque d’'un en-
semble

~*Heuristique - Si les applications ne sont pas bijectives
Si f: E — F nest pas bijective, peut-on néanmoins trouver « comme » une application
réciproque.
On a vu que tout n'est pas perdu, a condition de limiter I'ensemble de départ (pour tenter
de gagner l'injectivité) et de réduire I'ensemble d’arrivée (pour gagner la surjectivité).
Dans le premier cas, on s'intéressera a I'ensemble réciproque de F par f, c’est un sous-
ensemble de E.
Dans le second cas, on s'intéressera a 'ensemble image de E par f, c’est un sous-ensemble
deF.

3.1. Image directe

Définition - Ensemble image

Soit f': E — F une application.

Lensemble des éléments de F qui admettent un antécédent par f est une
partie de F appelée ensemble image ou image de f et notée Im f :

Im f={yeF|IxeEy=f(x)}.

@ Remarque - Autre écriture
On peut écrireIm f = {f (x)|x € E}

/Savoir faire - Critere de surjectivité.
On adonc
[ surjective & Im f=F

Et toute application f : E — F définit une surjection en restreignant
I'ensemble d’arrivée, c’est a dire en considérant I'application de E dans
Im f qui a x associe f(x) (que I'on continue usuellement a noter f, on
dit alors que f est surjective de E sur Im f).

Définition - Image directe
Soient f : E — F une application et A c E. On appelle image (directe) de A
par f la partie de F, notée f(A), définie par

flA)={yeF|3xeAy=f)}={f(0)]xe A} ={f(x); x€ A}

e Remarque - Autres notations en exploitant Im f
On constate que ['on a également Im f = f(E).

Done f est surjective si et seulement si f(E) = F.
Zt f(A)=Im fia.

/Savoir faire - Montrer que y € f(A)
| Pour montrer que y € f(A) il faut trouver x € A tel que f(x) = y.

8 Représentation - Image directe
Avec un graphe :
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Proposition - Stabilité et image

Soit f': E — F une application et A;, A, < E. Alors v Exemple - Pour x — x? et x — exp x
que Par exemple pour
Ay Ay = f(A1) € f(A); f: ]R—vl[zi
FlAIU A9 = f(AD U f(A); o
F(A N A3) € F(AD) N f(A). ona f71(0,4)=1{-2,02, flah={-22, f'((-1,4D=[-2,2] et pour
g: C-C
zZ—expz

onag loh =9, g ld)=RiknlkeZ}, g '(R)={L+2ikn|LeR, keZ}

Démonstration
Supposons que A} < Ap,
Soit y € f(A}), alors il existe x € A} tel que y = f(x).

Mais x € Ay également, donc y = f(x) € f(Ay). [ Attention - Ne pas confondre la fonction f~! et 'ensemble ! (B)
Donc f(A1) < f(Ap). 1l s’agit d’'une notation qui ne demande pas que f soit bijective. (voir
Soit y € f(A1 U Az) doncil existe x € Aj U A tel que y = f(x). I'exemple précédent)

donc il existe x € Ay tel que y = f(x) ou x € Ay tel que y = f(x)

donc ye f(Aj) ouye f(Ap)ie ye f(A) U f(A2).
Réciproquement, soit y € f(A;) U f(Az).

donc y€ f(A1) ouy€ f(Az) /Savoir faire - Montrer que x € f’1 (B)

donc il existe x1 € Ay tel que y = f(x1) ou xp € Ay tel que y = f(x2) -1 B

donc il existe x € A U A tel que y = f(x1) ou xp € Ap U Ay tel que y = f(x2) | Pour montrer que x € f~ (B) il faut montrer que f(x) € B.

dans tous les cas y € f(A; U Ap).

Soit y € f(A} N Ap) donc il existe x € A} N Az tel que y = f(x). . "
donc il existe x € Ay tel que y = £(x) et x € Ay tel que y = £(x) %Exemple - Fonction sin
donc ye f(A)) et ye f(Ay) ie. y€ f(A])N f(4z). O Soit fi R—R
X~ sinx
Déterminer, si cela a un sens : f(0); f({0}); f([0,7D; f(R); f’l(O); f’l({O});
M Attention - Une seule inclusion pour l'intersection! £71(0, +o0D.
On fera bien attention qu'il n'y a pas I'égalité : f(A; N Az) = f(A1) N f(A2) £(0)=0; £({O}) = {0}; £((0,7D) = [0,1]; f(R) = [~1,1]; £~1(0) pas de sens;
Pour se convaincre on peut penser au cas olt Ay N A = @. F7YoN =nZ; £71(00,+00D) = U 12k, 2k + l.
Par exemple, avec f: x— x%, A; = [-2,—1] et A» = [1,2], €
alors f(A1NAz) = f(@) =9, et f(A)N f(A2) =1[1,41n[1,4] =[1,4] -] Remarque - Et si f est bijective

Soit f : E — F un bijection. Pour B < F [a notation 1 (B) n'est pas ambigiie.
En effet, ici f 71 existe, et f1(B) est Limage de B par f 1. Donc

@ =Im fi;l ={f 1y, ye By ={xe E|IyeB,x= ()}
Définition - Partie stable et application induite ={x€E|f(x)(=y)eB}=f"1(B)

Un+1 = f(un) Soit f: E — E une application. On dit qu'une partie A de E est stable par f
Pour les suites définies par récurrence par une fonction sif(A)cA

[ itérée, ces notions de partie stable (souvent intervalle)
ou de points fixes sont trés importants. Nous revien-
drons sur ces notions

@Pour aller plus loin - Suite de la forme

On appelle application induite par f sur Al'application Proposition - Stabilité et image réciproque
Soit f : E— F une application et B, B, c F. Alors

A— A
x— f(x) BicBy= f'(B) < f (B

F'BInB) = BN f (B
T B1UB) = T BYUST (B,

7 Exemple - Point fixe
Par exemple pour x € E, le singleton {x} est stable si et seulement si f(x) = x, c’est-a-
dire si x est un point fixede f.

ls)émunslrationﬂ » @ Représentation - Image directe et réci-
upposons que By < By,

Soit x€ f~1(By), alors f(x)e Byc By  Doncxe f~1(By) proque
3.2. Image réciproque d’'un ensemble Donc f~'(B) < f~1(Ba). Avec un graphe :

On peut reconduire le méme genre de démonstration que plus haut. Ou autre :

Définition - Image réciprogue f BINBy) = (x€E| f(x) € BinBy) = (x€ E| f(x) € By et f(x) € By}

. . . . P - -1 -1 — 1 —1
Soient f : E — F une application et B  F. On appelle image réciproque de =lxeElxefT(Betxe f(Bi=f"(BUNS " (B2)
B par f la partie de E, notée ffl (B) (ou [f € B] en probabilité), définie par b ((A)n a directement I'égalité sans faire la double inclusion).
e meme :
fUB)={x€E|f(x)€B). FNBIUBY) = (xe E| f(x) € ByUBy) = (x€ E | f(x) € By ou f(x) € By}

=(xeE|xe T Bpouxe f1 By =1 BNUST (B

C’est donc I'ensemble formé des antécédents par f des éléments de B.
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[ Attention - Attention f~!(f(A) # Aet f(f~1)(B) # B
Le schéma montre sur un exemple qu’on a pas I'égalité. ..
Onaaumieux: Ac f71(f(A) et f(f1(B) B

Exercice
Démontrer ces inclusions. Donner des contre-exemple de I'inclusion réciproque

Correction
Soit x € A, alors f(x) € f(A) etdonc x € f~1(f(A).
De mémesi y € f(f~1(B)), alors il existe x € f~(B) tel que y = f(x).
Mais comme x € f~1(B), cela signifie que f(x) € B, donc y = f(x) € B.
Prenons f:x— x%, A=1[0,2], f(A) = [0,4] et f~1(f(A)) = [-2,2]sup A.
C'est un probléme d'injectivité De méme avec B = [-1,2], f" B) = [-v2,V2], f(f"(B)) =
[0,2]<B C'est un probléme de surjectivité

4. Fonction indicatrice

4.1. Définition

Définition - Fonction indicatrice
Soit E un ensemble. Pour A c E, on appelle fonction indicatrice de A
I'application de E dans R, notée 1, ou y 4, définie par

1sixe A

VXEE'ﬂA(x):{ Osix¢ A

@ Remarque - Pourquoi et comment exploiter une telle fonction?

Cela permet de représenter certaines fonctions définies par morceaux par une seule expres-

sion (trés utile en probabilités) sur R, par exemple [a loi uniforme sur[a, b) a pour densité
1

mﬂ[”’hl et [a [oi exponentielle de paramétre A a pour densité la fonction définie sur R

part— le““ﬂ[o,+m[(l‘).

Cela permet également de ramener certaines égalités d'ensemble a des calculs sur les fonc-

tions.

4.2. Propriétés ensemblistes et calcul avec fonctions indica-
trices

Proposition - Propriété essentielle de la fonction indicatrice
Soient A et B deux parties de E. Alors

Tgpa=1-14
Tang =14 % 1g;
Taup=Ta+1p—14x1p.

Ia<lge AcB 14 =1g © A= B (d’oit le nom de fonction caractéristique);

Exercice
Soit E un ensemble. Pour deux parties A et B de E, on appelle différence symétrique de
ces deux parties la partie de E définie par

AAB=(AUB)\(ANB).
Comment exprimer la fonction indicatrice de AAB a I'aide des fonctions indicatrices de A
et B?
En déduire que pour trois parties A, B,C de E, on a (AAB)AC = AA(BAC).

Correction
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TaaB =1auB —1anB =14+ 15 =2141p On adonc AAB = BAA (ce qui est assez évident).
On a également :
luapac  =laap+1Ic—2laaslc
=Ta+1g+1c—2[1415 +141c151c]
+4T4187¢
Ce résultat est symétrique en A, b et C, donc : (AAB)AC = (BAC)AA= AA(BAC).

Démonstration
Si A< B. Soit x € E Supposons que T4 (x) =1, alors x € Adonc x € B donc 1g(x) = 1.
Donc, comme les indicatrices sont a valeurs dans {0,1}, ona T4 < 1p.

Réciproquement, si 14 < 1p. Soit x € A, alors 1g(x) = 14(x) = 1, donc x € B.
La double inclusion signifie la double inégalité. Donc A= B ssi T4 = 1p.
Xelp(A) = xEA=Ty0)=0—1-Tyx) =1
Quatrieéme proposition :

Tanp(¥) =1<=xe€ AnNB<>xc AetxeB
=10 =1etIp() =1 e=1=14(0) x p(0) = (14 x 1) (x)

car pour a,b € {0,1}, ax b = 1si et seulement sia=b =1 Comme il n'y a que deux
valeurs, on peut affirmer T4qp =14 x 1p.
Cinquiéme proposition :

On peut aussi faire un autre type de démonstration, avec comme une table de vérité

xe? Taus@ | A0 1300 [Ia+15—14x15](0
X€AXEB 1 1 1 1+1-1=1
xe€Ax¢B 1 1 0 1+0-0=1
x¢AxeB 1 0 1 0+1-0=1
x¢Ax¢B 0 0 0 0+0-0=0

[}

On retrouve évidemment des résultats comparables a ceux vus en logique...

5. Cardinal d’ensemble fini

5.1. Principe des tiroirs

Nous considérons ici que 'ensemble IN est bien connu. Nous expliquerons
au chapitre suivant sa construction, en attendant, il nous faut savoir que c’est
I'ensemble d’appui du raisonnement par récurrence. . ..

On rappelle que 'on note Ny = {1,2,3,...k— 1, k}, 'ensemble des k premiers
entiers naturels non nuls.

On commence par deux lemmes.

Lemme - Injection de IN,, sur IN,. Principe des tiroirs (DIRICHLET)
Soient n, p e IN*.

S’il existe une fonction ¢ : IN, — IN), injective, alors n < p.
Sous sa forme contraposée : si ¢ : IN,, — IN, avec n> p,

Alors il existe x # x/ € IN), tel que @(x) = p(x') (¢ non injective).

Démonstration
On peut le démontrer par récurrence sur 7.
Posons, pour toutentier n=> 1, #y : «V p=1, 3¢ : Ny — N injective)= n< p».
— Le cas n =1 est simple, car nécessairement p > 1.
Donc 2 est vraie.
— Soit n € IN*. On suppose que 2, est vraie.
Soit p € N*. On suppose qu'il existe ¢ : IN;,+1 — IN), injective.
Onnoter=¢(n+1)eNp.

p sik=r
Onconsiderey: N =N, k—4¢ 1 sik=p .
k  sinon

En fait, y intervertit p et r. y est une bijection de N, sur IN),.
Donc, par composition, Yo ¢ : Ny — N, injective et (o) (n+1) =y/(r) = p.
Notons ¥ = (Y o)), alors 'V est également une injection (par restriction).

EtY:N, —INp_;.
On peut appliquer 2, avec Wa condition que p=2.Danscecas: n< p—1.
Et si p =1, alors ¢p(n) = 1 = ¢p(n + 1), donc ¢ ne peut étre injective, ce cas n'est pas
possible.
Donc 2,4 est vérifiée.
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5.2. Classe des ensembles de méme cardinal

Lemme - 2 comme relation d’équivalence

On note %, la relation entre ensembles définies par :
ERF <=  3J¢:E— FEbijective

2 est une relation d’équivalence.

Démonstration
On vérifie les trois qualités d’une relation d’équivalence :
— Pour tout ensemble E, I'application ¢ : E — E, x — x est bijective de E sur E.
Donc pour tout E, EZREi.e. Z estreflexive.
— Soient deux ensembles E et F tels que EZ F.
Alors il existe ¢ : E — F bijective de E sur F.
Elle admet une réciproque ¢~ ! : F — E bijective.
Doncpourtout E,F, ~ E&F = FRE i.e. Z est symétrique.
— Soient trois ensembles E, F et G telsque EZF et F 2 G.
Alors il existe ¢y : E— F et ¢ : F — G bijectives.
¢ =01 estune bijection de E sur G.
Donc pour tout E, F,G, ERFetF#G=ERG i.e. Z est transitive.

Définition - Ensemble de cardinal . Ensemble fini.
Soit ne€ IN.

On dit qu'un ensemble E est fini de cardinal n(e IN), si E 2% IN,,. On note
Card(E)=n

On dit qu'un ensemble E est fini, si il existe n € IN tel que E est fini de
cardinal n.

Une fonction ¢ : IN,, — E bijective s’appelle une énumération de E. Elle
permet d’écrire E = {p(1),(2),...,¢(n)} (ou parfois {x1, x,..., X}

% Exemple - Cardinalde E = {1,2,... k}

Lidentité est bijective de E sur IN, donc card(E) = k.
Exercice

Montrer que si n,pe IN et n < p, alors on n'a pas IN, ZIN,.

Correction
On démontre le résultat contraposé.
Soient n, p € IN. On suppose que IN; ZIN,.
Alors il existe ¢ : IN, — IN ), bijective donc injective.
Et d'apres le résultat admis : n < p.
Et par symétrie de la relation 2, on a de méme : p < n.
Ainsi n = p. Donc par contraposée :

n<p=>n#p=NONI[N,ZNp]

Proposition - Classe d’équivalence pour 2

Sur I'ensemble des ensembles E, F,... de cardinaux finis, on a I'équiva-
lence : EZ F < Card(E) = Card(F).

Les classes d’équivalence pour # sont formé des ensembles de méme car-
dinaux.

On peut les paramétrer par leur cardinaux

@Pour aller plus loin - Construction de N

Un mode de construction deIN qui a fait grand bruit au
début du XX° siécle consistait d dire que ['ensemble des
nombres entiers était en fait ['ensemble des cardinaux
possibles pour les ensembles finis.

Qu'est-ce que 3, un représentant de tous les ensembles a
3 éléments. Si on veut. ...

5.3. Cardinal, fonction indicatrice et somme (finie)

Proposition - Calcul avec I'indicatrice
Soit E, un ensemble fini et A un sous-ensemble de E.

Alors A est fini et le calcul Z T4(x) aun sens, il vaut Card(A).
xeE
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Démonstration
Comme E est un ensemble fini, il existe k € IN et ¢ : E — IN. bijective.
On peut donc écrire que E = {p~1 (1), (2)...¢ ! (k)} que I'on préfere noter {x1, xa,... Xt}

k
On a alors la somme Z 14(x) qui se calcule de la fagon suivante : Z Ta(x;).
xeE i=1

n
Onnotealors p: A— N, x,(€ AcE)— Y 14(x;). Alors
i=1

— ¢ estinjective :

si xp # xg, alors on peut supposer h < ¢ (SPDG) et donc ¢(x7) = ¢(xp) +

¢
> 1ax) = lxp) +14(xp) = @lxp) +1, donc @(xp) # (xy).
i=h¥l

k.
— Par ailleurs, par construction ¢(A) est de la forme IN avec s = Z 1)
i=1
@(Xm41) —@(xm) = 1 4(Xpm1) € {1,0}. Il ne peut y avoir de trou.

La fonction ¢ établit donc une bijection de A sur INs. Nécessairement A est fini et s = Card(A) =

k
> 1Al
i=1
a

Corollaire - Inclusion et cardinaux
Si A< B(€ E) avec E un ensemble fini, alors Card A < CardB.

Démonstration
Onavu Ac Bimplique T4 < 1.
On somme en tout x de E. O
Exercice
Soient E, un ensemble fini de cardinal n et F, un ensemble fini de cardinal m.
1. On suppose que f: E — F est une application injective.
(a) Montrer que f(E) est un ensemble fini de cardinal n.
(b) Montrer que n < m.
. Que se passe-t-il si f est surjective ?

w N

. Démontrer le théoréeme de Cantor-Bernstein pour des ensembles E et F finis.

3i:E— Fj:F— Einjectives = 3 b: E — F bijective

Correction

1. (a) E®IN,. Etonnote f:E— f(E),x— f(x).
Par définition de f(E) : pour tout y € f(E), il existe x € E tel que y = f(x) = f(x).
Donc f est surjective de E sur f(E).
Etsi f(x) = f(x'), alors f(x) = f(x') et donc x = X', car f injective.
Donc f est injective.
Par conséquent f est bijective de E sur f(E) etdonc EZ f(E).
Par transitivité, f(E) 21Ny, f(E) est un ensemble fini de cardinal .
(b) On note ¢ : E — IN,, bijective (elle existe bien car EZIN ).
Alors q)’l est injective. Il en est de méme de fO(p’l (f estinjective).
Puis on note y : F — Ny, bijective (elle existe bien car F 21N ).
y est injective et par composition :
yofop ™ :INy—Np
est également injective. Donc n < m.
Si f est surjective : f(E) = F, et donc CardF = Card f (E).
Or Card(f(E)) < CardE, donc CardF < CardE.
Soient E et F deux ensembles finis.
On suppose qu'il existe i : E — F injective. Donc d'aprés 2., Card(E) < Card(F).
On suppose qu'il existe j : F — E injective. Donc d'aprés 2., Card(F) < Card(E).
Donc, par double inégalité : Card(E) = Card(F).

D’aprés la question 1.(c), cela signifie que EZ F. Et par définition, cela signifie qu'il existe une
bijection de E sur F.

Ji:E—F j:F— Einjectives = 3 b: E — F bijective
Lexercice donne le résultat suivant (dans le cas injectif)

[

@«

@Pﬂur aller plus loin - Cardinal de réunions
d’ensembles finis

On verra plus tard qu'avec 1oy +1anB = 1a+1p,0n

aCard(AUB) = Card(A)+Card(B)—Card(ANB).

Que vaut Card(AUBUC) = ?
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On étendra ['énumération a IN entier.
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On dit qu'un ensemble est au plus dénombrable s'il est
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Proposition - Cardinaux, injectivité et surjectivité

Si E et F sont des ensembles finis.

S'il existe une fonction f : E — F injective, alors cardE < card(F) (la réci-
proque est vraie).

S'il existe une fonction f : E — F surjective, alors cardF < card(E) (la réci-
proque est vraie).

Démonstration
On a toujours card f (E) < card(E), avec égalité ssi f injective.
On a toujours card f (E) < card(F), avec égalité ssi f surjective. O

6. Familles

6.1. Familles quelconques

On peut définir de maniere formelle la notion de famille d’éléments ou de
famille d’ensemble.

Définition - Familles

Soient I et E deux ensembles. On appelle famille d’éléments de E indexée
par I toute “liste” (finie ou non, avec répétitions éventuelles), notée (a;)cr,
telle qu’a tout élément de I (appelé indice) soit associé un unique élément
a; de E (appelé terme d’indice i de la famille).

Cette famille peut donc étre considérée comme I'application

a: I—E
i—a;=a(i)

Définition - Sous famille
Soit (a;) je; une famille d’éléments d’'un ensemble E.
Si J < I, on dit que (a;) e; est une sous-famille de (a;)je;s.
on dit également que (a;)c; est une sur-famille de (a;);e;.

VExemple-E:]RelI:]N
Par exemple, si E = R et I = IN, on définit ainsi une suite de réels.

Définition - Intersection et réunion d’'une famille de parties

Soient un ensemble I (les indices) et un ensemble E.

On considére une famille de parties de E (c’est-a-dire une famille d’élé-
ments de 2(E)) (Aj)jer-

On note

(NAi={x€E|Viel,xe Aj}et | JA;={x€E|Jiel,xe A;}.

iel iel

7 Exemple - E =R
Par exemple, si E=1R, ona

M -k k1= U -k k=

kelN kelN

Exercice
On dit que la suite numérique (u,,) converge vers ¢ si :

Ve>0,ANeIN|Vn=N, lup—fl<e
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1. Montrer que |uy — €| <€ <= C€lup —€,up +e€l.

2. En déduire que I'ensemble des limites possibles pour la suite (1) est I'intersection
d’une réunion d'intersection d’ensembles

Correction

1. lup—ll<e<=—-e<l-up<e<=up—€e<l<up+e<=Llelup—e€up+el
2. Onadonc:

Ve>0,V NelN, IVn=N, |up—fl<el= () lup—€ un+el

n=

Puis

Ve>0, {(|INeN|Vn=N, |up—li<et=J [ﬂ]u”fe,u,ﬁe[)
n=N

NelN
Et
{01Ve>03NelN|Vn=N, |up—li<el=[) U(ﬂ]urs,u,,ﬂl)
€>0 [ Ne =N

6.2. Famille indexée sur IN. Suites

Vocabulaire de base sur les suites (infinies)

Lensemble E n'est pas précisé pour le moment. Cela peut étre Q, R, C ou
autre chose (A R)...).
Par la suite nous pourrons avoir besoin que 'ensemble E soit ordonné.

Définition - Suite et ensemble de suites

Soit E un ensemble.

Une suite est une application u : IN — E (on dira aussi qu'une application
de {n € IN|n = no} dans E ot ny € IN est une suite). On note cette application
sous forme indicielle :

(Up)new  (éventuellement (1) n>p,) OU (1y)

On note EN I'ensemble des suites a valeurs dans E.

[ Attention - Avec ou sans parentheses
(up,) désigne une suite alors que u,, désigne un nombre de E (le n ou
n+ 1-iéme terme de la suite).

v Exemple - Suite (ou famille) de fonctions

1l arrivera, de plus en plus souvent durant ces années de CPGE que vous rencontriez
des suites de fonctions.

On les note en générale (fy), avec pour tout n€ N, f,: I — R.

On peut, par exemple, avoir a étudier My, = sup ¢ fn(x), puis le comportement de la
suite (My,).

IN est ordonnée

*Heuristique - Particularité des suites aux familles
Lensemble d’indexation des suites IN a une particularité trés importante que n'a pas I.
11 est ordonné naturellement. Ainsi, une notion importante des suites qui n’existe pas pour
les familles est la notion de suite croissante que 'on verra un peu plus bas ou encore les
propriétés vraies a partir d'un certain rang.
Autre propriété : si A< N, alors A est borné si et seulement si A est fini.
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Définition - Propriété vraie a partir d’'un certain rang...
On dit qu'une propriété p(n) est vérifiée a partir d'un certain rang s’il existe
ng € IN tel que la propriété p(n) soit vraie pour n = ny.

Exercice
Quelle est le contraire, formalisée, d’une propriété vraie a partir d’un certain rang ?
Que penser égalementde A= {neIN | p(n) vraie}

Correction

La formalisation positive est : 3 19 € IN tel que ¥V 1 = n, p(n) est vraie. La négation donne : V n€ IN,
31’ = ntel que p(n) fausse.

Dans le premier cas A est bornée (par ) et dans le second cas A est infini.

,O Analyse - Suites extraites (sous-suite)

Si on enléve des termes d'une suite, on obtient une suite extraite.

Soit E une partie infinie de IN. On dit (1) ,c g, est une suite extraite de (i) peN-

Le probleme est que I'indexation sur E n’est pas trés aisée a exploiter.

Par ailleurs, la particularité de la croissance doit étre conservé. Il faut garder 'ordre.
On aimerait que si ¢ : IN — E(c IN) est une bijection, elle conserve I'ordre :

ksh<= ¢k)<p(h)(€E)

On a donc la définition suivante :

Définition - Suites extraites
On dit que (v,) el est une suite extraite de (1) ,e si il existe ¢ : IN — IN,
strictement croissante telle que

VnelN, vy=upm

. On note parfois : pour tout k € IN, vy = up,.

’/ Exemple - Suites extraites paires et impaires

La suite extraite des termes d’indice pair de (i) est la suite (u25) peN-

La fonction ¢ est ici n— 2n...

Exercice

Montrer que si p(n) est vraie a partir d'un certain rang alors elle est vraie pour tous les
termes d'une suite extraite de IN & préciser

Correction
Il s’agit simplement de la suite obtenue avec ¢ : k— ng + k

Proposition - Suite extraite et ensemble infini

Considérons une famille de propriété indexée par IN, notée (Pp) eN-

On note A= {neIN| P, vraie.}. Alors

Aestinfinie si et seulement si3 ¢ : IN — IN, strictement croissante telle que
V neNN, Py estvraie.

Démonstration
Siil existe une suite extraite de (Py) toujours vraie,

ie. siil existe ¢ : IN — N, strictement croissante telle que ¥ n € IN, P,y est vraie.

Notons A" = @(IN) = {¢(0),@(1),...¢(n),...} = {p(k), k € IN}, C’est un ensemble infini car ¢ est
injectif.

Enfin A’ < A. Donc A est infinie
Réciproquement, supposons que A est infini.

1l faut construire ¢.

Ac N, donc A possede un plus petit élément ng = ¢(0).

Construisons ¢ par récurrence, i.e. pour tout k € IN, on donne une valeur a ¢(k) bien
déterminée, selon les valeurs de {@(0),...¢(k—1)}.

Ainsi fixons k € IN* et supposons que ¢(0) < --- < ¢(k — 1) sont bien définis.

Lensemble Ay = {¢(0),...¢(k — 1)} est fini, donc By = A\ [0, @(k — 1)]] est infini, inclus dans

Il possede un plus petit élément noté ny = ¢(k) et p(k) > @(k— 1) et Py est vraie. O
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Suites bornées

On considéere E, < un ensemble ordonnée.

Définition - Suite majorée, minorée, bornée

On dit qu'une suite (u,) d’éléments de E est
— majorée s'il existe M € E tel que Vne N, u, < M.
— minorée s'il existe me Etel que Vne N, m < u,,.
— bornée si elle est majorée et minorée.

e Remarque - Familles bornées, majorées. ..
Cette définition est également adaptable au cas des familles simples.

Exercice
Montrer qu’une suite majorée a partir d'un certain rang est une suite majorée.

Correction

Si (x5;) est majorée a partir du rang ng,

Alors il existe M tel que pour tout n = ng, x, < M.

Notons M’ = max(M, X0, X1,...Xny-1) (ensemble fini), alors : V n € IN, x, < M’

Suites monotones

Définition - Suite croissante, décroissante
On dit qu'une suite (u,) d’éléments de E est
— croissante
siVrnelN, up < up41.
— décroissante
siVvneN, upe) < up.
— monotone si elle est croissante ou décroissante.
— stationnaire si elle est constante a partir d'un certain rang.

V Exemple - Deux suites monotones :

— Lasuite (i) olt uy, = (%) est monotone.
_[2n)(@22n+1) _[2n)|3n+1
Ul =Un=| (ﬁil]_ n|n+l >0
— Soit (up) une suite de nombres positifs et m), = infy,> p uy. Alors (mp) est une
suite croissante.
En effet: m), = min(mp.+1, up), donc m)y < Mp+1
Nous élargirons ces notions, lorsque nous nous concentrerons sur les suites
numériques, une fois que R sera construit...

7. Bilan
Synthese

~ Depuis la fin du XIX, on travaille en mathématiques a partir d’en-
sembles. On peut aussi passer d'un ensemble a un autre par des ap-
plications. Les applications injectives ne mélangent pas les éléments
de I'ensemble du départ, les applications surjectives sont complétes
(vu de l'arrivée).

~+ Treés souvent en mathématiques (probabilité, construction de I'inté-
grale), on s'intéresse plutdt aux ensembles réciproques (ie des antécé-
dents) f’l(B) qu'aux ensembles images directes f(A).

~+ La fonction indicatrice d'un ensemble A dans E est une projection
naturelle de E sur A. Elle est d'une utilité essentielle en mathématique,
par exemple pour calculer le cardinal (ou en probabilité).

~+ On termine par décrire les propriétés pour des familles indexées sur
un ensemble I fini ou dénombrable.
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