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Lecon 2 - Calculs et opérations avec des sommes

ou des produits
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Somme de puissance

Proposition - Sommes de puissances d’entiers consécultifs

Soit n € N*. Alors :

Lo nn+l) & oo nr+1)@n+1) & o3 (n(n+1))2
=" B e B
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Somme de puissance

Proposition - Sommes de puissances d’entiers consécultifs

Soit n € N*. Alors :

Lo nn+l) & oo nr+1)@n+1) & o3 (n(n+1))2
=" B e B

On peut faire une récurrence, ou bien chercher & démontrer le résultat
directement. Une méthode classique : user le télescopage.
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Somme de puissance

Proposition - Sommes de puissances d’entiers consécultifs

Soit n € N*. Alors :

Lo nn+l) & oo nr+1)@n+1) & o3 (n(n+1))2
=" B e B

On peut faire une récurrence, ou bien chercher & démontrer le résultat

directement. Une méthode classique : user le télescopage.
Démonstration
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Récurrence

Exercice

Démontrer par récurrence les résultats précédents
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Récurrence

Exercice
Démontrer par récurrence les résultats précédents

Savoir-faire. Se passer du formalisme d’'une récurrence ou

invariant de boucle

On peut souvent se passer de la formalisation de la récurrence (mais

avec les mémes calculs).
n
, - . n(n+1))2
Ici on considere la suite u, = Y k> — (—) :
k=1 2
On note que u,+1 = u, (Méme calcul que &, = £, 1) et que u1 = 0.

Donc pour tout n € N*, u, = 0. CQFD.

i
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Suite arithmétique

Proposition - Calcul d’'une somme arithmétique

Pour une suite arithmétique: VneN,u, 1 =u,+r,ona:

NgE

Um+U
up=(m-n+1)x —1=

k=n 2

C’est-a-dire :

somme de termes succ. = (nb de termes)x(moyenne des termes extrémes)
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Suite arithmétique

Proposition - Calcul d’'une somme arithmétique

Pour une suite arithmétique: VneN,u, 1 =u,+r,ona:
m
UmtUu
Y up=(m-n+1)x —=
k=n 2

C’est-a-dire :

somme de termes succ. = (nb de termes)x(moyenne des termes extrémes)

Démonstration
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Suite arithmétique

Proposition - Calcul d’'une somme arithmétique

Pour une suite arithmétique : VneNuyyi=up,+r,ona:

Umtup

=(m-n+1
uk(mn)x2

NgE

k=n

C’est-a-dire :

somme de termes succ. = (nb de termes)x(moyenne des termes extrémes)

Démonstration

Exercice

Démontrer le résultat en suivant la « méthode de Gauss »(double
somme inversée. . .)
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Suite géométrique

Proposition - Calcul d’'une somme géométrique

SoitxeR (ouxeC)etneN.Onaalors:

n n+1 six=1
Zxk: l_xn+l
k=0

i 1
- Six#

Plus généralement pour une suite géométrique de raison g # 1, 0on a :
nb de termes
—-q

somme de termes successifs = 1er terme x 1
—q
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Suite géométrique

Proposition - Calcul d’'une somme géométrique

SoitxeR (ouxeC)etneN.Onaalors:
n n+1l six=1
Z xk = 1—xntl
=0 — six#1
1-x
Plus généralement pour une suite géométrique de raison g # 1, 0on a :

nb de termes
—q

somme de termes successifs = 1er terme x 1
—q

Démonstration
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Suite géométrique

Proposition

- Calcul d’'une somme géométrique

SoitxeR (ouxeC)etneN.Onaalors:

n n+1l six=1

Zxk: l_xn+l

= = six#l
1-x

Plus généralement pour une suite géométrique de raison g # 1, 0on a :

1-— qnb de termes

somme de termes successifs = 1er terme x 1—
—-q

Démonstration

Exercice

Calculer1+2+4+8+16+32+64+ 128
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Petits Bernoullis

Prooposition - Une factorisation a connaitre

Soient a et b deux réels (ou deux complexes), alors :

n-1
an _bn =(a—b) Z an—l—kbk
k=0
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Petits Bernoullis

Prooposition - Une factorisation a connaitre

Soient a et b deux réels (ou deux complexes), alors :

n-1
an _bn =(a—b) Z an—l—kbk
k=0

Application 3" — 2™, sous forme d’une addition de n termes
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Petits Bernoullis

Prooposition - Une factorisation a connaitre

Soient a et b deux réels (ou deux complexes), alors :

n-1
an _bn =(a—b) Z an—l—kbk
k=0

Application 3" — 2™, sous forme d’une addition de n termes
Application Factoriser a® — b®




= Somme double = Inégalité de Cauchy-Schwarz 1. Quelques problemes 2. Symboles ) et [| 3. Evaluer explicitement des sommes
O0000e

0000000

000

Petits Bernoullis

Prooposition - Une factorisation a connaitre

Soient a et b deux réels (ou deux complexes), alors :
n—-1
a"-b"=(a-b) Y a" ' Fb*
k=0
Application 3" — 2™, sous forme d’une addition de n termes

Application Factoriser a® — b®
Démonstration
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Petits Bernoullis

Prooposition - Une factorisation a connaitre

Soient a et b deux réels (ou deux complexes), alors :

n-1
an _bn =(a—b) Z an—l—kbk
k=0

Application 3" — 2™, sous forme d’une addition de n termes
Application Factoriser a® — b®

Démonstration

Exercice

Peut-on factoriser a™ + ™ ? Si oui, factoriser le.
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Multiple indice

Heuristique. Somme a multiples indices

On peut faire une somme d’éléments pris dans un ensemble fini. Mais la
description de ces éléments n’est pas toujours naturellement données
sous la forme x;,1 € [0,n].

Parfois les éléments apparaissent comme les éléments d’un tableau
(matrice) et sont donc doublement (ou plus) indexés :

%57, ENp, j €Ny,

Les choses se présentent différemment selon que i et j sont

« indépendants »entre eux ou non.
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Cas 1 et j indépendants. Produit cartésien d’ensembles
Analyse Du sens des formules
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Cas 1 et j indépendants. Produit cartésien d’ensembles
Analyse Du sens des formules

Définition - Somme double

On considére une famille de nombres réels ou complexes (a; ;) indexée
par deux indices i et j, i compris entre 1 et n, j compris entre 1 et m
ou n et m sont deux entiers non nuls donnés :

aii ... Q1j; ... ... Qim
i1 -ee Qi e .. Qi
Qpl --- Qpj o .. Qum

La somme de tous les éléments de ce tableau est notée :

> aij= > @ij.

1<i<n,l<j<m (G, j)ell,nlx[1,m]
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Savoir-faire

Savoir-faire. Somme multiple (indépendance)

Pour la calculer on peut procéder d’au moins deux fagons, la premiére
consiste a faire d’abord la somme des termes ligne par ligne, puis
d’additionner les résultats :
n m n m
Y ooay=Y (Yew) =X Ya
1<isn,l<jsm i=1  j=1 i=1j=1

—_——
somme de la ligne i

une seconde étant de sommer d’abord les termes colonne par colonne
puis d’additionner les résultats :

m n m n
. we=n, | Des] =5 Les
1<isn,l<jsm Jj=1 i=1 Jj=1i=1
——

somme de la colonne j
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Savoir-faire

Savoir-faire. Somme multiple (indépendance)

Pour la calculer on peut procéder d’au moins deux fagons, la premiére
consiste a faire d’abord la somme des termes ligne par ligne, puis
d’additionner les résultats :
n m n m
Y ooay=Y (Yew) =X Ya
1<isn,l<jsm i=1  j=1 i=1j=1

———
somme de la ligne i

une seconde étant de sommer d’abord les termes colonne par colonne
puis d’additionner les résultats :

m n m n
. we=n, | Des] =5 Les
1<isn,l<jsm Jj=1 i=1 Jj=1i=1
——

somme de la colonne j

Remarque Diagonale



= Somme double = Inégalité de Cauchy-Schwarz 1. Quelques problemes 2. Symboles ) et [| 3. Evaluer explicitement des sommes

000000
0000@00
(e]e]e}

Développement / factorisation de sommes doubles
indépendantes

Exercice
Calculer Y ij
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Développement / factorisation de sommes doubles
indépendantes

Exercice
Calculer Y ij

1<isn,l<js<p
Comme le montre I'exercice précédent :
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Développement / factorisation de sommes doubles
indépendantes

Exercice
Calculer Y ij

1<isn,l<j<p
Comme le montre I'exercice précédent :

Proosition - Produit de deux sommes (développement ou

factorisation)

Soient des réels (ou des complexes) a; etb;, 1<i<n,1<j<p.
Alors :

ai)( z b= Y ab,

1 J @,))el1,n]x[1,p]
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Développement / factorisation de sommes doubles
indépendantes

Exercice
Calculer Y ij

1<isn,l<j<p

Comme le montre I'exercice précédent :

Proosition - Produit de deux sommes (développement ou

factorisation)

Soient des réels (ou des complexes) a; etb;, 1<i<n,1<j<p.
Alors :

n
1=

a)(Lo)- T a

1 J @,))el1,n]x[1,p]

Démonstration
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Cas i et j dépendants

Heuristique. Cas : i et j dépendants

Ici on somme seulement certains termes du tableau rectangulaire a; ;.
Et donc les indices sont dépendants I'un de 'autre !

Par exemple, dans cette situation, les valeurs prises par j (a l'intérieur
de la somme) dépendent de celles prises par i (a I'extérieur de la
somme). Iy a, en revanche, souvent liberté dans le choix de 'ordre de
sommation (d’abord i ou d’abord j).

i
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Cas i et j dépendants

Heuristique. Cas : i et j dépendants

Ici on somme seulement certains termes du tableau rectangulaire a; ;.
Et donc les indices sont dépendants I'un de 'autre !

Par exemple, dans cette situation, les valeurs prises par j (a l'intérieur
de la somme) dépendent de celles prises par i (a I'extérieur de la
somme). Iy a, en revanche, souvent liberté dans le choix de 'ordre de
sommation (d’abord i ou d’abord j).

Analyse G ={a; j,i€N,,j€A;}




= Somme double = Inégalité de Cauchy-Schwarz 1. Quelques problemes 2. Symboles ¥ et [] . Evaluer explicitement des sommes

3

000000
00000e0
000

Cas i et j dépendants

Analyse G ={a; j,i €N,,j€A;}

Proposition - Somme double classique ) a;;

1sjsisn

Soit (ai,j), jjene une famillle de nombres réels ou complexes :

1sj<isn i=1j=1
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Cas i et j dépendants

Analyse G ={a; j,i €N,,j€A;}

Proposition - Somme double classique ) a;;

1sjsisn

Soit (ai,j), jjene une famillle de nombres réels ou complexes :

1sj<isn i=1j=1

Démonstration
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Exercice
Exercice
Calculer > ij.

1<isjs<n

2. Symboles }_ et []

3. Evaluer explicitement des sommes
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Exercice

Exercice
Calculer ) ij.

1<isjs<n

Savoir-faire. Somme multiple (dépendance)

Pour la calculer on ordonne les indices de sommation :

1. on choisit celle qui sera le plus a I'extérieur (donc a gauche) des
symboles } . Elle ne dépend que de paramétres fixés et d’aucun
indice.

2. on choisit ensuite la suivante, la seconde dans 'ordre des sommes.
Elle dépend des paramétres fixés et de I'indice précédent

n-1( n n (j-1

Exemple : Z ai,jzz Z a;; ZZ Zai,j W

1<i<jsn =1 \j=i+1 Jj=2\i=1
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Exercice

Exercice
Calculer ) ij.

1<isjs<n

Savoir-faire. Somme multiple (dépendance)

Pour la calculer on ordonne les indices de sommation :

1. on choisit celle qui sera le plus a I'extérieur (donc a gauche) des
symboles } . Elle ne dépend que de paramétres fixés et d’aucun
indice.

2. on choisit ensuite la suivante, la seconde dans 'ordre des sommes.
Elle dépend des paramétres fixés et de I'indice précédent

n-1( n n (j-1
Exemple : Z ajj= Z Z ajjl|= Z Zai,j o
1<i<js<n i=1 \j=i+1 Jj=2\i=1 W j&

Analyse Sens de ces modes de sommations
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Exercices
Exercice

n n k
Retrouver la valeurde S= )k, ennotantque S=) > 1
k=1 k=1i=1
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Exercices
Exercice

n n k
Retrouver la valeurde S = )k, ennotantque S=)_ > 1

) k=1 k=1i=1
Exercice
2

n n
Montrerque | Y di| =Y d2+2 Y did;.
k=1 k=1

1<i<j<n
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Exercices
Exercice

n n k
Retrouver la valeurde S = )k, ennotantque S=)_ > 1

k=1 k=1i=1

Exercice
n 2 n
Montrerque | Y di| =Y d2+2 Y did;.
k=1 k=1 1<i<j<n
Exercice
1. Endéveloppant Y (a;bj—a;b;)* montrer que
1<i<j<3
3 2 3 3
2 2
k=1 k=1 k=1

2. De méme, montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(Eon) <[t )

3. A quelle condition a-t-on I’éqgalité ?
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Exercices

Exercice

Ecrire le développement polynomiale de

n

[[x-ai)

=1

Quelle formule retrouve-t-on lorsque tous les a; sont égaux ?
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Conclusion

Objectifs
= Sommes doubles
= Inégalité de Cauchy-Schwarz
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Conclusion

Objectifs
= Sommes doubles

* Produit dans le cas de variable indépendante
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Conclusion

Objectifs
= Sommes doubles

* Produit dans le cas de variable indépendante

* Cas dépendants : une méthode a suivre avec Iverson
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Conclusion

Objectifs
= Sommes doubles

* Produit dans le cas de variable indépendante

* Cas dépendants : une méthode a suivre avec Iverson

= Inégalité de Cauchy-Schwarz
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Conclusion
Objectifs
= Sommes doubles

* Produit dans le cas de variable indépendante

* Cas dépendants : une méthode a suivre avec Iverson

= Inégalité de Cauchy-Schwarz

* A connaitre (dans sa version sommatoire).
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Conclusion

Objectifs
= Sommes doubles
= Inégalité de Cauchy-Schwarz

° A connaitre (dans sa version sommatoire).

2. Symboles }_ et [ 3. Evaluer explicitement des sommes
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Conclusion

Objectifs
= Sommes doubles
= Inégalité de Cauchy-Schwarz

° A connaitre (dans sa version sommatoire).

2. Symboles }_ et [ 3. Evaluer explicitement des sommes
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Conclusion

Objectifs
= Sommes doubles
= Inégalité de Cauchy-Schwarz

° A connaitre (dans sa version sommatoire).

2. Symboles }_ et [ 3. Evaluer explicitement des sommes

000000
0000000
[e]e]e}




= Somme double = Inégalité de Cauchy-Schwarz 1. Quelques problemes

Conclusion

Objectifs
= Sommes doubles
= Inégalité de Cauchy-Schwarz

° A connaitre (dans sa version sommatoire).

2. Symboles }_ et [ 3. Evaluer explicitement des sommes
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Conclusion

Objectifs
= Sommes doubles
= Inégalité de Cauchy-Schwarz

° A connaitre (dans sa version sommatoire).

2. Symboles }_ et [ 3. Evaluer explicitement des sommes
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Conclusion

Objectifs
= Sommes doubles
= Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour la prochaine fois

® Lecture du cours : Chap 1 : Sommes
4. Coefficients binomiaux

* Pour demain : exercices N°13 & 15
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