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Devoir a la maison n°4

Pour ce quatrieme devoir, vous devez faire le préliminaire et les trois premieres parties. La solution
sera en binome.
La derniere partie est donnée, pour curiosité.

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire ().
La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des rai-
sonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

Probleme

Si n est un entier naturel non nul, on note M,,(R) 'ensemble es matrices & n lignes et n colonnes
et a coefficients non réelles.
Si M e M, (R) et siiet j sont deux entiers compris entre 1 et n, on note M; ; le coefficient de M se
trouvant a la ligne ¢ et a la colonne j.
Si M € M, (R), on note Sp(M) le spectre réel de la matrice M, c’est-a-dire I’ensemble des valeurs
propres réelles avec leur multiplicité. Plus précisément Sp(M) est la partie de R x N dont les éléments
sont les paires (A, m)) ol A est une valeur propre réelle de M et my sa multiplicité comme racine du
polynoéme caractéristique de M.
Encore plus précisément, si x s (z) = det(xl,, — M) est le polynéme caractéristique de M, alors

xw= [ @-N™xQu

(X\,mx)ESP(M)

ou Qs n’admet aucune racine réelle.

On note également Tr(M) la trace de M.

Si i et j sont deux entiers relatifs, on note d; ; 'entier 1 si ¢ = j et 0si4 # j.

Si A est une partie de R, on note 1 4 la fonction de R dans R qui vaut 1 sur A et 0 sur le complémentaire
de A.

Dans tout le sujet (2,4, P) désigne un espace probabilisé sur lequel seront définies les différentes va-
riables aléatoires du sujet. On admettra que toutes les variables aléatoires introduites peuvent bien étre
construites sur cet espace. On note P(A) la probabilité d’un événement A € A et E(Z), 'espérance
d’une variable aléatoire Z sur (2, A, P) & valeurs réelles.

Dans le sujet, pour résoudre une question, on pourra admettre le résultat des questions précédentes.
La partie III est indépendante des parties I et II, et la partie IV est essentiellement indépendante des
parties I et II.

Préliminaire
1. Soit @ € R. On considere la suite réelle (uy,)p>o définie par les conditions
u =0, w =1, Vn=>2,u,=0cu,_1— Up_2
Exprimer, pour tout entier n > 0, le terme u,, en fonction de n et de c. On distinguera soigneu-
sement les cas suivants : || > 2, |a] <2, a =2 et a = —2.
Premieére partie

2. Soit f une fonction & valeurs réelles définie et continue sur [0, 1]. On considére les suites réelles
(Un)n>1 et (wy)>1 définies par

1 — k 1 & 2k
>1a n — ) n —
v v n;f(n—&—l) v n];f<2n+1)

Montrer que les suites (v,,) et (w,) convergent et ont la méme limite.




3. (a) Soit f une fonction & valeurs réelles définie et continue sur [—2,2]. Prouver que I'intégrale

Sy G,
7T/_2 \/4—:52 *

est convergente, et que

I(f) = 71_/07Tf(2cos€)d9

Pour montrer la convergence de l’intégrale, il suffit de montrer que
[z [l
\/4(_7)332 ~psot hi(T) et \/4(_7)%2 ~asot h(T),

avec hy et h_ intégrables sur [0,2] et [—2,0] respectivement.

(b) Pour un entier naturel n, on note f, la fonction de R dans R définie par f, (x) = z™.
Calculer la valeur de 'intégrale I(f,,) lorsque n vaut 0, 1 et 2.

(¢) Pour tout entier naturel n > 0, calculer la valeur de l'intégrale I(f,) en fonction de n.
On appliquera la méme méthode que pour les fameuses intégrales de WALLIS.

Dans les questions qui suivent, pour tout entier n > 1, on considere U,, une variable aléatoire
discrete uniforme a valeurs dans les entiers naturels compris entre 1 et n, c¢’est & dire que

1
Vkelln), PU.,=k=.

Le théoréme de transfert énonce alors que pour toute fonction h : R — R,

Z P(U, = k) x h(k)

4. (a) Si f est une fonction & valeurs réelles définie et continue sur [—2, 2], prouver que

(oo (325))

(b) Prouver que, pour tout y € [—2,2],

U, L[ )

On admet que pour A C R,

P(U, € A) =) PU, =k)1a(k) = E(1a(Uy))
k=1
d’aprés la formule de transfert.
Deuxiéme partie

Soit un entier n > 2. On note T;, la matrice définie par la formule (7},); 5 = d; k+1 + 0415, pour tous
1 <4,k < n. Autrement dit :

0 1 0 0
1 0 1
=10 1 o0 0

.
0 0 1 0

et on note x,(X) = det(XI, — T,) le polynéme caractéristique de T,.
5. (a) Pour n =2 et n = 3, calculer le polynéme x,, et déterminer le spectre de T}, (cf activité!)
(b) Pour tout entier n > 4, exprimer x,, en fonction de x,—1 et xn—2.

(¢) Soit o un nombre complexe tel que |a| < 2. Etablir la formule générale suivante pour y,(c),
lorsque n > 2,

n+1 n+1
(a) = 1 o+ iv4 — a? (o 4 — o2
X Vi a2 2 2



(d) En déduire une expression exacte des coefficients du polynéme y,, (on pourra donner les
coefficients comme somme de produits de coefficients binomiaux).

6. Pour un entier n > 2, montrer que les valeurs propres de T,, sont données par la formule

2COS( kﬂ), k=1,...,n.
n+1
Si f est une fonction sur R a valeurs réelles et M € M,,(R), on définit
1
Sin=2" S s

n
(A;mx)€Sp(M)

7. Prouver que si f est définie et continue sur [—2,2], on a

o S / \/_7952

Soit un entier n > 2 et solent a,b, ¢ trois nombres réels. On note T),(a, b, ¢) la matrice de M, (R)
telle que, pour 1 < 4,5 < n,

————dx

[Tn(a, b, C)]iyj = aém- + b6i+1-,j + C5i7j+1

c’est-a-dire :

a b 0 0
c a b

T, (a,b,c) 0 ¢ a 0
: .. . b
0O -+ 0 ¢ a

(a) Exprimer le spectre de T),(a, b, ¢) en fonction de a et du spectre de T, (0, b, ¢).
(b) Exprimer le spectre de T),(a, b, ¢) en fonction de a et du spectre de T,,(0, be, 1).

(¢) On suppose be > 0. Exprimer toutes les valeurs propres complexes de T}, (a, b, ¢) en fonction
de a, b, c et n.
Indication : on pourra dans un premier temps se ramener au cas b = c.

On suppose désormais que a, b, ¢ sont trois nombres réels avec be > 0.

8. (a) Montrer que pour toute fonction f & valeurs réelles continues sur R, on a

lim S¢(Th(a,b,c)) /f —4—\ch)

n——+oo _ 1‘2

(b) Soit y € R, et ¢, (y) le nombre de valeurs propres de T}, (a, b, c) dans U'intervalle | — oo, y].
Donner un équivalent de ¢, (y) quand n — +o0.

Troisieme partie

Le but de cette partie est de donner une démonstration du théoreme d’approximation de Weierstrass.
L’utilisation de ce théoreme n’est donc pas autorisée dans les questions 10 a 12.
Ce théoreme de Weierstrass énonce que toute fonction continue sur un compact peut étre approchée
uniformément par une suite de polynomes.
Soit un entier n > 0. On note @, le polynéme @, = (1 — X™)?" € R[X] et P, le polynéme P, =
Qn (%) On note également H la fonction de [—1,1] dans R définie par
0 siz<O0

Vael[-1,1], H(m)_{l siz>0

10. (a) Montrer que pour tout réel 0 < k < %, la suite (Qn)n>0 converge uniformément vers 1 sur
I'intervalle [0, k] et vers 0 sur [1 — &, 1].

(b) En déduire que pour tout réel 0 < n < 1, la suite (P,)n>0 converge uniformément vers H

sur [-1,1]\ [-n,n].
Soit f une fonction continue de [—1,1] dans R et soit un réel € > 0.

11. On suppose, dans cette question uniquement, que f(—1) = 0. Montrer qu’il existe un entier
N>1,destéels —1<c; <cy<---<ey<let(ay,...,an) € [—¢ " tels que

Vae[-1,1], f(a:)—ZaiH(x—ci) <e



12. En déduire qu’il existe un polynéme P € R[X] tel que

Vaoe[-L1], [f(z)-P@)<e

N
Indication : on pourra considérer un polynéme de la forme F, ,, = > a;P,,(X —¢;) et choisir un
i=1
réel n > 0 tel que les intervalles [¢; — 1, ¢; + 1] sont deux a deux disjoints.

Quatriéme partie
On se donne une famille (W; ;)1<i<; de variables aléatoires a valeurs dans Z indépendantes identiquement distribuées

telles que E(W7,1) =0, E(Wl2 1)=1et |W1,1|k est d’espérance finie pour tout entier k > 0.
Pour tout entier n > 1, et tout w € €2, on note Xy, (w) € My, (R) définie par

Wij@) g4 <J
Vi<ig<n,  (Xa@); =9 wlie .
I sig<t

Si f est une fonction de R dans R, on note Sy, (f) la variable aléatoire définie par
VweR,  Su(f)w)=8f(Xn(w)),

la notation Sy (M) pour M € M, (R) étant définie avant la question 7. On note également lorsque f est continue,

R e
() g 72f(x) 4 — z2dz.

Pour tout entier naturel k£ > 0, on note (Hy) ’hypothese suivante.

(Hy) lim B(TH((X0)") = S0 et lim o B(TH((X0)")?) = Y ()?,

n—+oo n

ot Pon rappelle que f;, désigne la fonction z — z* de R dans R.
13. (a) Pour tout entier k¥ > 0, et pour tout entier n > 1, montrer qu’on a une égalité de variables aléatoires
Sn(fr) = % Tr(XFE).
(b) Calculer X(f%) en fonction de k pour tout entier k > 0.
(¢) Démontrer (Hy) pour 0 < k < 2.

14. Pour tout entier k£ > 0 et tout nombre réel B > 0, on note g p la fonction définie sur R par
VzeR, gpp@) =zf1,-5.

Montrer que, pour € > 0,

E(Sn(f2r))

P(Sn(gk.5) > ) < —

15. En déduire que pour tout réels B >4 et € > 0, on a

ngTwP(Sn(gk,B) > 6) =0

Indication : on pourra observer que pour k < k' et B >4, on a gp, B < gi’ B-
On fixe désormais un réel B > 4.

16. Montrer que pour tout entier k£ > 0 et tout réel e > 0, on a
lim P (|Sn(fk) — E(Sn(ty))] 2 €) =0
n——+oo

Soit f une fonction continue de R dans R nulle en dehors de [—B, B]. On fixe un réel € > 0.
17. (a) Montrer qu’il existe un polynéme P € R[X] et un entier N > 0 tels que pour tout n > N,
P (ISn(f) = 2(f)l = €) <P (ISn(Pliz>B)| = €/4) + P (|Sn(P) — E(Sn(P))| > €/4) .

(b) Conclure que
LAm P (1Sn(f) = 2(f)| 2 ) =0



