DEVOIR SURVEILLE 0
Correction

Ce sujet est inspiré tres largement d’un sujet de 'université d’Angers : https://math.univ-angers.fr/documents/09-ep2.pdf

Dans ce probléme, nous étudions un encadrement des modules des racines d’une fonction polynomiale en fonction de ses coefficients.
Pour un ensemble E fini, on note card(FE), son cardinal, c’est-a-dire le nombre de ses éléments.

* N N 712 .
On note, pour tout entier n € N* et p € [0, n], ( "), lensemble & p éléments pris dans 'ensemble N,, := [1,n].
p

Par exemple, pour n = 4, <I\(T)4> = {0} alors que (Ii4> = {{17 2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}}.

Ce probleme est composé de quatre parties. La premiére donne deux résultats utiles par la suite : la généralisation de l'inégalité
N

triangulaire et la valeur de card n) La deuxieme partie donne un majorant de I’ensemble des racines d’un polynéme H qui a une
p

forme particuliere. Ce résultat est exploité dans deux applications en troisieme partie. Et il est généralisé a toute forme de polynéme en
quatriéme partie. Cela se termine par un encadrement (majoration et minoration) des racines d’un polynéme quelconque en fonction
de la borne de Cauchy.

I . Préliminaires. Relations sur les ensembles et inégalité triangulaire.

A. On admet que pour tout nombre complexe z,2" € C, on a |z + 2’| < |z| + |2/

1.1. Montrer que pour tout n € N*, et tout z1,22...2, € C,

n

n
a3k
k=1

k=1

3
3

Posons, pour tout n € N*, P, : «V z1,...2, € C, zk| < |z| ».
1
n n

— Pour n = 1. Soit z; € C. sz =lz1] < |z1] = |2k |-

k=1 k=1
Donc P; est vraie.

— Soit n € N*. Supposons que P, est vraie.
Soient z1, 22, . .. Zn, znt1 € C. Par inégalité triangulaire appliquée & Z = 21 4+ --- + 2z, et Z' = 2,41, on a

n+1 n
S oal =) st | =242 <12 +|2]
k=1 k=1
n+1 n n
sz < sz + [zZn41] <Z|Zk|+|zn+1|
k=1 k=1 k=1

d’apres ’hypothese de récurrence appliquée en z1, ... z,. Ainsi, on retrouve l'inégalité recherchée.
Donc P, +1 est vraie.
La récurrence est démontrée :

Pour tout n € N*, et tout 21,22...2, € C, zk| < | 2]

k=1 k=1

Notons que le cas Py est également vraie : nous avons deux sommes vides. Elles valent zéeo chacune.

B. On note, pour n € N et p € [0,n], C(n,p) = card (Nn) (on rappelle que (Nn> a été défini plus haut).
p p

Ns

3

1.2. Donner la description compléte de ’ensemble ( ) On notera que cet ensemble est composée de 10 éléments.

3

(N5> = {{17 2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5}, {3, 4, 5}}




L.3. Evaluer C(0,0) = card (I\(I)()); C(1,0) = card <I\Z)1) et C(1,1) = card <I\i1)

On notera que Ng = (.

Il y a un et un seul sous-ensemble & ’ensemble vide : I'ensemble vide lui-méme. Donc C(0,0) = 1.
Il y a un et un seul sous-ensemble a zéro élément pris dans N; : 'ensemble vide.
Et il y a un et un seul sous-ensemble a un élément pris dans N; : N; lui-méme.

[CO,0=1, C1,0=1, C@1,1)=1]

1.4. Soit n € N*.
(a) Soit p € [1,n+ 1] et E, un ensemble de p éléments pris dans N,, 1. Montrer que :

— oubienn+1€ FE, etalors E\{n+1} € ( Nn1>
p—

— oubienn+1¢ E, et alors E € <N">
p

En effet, les deux propriétés n +1 € E et n+ 1 ¢ E sont complémentaires.
Dans le premier cas, E est composé de p éléments pris dans N,, 11, mais dont 'un est n + 1.

Si on retire cet élément, I’ensemble E'\ {n+1} est alors un sous-ensemble de p—1 éléments pris dans Npy1\{n+1} = N,.
Dans le second cas, E est composé de p éléments pris directement dans N,,.

Donc, ou bien n+ 1 € E, et alors E\ {n+1} € < an),oubienn—}—lg&E, et alors E € (Nn>.
p— p

(b) En déduire C(n+ 1,p) = C(n,p — 1) + C(n,p).

Nn . 12 N, . (14 N
Pour chaque éléments de ( +1>, on associe exactement un élément de < 1> (sin+1 € E) ou un élément de ( ”)
p p— p

Cette correspondance est bijective, on a donc

card (N"+1> = card( Nn ) + card (N">
D p—1 P

’C(n—O—l,p) :C(n,p—l)—l-C(n,p)‘

1.5. Montrer que pour tout n € N, p € [0,n], C(n,p) = <n>
p

Nous allons conclure cette partie en démontrant le résultat recherché par récurrence.
0

On remarque d’abord que C(0,0) =1 = 0

On note, pour tout n € N*, P, : «V p € [0,n], C(n,p) = ;L 9.

1 1
— La question 2. permet d’affirmer que C(1,0) =1 = (0> et C(1,1)=1= <1> Donc P; est vraie.

— Soit n € N*. Supposons que P, est vraie.
Soit p € [1,n + 1]. D’aprés 3.(b)

) . _ n n _ n+1
C(n+1,p) =C(n,p 1)+C(n’p)?:“<p1)+(l’) o ( P >

triangle de Pascal

Et C(n+1,0) =card{0} =1= <n—(|)— 1).

Ainsi P41 est vraie.
La récurrence est démontrée, le cas n = 0 aussi. On peut donc affirmer

VneNetpe[0,n], Cln,p) = (Z)




IT . Une premiere famille de polynémes

Soit n € N*. Soient (Ci)iEﬂO,n—l]] n réels positifs, non tous nuls. On considere la fonction polynomiale

II.1.

n—1

H:m»—)x"—chmk
k=0
et on définit également
—H(x)
h )0, +o0[— R,z — ———=
xTL
H est polynomiale donc dérivable sur R. Montrer que pour tout = € R, 2H'(z) = na" Z kepa®

I1.2.

I1.3.

Pour tout k£ > 1, la dérivée de x — z" est z — ka7 et pour k = 0, la dérivée est nulle.
n—1

st . . N soio 2 ’ -1 k—1
Par dérivation de somme égale a la somme de dérivées : V z € R, H' (z) = nz"™ "~ — E crkx
k=1

Puis en multipliant par x : pour tout = € R, x x H'(z) = na" Z kepc.

Enfin, comme pour k = 0, kerz® =0 xco x 1= 0, on trouve

VzreR, xH' ) = nz" chkx

Etudier les variations de h et démontrer que h est strictement décroissante sur ]0, +oo].

La fonction h est une fraction rationnelle, elle est définie sur ]0, +oo[ sans aucun probléme (son dénominateur ne s’annule pas).
Elle est alors de classe C' sur son ensemble de définition.
Pour tout z > 0,
—H'(z)z" — (—H(z)) x nz"™'  nH(z) — zH'(z)
h(z) = = =
xr2n xn+l

Sur RY, le signe de h’(z) est donc le méme que celui de

n—1 n—1
nH(z) — zH'(z) = nz" chkx —z(nz") + Z kepa™ ! = Z(k —n)epz”
k=0 k=0

Or pour tout k <n—1,k—n <0, ¢y >0 (par hypothése de 1’énoncé) et >0 (car x > 0).
Enfin, comme les réels (¢;) sont non tous nuls, au moins un ¢ > 0 et donc pour ce k : (n — k)ck:lck < 0 et ainsi par addition :

Vz>0, h'(z)<0 donc h est strictement décroissante sur ]0, +oo[. ‘

En déduire que la fonction polynomiale H admet une unique racine réelle strictement positive, notée a.
On exploitera le théoréme de la bijection ou corollaire des valeurs intermédiaires, en énongant et vérifiant chacune de ses
hypothése.

Pour tout z > 0, H(z) =0 <= 2" X h(z) = 0 <= h(z) =0 (car = # 0).
Or h est strictement décroissante sur |0, +o00[, continue (fraction rationnelle ou car dérivable),

h établit donc une bijection de 0, +-o00[ sur lim+ h(z), lim h(z) {
z—0

T — 00

) .= o , . D DN
Or lim h(z) = lim = —1 (factorisation par le terme de plus haut degré) et lim A(z) = lim =—=—————
x—+o00 r—4oo I x—0 x—+o00 "

Par ailleurs, les ¢; sont non tous nuls. On note ko = min{é | ¢; # 0} (il existe bien) on a alors :
n—1
—H(z) = ckomko + Z ciwt — "
i=ko+1
Ainsi, par composition, addition et multiplication des limites :

HC’C()
z—0t

— 0
z—01

n—1
i—k —k
Cko + E cix' N0 — g

i=ko+1
h(z) = ko — 400
x z—0T
[
—0
z—01




Donc h établit une bijection (strictement décroissante) de ]0, +oo[ sur | — 1, +o0f.
0 €] — 1, 400[ admet un unique antécédent par h.

’ les équations h(z) = 0 et donc H(z) = 0 (par équivalence) admet une unique solution sur R} .

I1.4. Montrer que H'(a) # 0, donc que « est une racine simple de H.

nH(a) — aH'(a)
il St ol o AR §
an+1
Or on a vu que pour tout = > 0, A'(z) < 0. On a donc une contradiction (h'(a) = 0 et h'(a) < 0).
Ainsi H'(a) # 0.
Si « est racine d’ordre m > 1, il existe g fonction polynomiale d’ordre n — m tel que pour tout =z € R,

On a donc H(a) = 0. Si H'(«) = 0 également, alors h'(a) =

H(z) = (x — )™ x g(x)

En dérivant : V = € R, H'(z) = m(z — a)" 'g(z) + (z — a)" g ().
Et donc, puisque m > 1, H'(a) = 0 4+ 0 = 0. Absurde.

’ « est racine de simple de H. ‘

I1.5. Soit ¢ une racine complexe de H. On va démontrer par absurde que nécessairement |{| < a.
n—1

Supposons que que |¢| > a. En évaluant le signe de H(|¢|), montrer que [¢|" > Z cx|CIF.
k=0

(Il faut considérer |(|, comme un nombre réel, strictement positif).
Supposons que [¢| > «, alors comme h est décroissante strictement : h(|¢]) < h(a) = 0.
Et ainsi H(|¢|) = —[¢|™ X h(|¢]) > 0 ce qui donne exactement

n—1
"> enlelt
k=0

I1.6. Montrer que cela conduit & une contradiction, puis conclure.

n—1 n—1
On pourra exploiter I'inégalité triangulaire d’ordre n — 1 : Z ak| < Z lak| pour ao,ai,...an—1 € C, quelconques.
k=0 k=0

n—1
Par ailleurs, nous savons que ¢ est une racine de (complexe) de H, donc H({) =0=¢" — Z erCr.

k=0
On a donc par inégalité triangulaire :

n—1 n—1 n—1
I =1¢" =D ec®| < Y lencI =D exlel®
k=0 k=0 k=0
ol pour finir, on a exploité ¢, > 0, donc |crz| = ck|z|, pour tout z € C.
On trouve donc
n—1 n—1
D el < el <Y el
k=0 k=0

C’est contradictoire. L’hypothese (|¢| > «) faite précédemment est fausse. Bilan :

’Pour tout ¢ racine (complexe) de H, [(] < a‘

IIT . Deux applications

IIL1.1. Premiére application. Soit Hy : 2 +— a° — z* — 22> — z — 6.
Evaluer H1(2). Que dire des racines de H; ? Combien de racines entiéres H; admet-il ?

Hi(2)=2"-2"-2x2°-2-6=32-16-8-2-6=0.
H; est exactement de la forme des polynomes H de la question précédente, avec n =5, et ca =1, ¢c3 =0,ca =2,¢1 =1 et
co = 6.
En effet, tous les ¢; sont positifs et ils ne sont pas tous nuls.
Donc H; n’admet qu’une racine strictement positive, ici « = 2 d’apres les calculs,

toutes les autres racines sont de module inférieur ou égal a 2.




Si H; admet d’autres racines entiéres, cela ne peut étre que —2, —1, 0 (pas 1 car une seule racine réelle positive).

Or Hy(—2) = —60 # 0 Hy(—1) = —8 # 0 et enfin H;(0) = —6 # 0.

’ H; n’admet qu’une racine entiére : 2.

II1.2. Deuxiéme application. On considére m € N et m > 2, puis (ai)ic[o,m—1] ™ réels strictement positifs et

m—1

k

F:zw— E arT
k=0

une fonction polynomiale de degré m — 1.

On pose vy = max E, le plus grand rapport des termes consécutifs :

(a)

(b)

ai—1

i<i<m—1 a4 a;
On note F, : x — (x — ) F(x).
Montrer que F, est une fonction polynomiale de degré m, puis que pour tout k € [0, m],

[Fy]k = ax—1 — yax

(avec les conventions : a,, =0 et a_; = 0.)

Par produit de deux polynémes, nous savons que F), est également un polynoéme.
Son degré est égal a la somme de celui de F' : m — 1 additionné a celui de x — x — «y i.e. 1.

’ Donc F est un polynéme de degré m. ‘

On a alors pour tout x € R,

m—1 m—1 m
_ k+1 kE _
Fy(z) = (v — 'y) apz® = arT - yarz® = an_12" vahx =am_1z" + (an—1 —yap)x
k=0 k=0 h=1 h=1
—_———
h=k41l=—k=h—1 h=k
alors, [Fy]m = Gm-1 = @m—1 — Yam car a, =0, [Flo = —yao = a—1 — vap car a_1 = 0.

Ainsi avec la formule précédente :

’Pour tout k € [0,m], [Fy]k = ar—1 — vax.

— yao

F,(z) vérifie exactement les hypothése de la partie II.

m—1
En déduire que pour toute racine ¢ de F, |(] < v

On a donc pour tout x € R,

1 _
H(z) = F(z)=a2™ Zwak Gh=l

Am—1

Et comme 7 = max , on a donc pour tout ¢ € [1,m — 1], v > , donc ya;—1 — a; > 0 (puisque a;—1 > 0).
1 a,,1 z—l
Et par conséquent, puisqu’églalement a,,—1 > 0, ¢ := Yok — Sk > 0.
m—1

1
H : 1z — ——F,(x) vérifie exactement les hypothese de la partie II.
Am—1

On peut donc lui appliquer la conclusion : V (, racines de H, donc pour toutes racines de F, |(] <
Mais les racines de F' sont toutes des racines de F, donc

’V ¢ racines de F',|¢| < ’y‘

IV La borne de Cauchy

n

Soit n € N*. Soit f: x Z arz®, un polynome de degré n, a coefficients dans C et tel que les (a:)icfo,n—1] soient non tous nuls.

IV.1. Montrer que I’équation d’inconnue z : Z lax|z® =

k=0

n—1

k=0

Cette racine est appelée borne de Cauchy de f et sera notée dans la suite p(f).
Puis montrer que pour tout x € R :

Z lax|z® > |an|z™ si et seulement si z < p(f)

|an|z™ notée (E), posséde une unique solution réelle strictement positive.



f est de degré n, donc a, # 0.
n—1

Soit H : x + z"™ — Z Ak | % H vérifie les mémes hypotheéses que le polynéme H de la premiere partie.
k=0

Donc, également, H n’admet qu’une unique racine réelle, strictement positive (elle est simple), ainsi

an

n—1
l’équation d’inconnue z : E |ax|z” = |an|z™ notée (E), posséde une unique solution réelle strictement positive.
k=0

Plus précisément encore, en premiere partie nous avons vu que

H(z)

la fonction h : x — — -
ainsi : ¥ & €10, p(f)], H(z) < H(p(f)) = 0 et V' @ €lo(f), +ool, H(x) > H(p(f)) = 0.

est décroissante sur RY, donc H est croissante sur R,

n—1
Pour tout z € R : Z lar|z® > |an|z™ si et seulement si z < p(f).
k=0

IV.2. Montrer que, pour tout racine complexe ¢ de f, on a

I<| < p(f)

Soit ¢ une racine de f. Z arC k— 0, ainsi par inégalité triangulaire :

k=0
n—1 n—1
Jan] X [¢[" = lan¢"] = |= Y anc®| <Y Jarl(iC)"
k=0 k=0

Par conséquent, d’apreés la question précédente (I’équivalence avec 'inégalité)

<1 < p(f)

IV.3. Soit ((i)iequ,n] les n racines complexes (distinctes ou non) de f avec comme convention :

0<|Gl <Gl < <[l < p(f)

On a donc la factorisation : pour tout z € R, f(z) = an H (z — &).
i=1

(a) On admet que pour tout nombres complexes z1, ... zn, H (x—z) = Z(—l)k Z H z | 27"
i=1 k=0

Montrer que pour tout entier k € [0,n], on a :

ak

an

re(Mn) i€l
n n—k
< (k)qnl
f se factorise : f(z) = an(z — CG)(x — () -+ (x — ().

Avec la formule donnée dans I’énoncé, ce calcul se développe en

n

f@)y=an | Y D5 Y0 [I6 ="

o el

Le coefficient du polynéme f devant le monome 2" " est donc

ani = [flak =an(-D* | Y J6

re(y) et

Par inégalité triangulaire (I.T.) :

an—k
an

=10t f X Ie <) X2 Hej s >0 M= X et < > Tl

Ie(N’ZZ,) S IE(N,C") i€l LT. IE(N}; ) i€l IE(N’;—L) i€l 1€:1<ICnl Ie(N,:L) iel



(b)

Or pour tout [ € <I\II:>, H [Cn] = |Cn‘card(l) = |Cn|k, indépendant de /. Donc

iel

(n—k
an

<Y |<n|’“—card(N,:)|<n|’“— (Z)Icnl’“

1e("y)

Ainsi, en faisant le changement de variable h = n — k et par symétrie du coefficient binomial :

n n—h _ [T n—h
<(,m el = (3 )i

ap,

an

En déduire que

PNy (Z)p(fmcm—k

k=0

n—1
On sait que p(f) est la racine de H, on a donc p(f)" = Z

k=0
comme tous les termes multipliés (p(f)*) sont positifs :

k. o(f )1C Ainsi, d’apres les inégalités de la question précédente,

an

3
|

" < (’;) Gl (1)

0

E
I

En déduire que

(V2-1) p(f) < Gnl

On a donc (toujours par positivité stricte des produits) :

= (n\ (lal\"" ANV Gl \"
lgkz_%(k)(p(f)) ‘(”pm) (n)<p<f>) —<”p<f>) !

En exploitant la formule du binéme de Newton.
n

Ainsi : <1 + ‘%}‘) > 2. Puis par croissance de t — Y = Wt sur Ry :
p
(S
> V2-1
p(f)

Ainsi (p(f) > 0) et en exploitant I'inégalité démontrée en IV.1. :

(V2=1) p(f) < [¢al < p(f)




