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Lycée Pierre de Fermat 2025/2026
MPSI Devoir surveillé

Devoir Surveillé n°5
CORRECTION

Sujet donné le samedi 17 janvier 2025, 4h.

Quelques résultats sur les nombres premiers

Dans tout le problème, P désigne l’ensemble des nombres premiers. Pour tout n entier naturel non nul,
on note Pn l’ensemble des nombres premiers inférieurs ou égaux à n. Par exemple, P8 = {2, 3, 5, 7} et
P11 = {2, 3, 5, 7, 11}.
On utilise les conventions habituelles : une somme indexée par un ensemble vide est nulle, un produit indexé
par un ensemble vide vaut 1.

Dans tout le problème, pour tout ensemble fini X, la notation |X| désigne le cardinal de l’ensemble X,
c’est-à-dire le nombre de ses éléments.

Partie I - Résultats préliminaires d’analyse

1. Soient u, v et w trois suites réelles telles que un ∼
n→+∞

vn et vn =
n→+∞

O(wn).

Redémontrer alors que un =
n→+∞

O(wn).

Par hypothèse, il existe deux suites (an) et (bn) telles que à partir d’un certain rang :
un = vn × an avec (an)→ 1 et vn = wn × bn avec (bn) bornée.

Donc , à partir d’un certain rang, un = wn × (an × bn), avec (an × bn) bornée,
car (an) est une suite convergente donc bornée et rappelons que le produit de deux suites bornées est

une suite bornée.
donc un =

n→+∞
O(wn).

2. Soient λ, µ deux réels strictement positifs et φλ,µ

∣∣∣∣ ]0,+∞[ → R
x 7→ x lnx− λx+ µ

.

a) Étudier les variations de φλ,µ et donner le tableau correspondant avec les limites aux bords du domaine
de définition.

La fonction φλ,µ est continue et dérivable sur R∗
+ et

∀x ∈ R∗
+ , φ′

λ,µ(x) = lnx+ 1− λ = lnx+ ln e1−λ = ln
( x

eλ−1

)
d’où le tableau des variations

x 0 eλ−1 +∞
φ′
λ,µ(x) ∥ − 0 +

∥ µ +∞
φλ,µ ∥ ↘ ↗

∥ µ− eλ−1

car
— φλ,µ

(
eλ−1

)
= (λ− 1)eλ−1 − λeλ−1 + µ = µ− eλ−1.

— lim
x→0

φλ,µ(x) = µ car lim
x→0

x lnx = 0 (croissances comparées),

— φλ,µ(x) = x lnx

(
1− λ

lnx
+

µ

x lnx

)
donc lim

x→+∞
φλ,µ(x) = +∞.
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b) Montrer que, pour tout entier naturel n > eµ il existe une unique solution à l’équation d’incon-
nue x ∈ R∗

+

φλ,µ(x) = ln(n)

On notera xn cette solution pour n ⩾ n0 = ⌊eµ⌋+ 1.

Soit un entier naturel n > eµ fixé quelconque.
• L’étude des variations de φλ,µ a montré que,

∀x ∈ [0, eλ−1] , φλ,µ(x) ⩽ µ < ln(n)

donc l’équation n’admet aucune solution dans l’intervalle [0, eλ−1].
• ⋆ φλ,µ est continue sur [eλ−1,+∞[,

⋆ φλ,µ est strictement croissante sur [eλ−1,+∞[,
⋆ φλ,µ(e

λ−1) = µ− eλ−1︸︷︷︸
⩾0

⩽ µ < ln(n) et lim
x→+∞

φλ,µ(x) = +∞,

donc φλ,µ réalise une bijection de [eλ−1,+∞[ sur [φλ,µ(e
λ−1),+∞[ si bien que l’équation φλ,µ(x) = ln(n)

a une unique solution dans l’intervalle [eλ−1,+∞[.

Ainsi, l’équation φλ,µ(x) = ln(n) d’inconnue x ∈ R∗
+ admet une unique solution.

c) Montrer que la suite (xn)n⩾n0 est croissante puis déterminer sa limite.

Notons g la restriction de φλ,µ à [eλ−1,+∞[ et corestreinte à [µ− eλ−1,+∞[. La fonction g est ainsi
bijective et

∀n ∈ N, xn = g−1(n).

De plus, comme g est strictement croissante, alors g−1 est strictement croissante.
Soit n ∈ N.

n < n+ 1

g−1(n) < g−1(n+ 1)

xn < xn+1.

Ainsi,

la suite (xn) est croissante.

De plus, lim
x→+∞

g−1(x) = +∞, donc

lim
n→+∞

xn = +∞.

d) Justifier que xn ln(xn) ∼
n→+∞

ln(n). En déduire un équivalent de ln(xn) et conclure que xn ∼
n→+∞

ln(n)

ln(ln(n))
.

• Par définition de xn,
ln(n) = xn lnxn − λxn + µ

or, puisque lim
n→+∞

xn = +∞,

λxn + µ

xn lnxn
=

λ

lnxn
+

µ

xn lnxn
−→

n→+∞
0

donc λxn + µ =
n→+∞

o(xn lnxn). Ainsi

ln(n) =
n→+∞

xn lnxn + o(xn lnxn)
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donc xn lnxn ∼
n→+∞

ln(n)

• L’équivalent ci-dessus est équivalent à l’écriture asymptotique

ln(n) =
n→+∞

xn lnxn + o(xn lnxn) =
n→+∞

xn ln(xn)(1 + o(1))

sur laquelle nous pouvons prendre le logarithme dont on utilise la propriété de morphisme :

ln(ln(n)) =
n→+∞

lnxn + ln lnxn + ln(1 + o(1))

Or,

— d’après les croissances comparées,
lnX

X
−→

X→+∞
0 et lnxn −→

n→+∞
+∞ donc, par composition des

limites,
ln lnxn
lnxn

−→
n→+∞

0 si bien que

ln lnxn =
n→+∞

o(lnxn)

— ln(1 + o(1)) −→
n→+∞

0 et lnxn −→
n→+∞

+∞ donc
ln(1 + o(1))

lnxn
−→

n→+∞
0 si bien que

ln(1 + o(1)) =
n→+∞

o(lnxn)

donc
ln(ln(n)) =

n→+∞
lnxn + o(lnxn)

donc lnxn ∼
n→+∞

ln(n).

• La relation xn lnxn ∼
n→+∞

ln(n) donne, sachant que lnxn ∼
n→+∞

ln(ln(n)), xn ln ln(n) ∼
n→+∞

ln(n)

Ainsi, xn ∼
n→+∞

ln(n)

ln(ln(n))
.

3.a) Montrer que, pour tout k ∈ N tel que k ⩾ 2,

∫ k

k−1
ln(t) dt ⩽ ln(k) puis en déduire que, pour tout n ∈ N

supérieur ou égal à 1 :
n ln(n)− n+ 1 ⩽ ln(n!) ⩽ n ln(n)

• La fonction logarithme est croissante sur ]0,+∞[ donc, pour tout k ⩾ 2,

∀t ∈ [k − 1, k] , ln t ⩽ ln k.

Comme k − 1 ⩽ k, par croissance de l’intégrale,∫ k

k−1
ln tdt ⩽

∫ k

k−1
ln k dt = ln k.

• Soit n ⩾ 1 fixé quelconque.

⋆ Si n = 1, n ln(n) − n + 1 = ln 1 − 1 + 1 = 0 et
1∑

k=2

ln k = 0 (par convention pour une somme

indexée par un ensemble vide) donc l’égalité cherchée est vraie.
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⋆ Sinon, n ⩾ 2, sommons les inégalités établies dans le premier point pour k ∈ [[2, n]], afin d’obtenir
d’après la relation de Chasles,

n∑
k=2

∫ k

k−1
ln(t) dt ⩽

n∑
k=2

ln(k)∫ n

1
ln(t) dt ⩽ ln(n!)

[t ln(t)− t]n1 = n ln(n)− n+ 1 ⩽ ln(n!).

Ainsi, ∀n ∈ N∗, n ln(n)− n+ 1 ⩽ ln(n!).

• ⋆ Si n = 1, n ln(n) − n + 1 = 0, ln(n!) = ln 1 = 0 et n ln(n) = ln 1 = 0 donc les 3 membres sont
égaux,

⋆ Sinon, n ⩾ 2.
Par ailleurs, une somme de termes est toujours majorée par le plus grand d’entre eux fois le
nombre de termes donc

ln(n!) =
n∑

k=1

ln(k) ⩽ n ln(n).

Ainsi, ∀n ∈ N∗, n ln(n)− n+ 1 ⩽ ln(n!) ⩽ n ln(n).

b) En déduire un équivalent de (ln(n!)).

On divise par n lnn > 0 pour n > 1 :

1− n− 1

n lnn
⩽

lnn!

n lnn
⩽ 1

Le deux termes extrêmes de cette relation converge vers 1. Le théorème de convergence par encadrement

(dit des gendarmes), permet d’affirmer que

(
lnn

n

)
n

converge et sa limite vaut 1.

lnn! ∼ n lnn

Partie II - Résultats préliminaires d’arithmétique

On considère un entier n ⩾ 2 et un nombre premier p. On rappelle que, pour tout a entier, vp(a) désigne la
valuation p-adique de a, c’est-à-dire le plus grand entier naturel k tel que pk divise a.
4. Pour tout entier k ⩾ 0, on considère les sous-ensembles finis Uk, Uk et Ωk de N définis par :

Uk = {a ∈ {1, 2, . . . , n} | pk divise a} et Uk = {a ∈ {1, 2, . . . , n} | pk ne divise pas a}

Ωk = {a ∈ {1, 2, . . . , n} | vp(a) = k}

a) Justifier qu’il existe un plus grand entier kp ⩾ 0 tel que pkp ⩽ n. Montrer que kp ⩾ 0 et expliciter kp
en fonction de n et p. On exploitera la fonction partie entière.

La suite (pk)k∈N diverge vers +∞. Donc pour tout A, ∃ N ∈ N tel que ∀ n ⩾ N , pn ⩾ A+ 1 > A.
En donnant à A la valeur n, on a donc {k ∈ N | pk ⩽ n} est majoré par N − 1.

Ainsi, comme p0 = 1 ⩽ n, l’ensemble {k ∈ N | pk ⩽ n} est inclus dans N, non vide et majoré.
Il admet un plus grand élément kp et donc pkp ⩽ n < pkp+1.
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En composant par le logarithme, fonction croissante (ces nombres sont positifs), puis en divisant par
ln p > 0 (car p > 1), on trouve :

kp ⩽
ln(n)

ln p
< kp + 1

Or kp est un nombre entier, il s’agit exactement de la définition de la partie entière :

kp existe bien et kp =

⌊
ln(n)

ln p

⌋
.

b) Montrer que pour tout k ∈ {0, . . . , kp}, l’ensemble Uk+1 est strictement inclus dans Uk et que pour
k > kp, Uk = ∅.

Soit k ∈ {0, . . . kp}.
Soit x ∈ Uk+1, donc x ∈ {1, 2, . . . n} et pk+1|x, ainsi pk|x par transitivité car pk|pk+1.

Donc x ∈ Uk. Et ainsi Uk+1 ⊂ Uk.
Par ailleurs, puisque pkp ⩽ n, alors pour tout k ⩽ kp, p

k ⩽ pkp ⩽ n, et comme pk|pk, on a : pk ∈ Uk.
Alors que pk+1 ne divise pas pk, donc pk /∈ Uk+1 et donc

pour tout k ∈ {0, 1 . . . kp}, Uk+1 est strictement inclus dans Uk.

Enfin, si k > kp, alors comme ce sont des nombres entiers k ⩾ kp + 1 et donc pk ⩾ pkp+1 > n.
Il n’y a donc aucun nombre compris entre 1 et n, divisible par pk.

Ainsi pour k > kp, Uk est vide.

c) Prouver que la famille des parties (Ω0,Ω1, . . . ,Ωkp) forme une partition de l’ensemble {1, 2, . . . , n}.

Soit (k, h) ∈ {1, . . . , kp}2.
Si a ∈ Ωk ∩ Ωh, alors vp(a) = k = h.

Ainsi si k ̸= h, alors Ωk ∩ Ωh = ∅. La réunion est donc disjointe.
Soit a ∈ {1, 2, . . . n}, alors a ⩽ n. Or pvp(a)|a, donc pvp(a) ⩽ n et nécessairement vp(a) ⩽ kp.

Ainsi, il existe ℓ
(
= vp(a)

)
⩽ kp tel que a ∈ Ωℓ.

Ainsi {1, 2, . . . , n} ⊂
kp⋃
ℓ=0

Ωℓ

Enfin, pour tout ℓ ⩽ kp, si a ∈ Ωℓ, alors a ∈ {1, 2, . . . n}. Donc

kp⋃
ℓ=0

Ωℓ ⊂ {1, 2, . . . n}

La famille des parties (Ω0,Ω1, . . . ,Ωkp) forme une partition de l’ensemble {1, 2, . . . n}.

d) Montrer que pour tout k ∈ N, Ωk = Uk ∩ Uk+1.

Soit k ∈ N.
Soit a ∈ {1, 2, . . . n}. On a les équivalences :

a ∈ Ωk ⇐⇒ vp(a) = k ⇐⇒ pk|a et pk+1 ̸ |a⇐⇒ a ∈ Uk et a /∈ Uk+1

Ainsi, pour tout k ∈ N, Ωk = Uk ∩ Uk+1.
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e) Calculer, pour tout k ∈ N, |Uk|,
∣∣Uk

∣∣, puis |Ωk| en fonction de n et de p.

Soit k ∈ N.
— On décrit Uk : Uk = {pk, 2pk . . . rpk} où r ∈ N vérifie : rpk ⩽ n et (r + 1)pk > n.

Cela donne r ⩽
n

pk
< r + 1 et donc r =

⌊
n

pk

⌋
. Or le cardinal de Uk est, par description, égal à

r. Donc |Uk| =
⌊
n

pk

⌋
.

— Uk est le complémentaire de Uk dans {1, 2, . . . n}, donc

|Uk|+ |Uk| = |{1, 2, . . . , n}| = n.

Ainsi, |Uk| = n−
⌊
n

pk

⌋
.

— Enfin, Ωk = Uk ∩ Uk+1, donc Ωk ∪ Uk+1 =
(
Uk ∩ Uk+1

)
∪
(
Uk ∩ Uk+1

)
,

car Uk+1 ⊂ Uk, donc Uk ∩ Uk+1 = Uk+1.
Ainsi, en factorisant : Ωk ∪ Uk+1 = Uk ∩ (Uk+1 ∪ Uk+1) = Uk.

Et comme Ωk ∩ Uk+1 = ∅, donc a donc |Ωk|+ |Uk+1| = |Uk| et donc |Ωk| =
⌊
n

pk

⌋
−
⌊

n

pk+1

⌋
.

Pour tout k ∈ N, |Uk| =
⌊
n

pk

⌋
, |Uk| = n−

⌊
n

pk

⌋
et |Ωk| =

⌊
n

pk

⌋
−
⌊

n

pk+1

⌋
.

f) Montrer que vp(n!) =

kp∑
k=0

k |Ωk| et en déduire la formule de Legendre

vp(n!) =

+∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
Il s’agit d’une somme finie, car les termes sont nuls à partir du rang kp + 1.

La fonction vp est un morphisme logarithmique (cours), donc

vp(n!) = vp

(
n∏

i=1

i

)
=

n∑
i=1

vp(i) =
∑

i∈{1,2,...n}

vp(i) =
∑

i∈Ω0∪Ω1∪···∪Ωkp

vp(i)

On retrouve la formule de la sommation par paquets, car la réunion figurant en dernière somme est
disjointe :

vp(n!) =

kp∑
k=0

∑
i∈Ωk

vp(i) =

kp∑
k=0

∑
i∈Ωk

k =

kp∑
k=0

k|Ωk|

En remplaçant par la valeur trouvée précédemment (on commence la somme à 1 car pour k = 0, k|Ωk| = 0) :

vp(n!) =

kp∑
k=1

k

(⌊
n

pk

⌋
−
⌊

n

pk+1

⌋)

=

kp∑
k=1

k

⌊
n

pk

⌋
− k

⌊
n

pk+1

⌋

=

kp∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
+

kp∑
k=1

(k − 1)

⌊
n

pk

⌋
−

kp∑
k=1

k

⌊
n

pk+1

⌋

=

kp∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
+ 0×

⌊
n

p1

⌋
− kp

⌊
n

pkp+1

⌋
︸ ︷︷ ︸

=0
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où on aura reconnu un télescopage. Finalement, on retrouve la formule de Legendre :

vp(n!) =

kp∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
=

+∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋

Remarque On peut aussi exploiter le symbole d’Iverson et une double somme.
On commence par noter que

vp(i) = h⇐⇒ p|i, p2|i, . . . ph|i, ph+1 ̸ |i · · · ⇐⇒
+∞∑
k=1

[
pk|i

]
= 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

h termes

+0 + · · · = h

Donc vp(i) =
+∞∑
k=1

[
pk|i

]
(en respectant la convention sur la somme vide). On notera qu’en réalité la somme

est finie.

vp(n!) =
n∑

i=1

vp(i) =
n∑

i=1

(
+∞∑
k=1

[
pk|i

])
=

+∞∑
k=1

(
n∑

i=1

[
pk|i

])

vp(n!) =

+∞∑
k=1

|Ui| =
+∞∑
k=1

∣∣∣{pk, 2pk . . . rpk}∣∣∣ = +∞∑
k=1

r

où rpk ⩽ n < (r + 1)pk ⇐⇒ r =

⌊
n

pk

⌋
.

5. On s’intéresse maintenant à la valuation du coefficient binomial : vp

((
2n

n

))
.

a) En utilisant les questions précédentes, déterminer une expression de vp

((
2n

n

))
faisant intervernir une

somme de parties entières.

On exploite toujours la propriété de morphisme, ainsi que l’écriture sous forme de produit de factorielles

vp

((
2n

n

))
= vp

(
(2n)!

n!n!

)
= vp((2n)!)− 2vp(n!)

vp

((
2n

n

))
=

+∞∑
k=1

⌊
2n

pk

⌋
− 2

⌊
n

pk

⌋

b) Montrer que vp

((
2n

n

))
⩽

⌊
ln(2n)

ln p

⌋
Notons d’abord, comme précédemment k′p =

⌊
ln(2n)

ln p

⌋
de sorte que pk

′
p ⩽ 2n < pk

′
p+1.

On sait que a− 1 < ⌊a⌋ ⩽ a, on exploite donc ces inégalités :
On a pour tout k ⩽ k′p, ⌊

2n

pk

⌋
− 2

⌊
n

pk

⌋
<

(
2n

pk
− 2

(
n

pk
− 1

))
= 2

Or, le membre de gauche de l’inégalité précédente est un nombre entier, strictement plus petit que 2 ; il
est donc inférieur ou égal à 1 : ⌊

2n

pk

⌋
− 2

⌊
n

pk

⌋
⩽ 1
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En sommant :

vp

((
2n

n

))
=

∞∑
k=1

(⌊
2n

pk

⌋
− 2

⌊
n

pk

⌋)
=

k′p∑
k=1

(⌊
2n

pk

⌋
− 2

⌊
n

pk

⌋)
⩽

k′p∑
k=1

1 = k′p =

⌊
ln(2n)

ln p

⌋
Ainsi,

vp

((
2n

n

))
⩽

⌊
ln(2n)

ln p

⌋
.

c) Soit k tel que pk divise

(
2n

n

)
. Montrer alors que pk ⩽ 2n.

Puisque pk divise

(
2n

n

)
, alors nécessairement k ⩽ vp

((
2n

n

))
.

On exploite alors la question précédente et donc k ⩽

⌊
ln(2n)

ln p

⌋
⩽

ln(2n)

ln p
.

Donc pk ⩽ pln(2n)/ ln p = eln(2n) ln p/ ln p = eln(2n) = 2n par croissance de la suite (pm)m∈N.

Si pk divise

(
2n

n

)
, alors que pk ⩽ 2n.

Partie III - Estimation du nombre de diviseurs premiers

Pour tout entier naturel non nul n, on note ω(n) le nombre d’entiers premiers distincts qui divisent n.
On a ω(1) = 0, ω(2) = 1, ω(3) = 1, ω(4) = 1, ω(6) = 2, . . .
6. Donner le tableau des valeurs ω(n) pour n ∈ [[10, 19]].
Donner sans justification les plus petits entiers n tels que ω(n) = 3 et ω(n) = 4.

n 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

ω(n) 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1

Le plus petit entier tel que ω(n) = 3 est 2× 3× 5 = 30, celui tel que ω(n) = 4 est 2× 3× 5× 7 = 210.

7. Montrer que ω : N∗ → N est surjective et que toutes les valeurs de N admettent une infinité d’antécédents
sauf une à préciser.

Soit m ∈ N fixé quelconque.
Étudions l’équation d’inconnue n ∈ N∗, ω(n) = m.

— Si m = 0,
ω(n) = 0 ⇐⇒ n n’a aucun diviseur premier ⇐⇒ n = 1

ce qui prouve que 0 possède un unique antécédent.

— Sinon, m ⩾ 1, posons a =
m∏
k=1

pk (produit des m premiers nombres premiers) et observons que,

∀j ∈ N∗ , ω(aj) = ω

(
m∏
k=1

pjk

)
= m

donc {aj | j ∈ N∗} ⊂ ω−1({m}), ce qui prouve que m possède une infinité d’antécédents.
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Ainsi, ω : N∗ → N est surjective et toutes les valeurs non nulles admettent une infinité d’antécédents.

8. Soit n ∈ N∗. Justifier que n ⩾ 2ω(n) (pour le cas n ⩾ 2, on pourra introduire q1 < q2 < . . . < qω(n) les
ω(n) facteurs premiers de n et les utiliser pour exprimer n).
En déduire une majoration de ω(n) explicite en fonction de n.
Écrire ce résultat sous la forme ω(n) =

n→+∞
O(un), où un est une suite simple qui s’exprime à l’aide des

fonctions usuelles. Ce résultat est une estimation asymptotique de ω(n).

⋆ — Si n = 1, ω(1) = 0 donc n = 1 ⩾ 1 = 20 = 2ω(0).
— Sinon n ⩾ 2, donc il admet au moins un facteur premier ce qui permet d’introduire q1 < q2 < . . . <

qω(n) les ω(n) facteurs premiers intervenant dans la décomposition de n. Notons (α1, . . . , αω(n)) ∈
(N∗)ω(n) les exposants de ces facteurs dans la décomposition de n de sorte que

n =

ω(n)∏
k=1

qαk
k ⩾︸︷︷︸
∀k ∈ [[1, ω(n)]] , αk ⩾ 1

ω(n)∏
k=1

qk ⩾︸︷︷︸
∀k ∈ [[1, ω(n)]] , qk ⩾ 2

ω(n)∏
k=1

2 = 2ω(n)

⋆ n ⩾ 2ω(n) donc, par croissance de la fonction ln sur R∗
+, ln(n) ⩾ ω(n) ln 2 donc

ω(n) ⩽
ln(n)

ln 2
.

⋆ Cette inégalité implique ω(n) =
n→+∞

O(ln(n)) (prendre N = 1 et C =
1

ln 2
> 0 dans la définition).

9. En déduire un encadrement du nombre de diviseurs premiers distincts d’un entier n compris entre 2 et
220 = 1 048 576.

Soit n ∈ [[2, 220]] fixé.
Comme n ⩾ 2, il admet au moins un diviseur premier, donc ω(n) ⩾ 1.

D’après la question précédente, ω(n) ⩽
ln(n)

ln 2
⩽

ln 220

ln 2
⩽

20 ln 2

ln 2
= 20.

∀n ∈ [[2, 220]], 1 ⩽ ω(n) ⩽ 20 (n possède entre 1 et 20 facteurs premiers distincts).

Remarque : si l’on utilise le fait que pour tout entier n ⩾ 2, en notant q1 < q2 < . . . < qω(n) les ω(n)

facteurs premiers intervenant dans la décomposition de n et (α1, . . . , αω(n)) ∈ (N∗)ω(n) les exposants de ces
facteurs dans la décomposition de n de sorte que

n =

ω(n)∏
k=1

qαk
k ⩾︸︷︷︸
∀k ∈ [[1, ω(n)]] , αk ⩾ 1

ω(n)∏
k=1

qk ⩾︸︷︷︸
∀k ∈ [[1, ω(n)]] , qk ⩾ pk

ω(n)∏
k=1

pk

On observe que si ω(n) = 7,

7∏
k=1

pk = 510510 < 220 et si ω(n) = 8,

8∏
k=1

pk = 9699690 > 220,

donc ∀n ∈ [[2, 220]], 1 ⩽ ω(n) ⩽ 7 (n possède entre 1 et 7 facteurs premiers distincts).

10. Amélioration de l’estimation asymptotique de ω(n).

a) Soit n ∈ N∗ tel que n ⩾ 2. Soient q1 < q2 < . . . < qω(n) les ω(n) facteurs premiers de n.
Montrer que

n ⩾
ω(n)∏
k=1

qk ⩾ 2

ω(n)∏
k=2

(2k − 1)
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D’après le théorème de décomposition en facteurs premiers,

n =

ω(n)∏
k=1

q
νqk (n)

k

où, pour tout k ∈ [[1, ω(n)]], νqk(n) ⩾ 1 est la valuation qk-adique de n (= la multiplicité de qk comme
facteur premier de n),

donc, ∀k ∈ [[1, ω(n)]], q
νqk (n)

k ⩾ qk, donc

n =

ω(n)∏
k=1

q
νqk (n)

k ⩾
ω(n)∏
k=1

qk

Par construction,
— q1 est le plus petit facteur premier de n donc q1 ⩾ p1 = 2 (le plus petit nombre premier),
— qω(n) > . . . > q3 > q2 > q1 ⩾ 2 donc 3 ⩽ q2 < q3 < . . . < qω(n) est une suite strictement croissante

de nombres premiers supérieurs ou égaux à 3 donc tous impairs donc 3 ⩽ q2, 5 ⩽ q3, 7 ⩽ q4, . . .,
2ω(n)− 1 ⩽ qω(n).
Montrons par récurrence que, pour tout k ∈ [[2, ω(n)]], qk ⩾ 2k − 1 en considérant la propriété définie
pour tout k ∈ [[2, ω(n)]] :

P(k) : ≪ qk ⩾ 2k − 1 ≫

⋆ q2 est un nombre premier strictement supérieur à 2 donc q2 ⩾ 3 ce qui prouve que P(2) est vraie.
⋆ Soit k ∈ [[2, ω(n)− 1]] fixé quelconque tel que P(k) est vraie.

Alors qk+1 > qk ⩾ 2k − 1 (car P(k) est vraie) donc qk+1 ⩾ 2k, or k ⩾ 2 donc qk+1 > q1 ⩾ 2 et
qk+1 ∈ P donc qk+1 est impair donc qk+1 ⩾ 2k + 1 ce qui établit P(k + 1).

Par conséquent,

n ⩾
ω(n)∏
k=1

qk = q1︸︷︷︸
⩾ 2

ω(n)∏
k=2

qk︸︷︷︸
⩾ 2k − 1

⩾ 2

ω(n)∏
k=2

(2k − 1)

Ainsi, n ⩾
ω(n)∏
k=1

qk ⩾ 2

ω(n)∏
k=2

(2k − 1).

b) En exprimant le minorant de n obtenu dans la question précédente comme un quotient de deux
factorielles, montrer que

ln(n) ⩾ ln((2ω(n))!)− ln(ω(n)!)− (ω(n)− 1) ln 2

Observons que

ω(n)∏
k=2

(2k − 1) =

ω(n)∏
k=2

(2k − 1)

ω(n)∏
k=2

(2k)

ω(n)∏
k=2

(2k)

=

∏
1⩽k⩽2ω(n)

k≡1 [2]

k × 1

2

∏
1⩽k⩽2ω(n)

k≡0 [2]

k

2ω(n)−1 ×
ω(n)∏
k=2

k

=

1

2
(2ω(n))!

2ω(n)−1(ω(n)!)
=

(2ω(n))!

2ω(n)−2(ω(n)!)

donc en reprenant la minoration de n établie dans la question précédente,

n ⩾ 2

ω(n)∏
k=2

(2k − 1) =
(2ω(n))!

2ω(n)−1(ω(n)!)

si bien qu’en prenant le logarithme (fonction croissante donc préservation du sens de l’inégalité),

ln(n) ⩾ ln((2ω(n))!)− ln(ω(n)!)− (ω(n)− 1) ln 2
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c) En utilisant les estimations de la question 1, montrer que

ln(n) ⩾ φλ,µ(ω(n))

pour des valeurs de λ et µ que l’on précisera.

⋆ Appliquons la minoration de la question 1 pour n← 2ω(n) (autorisé car ω(n) ⩾ 1 puisque n ⩾ 2) :

ln((2ω(n))!) ⩾ 2ω(n) ln(2ω(n))− 2ω(n) + 1

⋆ Appliquons la majoration de la question 1 pour n← ω(n) (autorisé car ω(n) ⩾ 1 puisque n ⩾ 2) :

ln(ω(n)!) ⩽ ω(n) ln(ω(n))

donc
− ln(ω(n)!) ⩾ −ω(n) ln(ω(n))

⋆ Injectons ces estimations dans la minoration établie dans la question précédente :

ln(n) ⩾ ln((2ω(n))!)− ln(ω(n)!)− (ω(n)− 1) ln 2

⩾ 2ω(n) ln(2ω(n))︸ ︷︷ ︸
= 2ω(n) ln(ω(n)) + 2ω(n) ln 2

−2ω(n) + 1− ω(n) ln(ω(n))− (ω(n)− 1) ln 2

⩾ ω(n) ln(ω(n))− (2− ln 2)ω(n) + 1 + ln 2︸ ︷︷ ︸
= φ2−ln 2,1+ln 2(ω(n))

Ainsi, ln(n) ⩾ φλ,µ(ω(n)) pour λ = 2− ln 2 et µ = 1 + ln 2.

d) En déduire que ω(n) =
n→+∞

O

(
ln(n)

ln(ln(n))

)
.

Posons N = ⌊2e⌋+ 1.
⋆ Soit n ∈ N fixé quelconque tel que n ⩾ N .

Les valeurs 2− ln 2 et 1 + ln 2 sont strictement positives donc les résultats de la partie 1 s’appliquent
à la fonction φ2−ln 2,1+ln 2.
Pour µ = 1 + ln 2, eµ = 2e < N ⩽ n, en utilisant les notations de la la question 2,

ln(n) ⩾ φλ,µ(ω(n))

φλ,µ(xn) ⩾ φλ,µ(ω(n)).

D’après le tableau de variations de φλ,µ, comme ln(n) ⩾ µ, alors 0 ⩽ ω(n) ⩽ xn.

Ainsi, la suite

(
ω(n)

xn

)
est bornée, soit

ω(n) =
n→+∞

O(xn).

⋆ Par ailleurs, d’après la question 4 que xn ∼
n→+∞

ln(n)

ln(ln(n))
.

Donc, d’après la question 1, ω(n) =
n→+∞

O

(
ln(n)

ln(ln(n))

)
.

Ainsi, ω(n) =
n→+∞

O

(
ln(n)

ln(ln(n))

)
.
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Partie IV - Majoration du PPCM des n premiers entiers

11. Soit r ∈ N∗. Soient a1, a2, . . . , ar des entiers naturels non nuls.

a) Justifier qu’il existe un unique entier naturel d ∈ N∗ tel que

a1Z ∩ a2Z ∩ · · · ∩ arZ = dZ

On pourra étudier la nature de la structure algébrique a1Z ∩ a2Z ∩ · · · ∩ arZ.

Notons Ir = a1Z ∩ · · · ∩ arZ.
Pour tout i ∈ Nr, aiZ est un idéal de Z. Puis par stabilité par intersection : Ir est un idéal de Z.
Or Z est un anneau euclidien donc principal. Il existe donc d ∈ Z tel que Ir = dZ.

Nécessairement d ̸= 0, sinon, Ir = {0}, alors que δ :=
r∏

i=1

ai ∈ Ir (multiple de tous les ai) donc Ir ̸= {0}.

Comme (−d)Z = dZ, on peut supposer que d > 0 donc d ∈ N∗.
Enfin, s”il existe c ∈ N∗ tel que Ir = cZ = dZ, alors d|c et c|d donc c et d sont associés.
Ainsi |c| = |d|. Or |c| = c et |d| = d, donc c = d. Et d est unique.

Il existe un unique entier naturel d ∈ N∗ tel que a1Z ∩ a2Z ∩ · · · ∩ arZ = dZ.

b) Montrer que le nombre µ est le plus petit entier naturel non nul qui est divisible par tous les entiers
a1, a2, . . . , ar.
Le nombre µ s’appelle le plus petit commun multiple de a1, a2, . . . ar, on le note PPCM(a1, a2, . . . , ar).

Comme µ ∈ Ir, alors µ est un entier divisible par chacun des ai.

Soit m un entier divisible par chacun des a1, . . . , ar. Alors, pour tout i ∈ {1, . . . , r}, m ∈ aiZ. Donc, m ∈ Ir
et, d’après la question précédente, m ∈ µZ. Ainsi, µ|m. Alors, µ ⩽ m.
Remarque. On a même montré que µ est le plus petit commun multiple à a1, . . . , ar pour la relation divise.

12. Soit n un entier naturel non nul. On note Mn = PPCM(1, 2, . . . , n). On rappelle que, pour tout entier p

premier, en utilisant les définitions de la Partie II, kp = max
{
k ∈ N|pk ⩽ n

}
.

a) Calculer M2, M3 et M4.

— D’après la définition, Z ∩ 2Z = 2Z, donc M2 = 2.
— Le plus petit entier multiple de 2 et 3 est 6. Ainsi, M3 = 6.
— Le plus petit entier multiple de 2, 3 et 4 est 12. Ainsi, M3 = 12.

b) Montrer que
Mn ⩽ n! (1)

L’entier n! est un multiple de chacun des entiers 1, 2, . . . , n. Comme Mn est le plus petit de ces multiples,
alors

Mn ⩽ n! ( Mieux :Mn|n!)
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Cette majoration est relativement grossière et les questions suivantes permettront de l’améliorer.

c) Montrer que Mn =
∏
p⩽n
p∈P

pkp .

Comme pkp est inférieur à n, alors pkp ∈ {1, 2, . . . n} et donc pkp |Mn.
Or, lorsque p ̸= q est premier, alors pkp ∧ qkq = 1. Ainsi (corollaire du lemme de Gauss),∏

p⩽n
p∈P

pkp |Mn.

Réciproquement, soit m ∈ {2, . . . , n}. Notons m =
∏
p∈P

pvp(m) sa décomposition en facteurs premiers.

Comme pvp(m) ⩽ m ⩽ n, alors vp(m) ⩽ kp. Ainsi, p
vp(m)|pkp . Alors,

m =
∏
p∈P

pvp(m)|
∏
p⩽n
p∈P

pkp .

Ainsi,
∏
p⩽n
p∈P

pkp est un multiple commun à tous les entiers 1, . . . , n. Comme il est inférieur à Mn et que Mn

est le plus petit, alors

Mn =
∏
p⩽n
p∈P

pkp .

On note π(n) le cardinal de l’ensemble Pn des nombres premiers inférieurs ou égaux à n.

d) En déduire que
Mn ⩽ nπ(n) (2)

D’après la définition de kp, p
kp ⩽ n. Ainsi,

Mn ⩽
∏
p⩽n
p∈P

n = nπ(n)

Partie V - Encadrement de la fonction π

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul. On rappelle que π(n) est le cardinal de l’ensemble
Pn des nombres premiers inférieurs ou égaux à n.

13. L’objectif de cette question est de majorer
∏
p∈P
p⩽n

p en fonction de n.

a) Soient a et b deux entiers tels que 0 <
b

2
⩽ a < b. Montrer que le produit

∏
p∈P

a<p⩽b

p divise l’entier

(
b

a

)
.

(
b

a

)
=

b!

a!(b− a)!
=

b(b− 1) . . . (b− a+ 1)

a!
donc a!

(
b

a

)
=

b∏
k=b−a+1

k.

Notons a < q1 < q2 < . . . < qN ⩽ b les N ∈ N nombres premiers situés dans l’intervalle ]]a, b]] = [[a+ 1, b]].
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— Si N = 0, alors
∏
p∈P

a<p⩽b

p = 1 donc
∏
p∈P

a<p⩽b

p |
(
b

a

)
.

— Si N ⩾ 1, alors pour tout i ∈ [[1, N ]], qi est un nombre premier de l’intervalle [[a+ 1, b]], or
b

2
⩽ a donc

b ⩽ 2a donc b− a+ 1 ⩽ a+ 1 donc [[a+ 1, b]] ⊂ [[b− a+ 1, b]] si bien que qi est un facteur du produit
b∏

k=b−a+1

k donc

b∏
k=b−a+1

k = qi

b∏
k=b−a+1

k ̸=qi

k

︸ ︷︷ ︸
entier noté Ai

= qiAi

donc

qiAi = a!

(
b

a

)
donc qi | a!

(
b

a

)
or qi > a donc qi ne divise aucun des entiers de l’intervalle [[1, a]] donc ∀k ∈ [[1, a]], qi∧k = 1 (un nombre
premier est premier avec tout entier qu’il ne divise pas) donc qi ∧ a! = 1 (tout entier premier avec une
famille d’entiers est premier avec leur produit) si bien que le théorème de Gauss permet d’affirmer que

qi |
(
b

a

)
.

Nous venons d’établir que ∀i ∈ [[1, N ]], qi |
(
b

a

)
, or q1, . . . , qN sont deux à deux premiers entre eux (car

ce sont des nombres premiers deux à deux distincts) donc
N∏
i=1

qi |
(
b

a

)
(Corollaire - Lemme de Gauss).

Ainsi,
∏
p∈P

a<p⩽b

p |
(
b

a

)
.

b) En déduire que pour tout m ⩾ 1,
∏
p∈P

m+1<p⩽2m+1

p divise

(
2m+ 1

m+ 1

)
.

Soit m ⩾ 1.
Appliquons le résultat de la question précédente pour a← m+ 1 et b← 2m+ 1 ce qui est autorisé car

0 <
3

2
⩽

2m+ 1

2︸ ︷︷ ︸
b

2

= m+
1

2
⩽ m+ 1︸ ︷︷ ︸

a

m ⩾ 1︷︸︸︷
< 2m+ 1︸ ︷︷ ︸

b

pour obtenir
∏
p∈P

m+1<p⩽2m+1

p divise

(
2m+ 1

m+ 1

)
.

c) Comparer, pour m ⩾ 1, les entiers

(
2m+ 1

m

)
et

(
2m+ 1

m+ 1

)
puis en développant (1 + 1)2m+1, montrer

que

(
2m+ 1

m

)
⩽ 4m.
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⋆ Par symétrie des coefficients binomiaux(
2m+ 1

m

)
=

(
2m+ 1

(2m+ 1)−m

)
=

(
2m+ 1

m+ 1

)
.

⋆ D’une part, (1 + 1)2m+1 = 22m+1 = 2× 4n. D’autre part, en développant cette somme avec la formule
du binôme de Newton, on obtient une somme de termes positifs qui est donc minorée par deux d’entre
eux ≪ bien choisis ≫ :

2× 4n = (1 + 1)2m+1 =
2m+1∑
k=0

(
2m+ 1

k

)
1k12m+1−k =

(
2m+ 1

m

)
+

(
2m+ 1

m+ 1

)
+

∑
k/∈{m,m+1}

(
2m+ 1

k

)
︸ ︷︷ ︸

⩾0

⩾

(
2m+ 1

m

)
+

(
2m+ 1

m+ 1

)
= 2

(
2m+ 1

m

)
.

Ainsi

(
2m+ 1

m

)
⩽ 4m.

d) Montrer que, pour tout m ⩾ 1,
∏
p∈P

m+1<p⩽2m+1

p ⩽ 4m.

Soit m ⩾ 1 fixé quelconque.

D’après la question 2,
∏
p∈P

m+1<p⩽2m+1

p divise

(
2m+ 1

m+ 1

)
=

(
2m+ 1

m

)
.

Or,

(
2m+ 1

m

)
̸= 0,

donc
∏
p∈P

m+1<p⩽2m+1

p ⩽

(
2m+ 1

m

)
si bien que la majoration de la question 3 donne par transitivité

∀m ⩾ 1,
∏
p∈P

m+1<p⩽2m+1

p ⩽ 4m.

e) Montrer que
∏
p∈P
p⩽n

p ⩽ 4n.

On pourra prouver par récurrence la propriété Q(·) définie pour tout n ∈ N∗ par

Q(n) : ≪ ∀k ∈ [[1, 2n]],
∏
p∈P
p⩽k

p ⩽ 4k ≫

Considérons la propriété Q(·) de l’énoncé.

• D’après la convention concernant un produit indexé par un ensemble vide,
∏
p∈P
p⩽1

p = 1 ⩽ 4 = 41. De

plus,
∏
p∈P
p⩽2

p = 2 ⩽ 16 = 42 donc Q(1) est vraie.

• Soit n ∈ N∗ fixé quelconque tel que Q(n) est vraie.
Soit k ∈ [[1, 2n+ 2]] fixé quelconque.

⋆ Si k ∈ [[1, 2n]], la véracité de Q(n) donne
∏
p∈P
p⩽k

p ⩽ 4k.
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⋆ Sinon, k = 2n+ 1 ou k = 2n+ 2.
D’une part (k = 2n+ 1),∏

p∈P
p⩽2n+1

p =
∏
p∈P

p⩽n+1

p

︸ ︷︷ ︸
⩽ 4n+1 car Q(n) vraie appliquée

pour k ← n+ 1 ∈ [[1, 2n]]

×
∏
p∈P

n+1<p⩽2n+1

p

︸ ︷︷ ︸
⩽ 4n

quest. 4 pour m← n, n ⩾ 1

⩽ 4n+1 × 4n = 42n+1

(3)
D’autre part (k = 2n+ 2),∏

p∈P
p⩽2n+2

p =
∏
p∈P

p⩽2n+1

p

︸ ︷︷ ︸
car 2n+ 2 = 2(n+ 1) /∈ P (n ⩾ 1)

⩽ 42n+1︸ ︷︷ ︸
inégalité (3)

⩽ 42n+2

Ainsi, Q(n+ 1) est vraie.

Ainsi, pour tout n ∈ N∗,
∏
p∈P
p⩽n

p ⩽ 4n.

14. Justifier que
∏
p⩽n

p premier

p ⩾
∏

√
n<p⩽n

p premier

p.

D’après la définition, ]
√
n, n] ⊂ [1, n] donc {p ∈ P|

√
n < p ⩽ n} ⊂ {p ∈ P|p ⩽ n}.

Comme tous les nombres premiers sont plus grands que 1 et que {p ∈ P|p ⩽ n} est la réunion disjointe de
{p ∈ P|

√
n < p ⩽ n} et {p ∈ P|p ⩽

√
n},∏

p⩽n
p premier

p =
∏

p⩽
√
n

p premier

p

︸ ︷︷ ︸
⩾1

×
∏

√
n<p⩽n

p premier

p

︸ ︷︷ ︸
⩾0

⩾
∏

√
n<p⩽n

p premier

p.

Ainsi,
∏
p⩽n

p premier

p ⩾
∏

√
n<p⩽n

p premier

p.

15. Déduire des questions 13 et14 que,

n(π(n)−π(
√
n))/2 ⩽ 4n.

En reprenant l’inégalité établie dans la question précédente et en minorant les facteurs du membre de droite
de l’inégalité par

√
n, on obtient∏

p⩽n
p premier

p ⩾
∏

√
n<p⩽n

p premier

p︸︷︷︸
⩾
√
n

⩾
√
n
|{p∈P|π(n)<p⩽n}|

=
√
n
π(n)−π(

√
n)

= n
π(n)−π(

√
n)

2

car la réunion {p ∈ P|p ⩽ n} = {p ∈ P|
√
n < p ⩽ n} ∪ {p ∈ P|p ⩽

√
n} étant disjointe,

π(n) = |{p ∈ P|p ⩽ n}| = |{p ∈ P|
√
n < p ⩽ n}|+ π(

√
n) donc |{p ∈ P|p ⩽ n}| = π(n)− π(

√
n)

D’après la question 13,
∏
p⩽n

p premier

p ⩽ 4n,



17

donc n(π(n)−π(
√
n))/2 ⩽ 4n.

16. On suppose que n ⩾ 2 et on admet que ln(2) ⩽
3

4
. Justifier que π(

√
n) ⩽

√
n ⩽

n

ln(n)
, puis établir que

π(n) ⩽ 4
n

ln(n)
.

⋆ {p ∈ P|p ⩽
√
n} = P ∩ [1,

√
n] ⊂ P ∩ [[1, ⌊

√
n⌋]] ⊂︸︷︷︸
P ⊂ N∗

N∗ ∩ [1,
√
n] ⊂ [[1, ⌊

√
n⌋]] donc

|{p ∈ P|p ⩽
√
n}| ⩽ |[[1, ⌊

√
n⌋]]| = ⌊

√
n⌋

or, pour tout x ∈ R, ⌊
√
x⌋ ⩽ x, et par croissance de π :

π(
√
n) ⩽

√
n .

⋆ Montrons que ∀x ∈ [2,+∞[,
√
x ⩽

x

lnx
.

Pour cela observons que, pour tout x ⩾ 2,

√
x ⩽

x

ln(x)
⇐⇒ ln(x) ⩽

√
x ⇐⇒

√
x− lnx ⩾ 0

ce qui nous incite à considérer la fonction f : x 7→
√
x− lnx sur [2,+∞[.

f est dérivable sur [2,+∞[ et

∀x ∈ [2,+∞[ , f ′(x) =
1

2
√
x
− 1

x
=

√
x− 2

2x
=

x− 4

2x(
√
x+ 2)

d’où le tableau des variations de f

x 2 4 ∞
f ′(x) − 0 +

f ↘ ↗
2− ln 4

or l’énoncé nous permet de minorer f(4) :

f(4) = 2− ln 4 = 2− 2 ln 2 ⩾ 2− 2× 3

4
=

1

2
> 0

si bien que
∀x ∈ [2,+∞[ ,

√
x− lnx = f(x) ⩾ 0

et cette inégalité est équivalente à l’inégalité annoncée, qui particularisée pour un entier n ⩾ 2, donne
√
n ⩽

n

ln(n)
.

⋆ Prenons le logarithme sur l’inégalité établie dans la question précédente :

π(n)− π(
√
n)

2
ln(n) ⩽ n ln(4)

donc, puisque n ⩾ 2, ln(n) > 0 ce qui permet de multiplier par
2

ln(n)
> 0 tout en préservant le sens

de l’inégalité

π(n)− π(
√
n) ⩽

2n ln(4)

lnn
donc π(n) ⩽ π(

√
n) + 4 ln(2)

n

lnn
.

La majoration de π(
√
n) établie dans les points prédents permet d’en déduire que

π(n) ⩽
(
1 + 4 ln(2)

) n

lnn
.
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Enfin,

1 + 4 ln(2) ⩽ 4 ⇐⇒ ln(2) ⩽
3

4
ce qui est une inégalité vraie,

donc π(n) ⩽ 4
n

ln(n)
.

17. À l’aide des inégalités établies dans les question 1 et 16, déterminer la limite de

(
nπ(n)

n!

)
. Des deux ma-

jorations (1) et (2) de Mn obtenues dans la partie précédente, laquelle est asymptotiquement la meilleure ?

Observons que
nπ(n)

n!
= exp (π(n) ln(n)− ln(n!)) ce qui permet de se ramener à la recherche de la limite de

la suite (π(n) ln(n)− ln(n!)).
D’après la question 16, puisque ln(n) ⩾ 0,

π(n) ln(n) ⩽ 4
n

lnn
× ln(n) = 4n

et d’après la question 1,
− ln(n!) ⩽ −n ln(n) + n− 1 ⩽ −n lnn+ n

donc, pour tout n ⩾ 2 (on exclut le cas n = 1 pour justifier la factorisation par ln(n))

π(n) ln(n)− ln(n!) ⩽ 4n− n ln(n) + n ⩽ −n ln(n)︸ ︷︷ ︸
−→

n→+∞
−∞

(
1− 5

lnn

)
︸ ︷︷ ︸
−→

n→+∞
1︸ ︷︷ ︸

−→
n→+∞

−∞

donc, par théorème de divergence vers −∞ par majoration, lim
n→+∞

π(n) ln(n)− ln(n!) = −∞,

donc, par composition des limites,

lim
n→+∞

nπ(n)

n!
= lim

x→−∞
ex = 0 donc nπ(n) =

n→+∞
o(n!).

Asymptotiquement, la meilleure des deux majorations de Mn est la majoration (2) : Mn ⩽ nπ(n).

On termine ce sujet en montrant que la majoration obtenue pour π(n) est le bon ordre de grandeur.
18. Montrer que

4n

2n
⩽

(
2n

n

)
⩽ (2n)π(2n) .

On pourra procéder par récurrence pour la minoration, et utiliser la question 3 pour la majoration.

• Considérons la propriété P(·) définie pour tout n ∈ N∗

P(n) : ≪
4n

2n
⩽

(
2n

n

)
≫.

⋆
41

2× 1
= 2 et

(
2× 1

1

)
= 2 donc

41

2× 1
⩽

(
2× 1

1

)
donc P(1) est vraie.
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⋆ Soit n ∈ N∗ fixé quelconque tel que P(n) est vraie.(
2(n+ 1)

n+ 1

)
=

(2n+ 2)!

(n+ 1)!2
=

(2n+ 2)(2n+ 1)

(n+ 1)2
(2n)!

n!2
=

2(2n+ 1)

n+ 1

(
2n

n

)
⩾

2(2n+ 1)

n+ 1
× 4n

2n
car P(n) est vraie

⩾
(2n+ 1)

2n
× 4n+1

2(n+ 1)

⩾
4n+1

2(n+ 1)
car

(2n+ 1)

2n
= 1 +

1

2n
⩾ 1.

donc P(n+ 1) est vraie.
• Le résultat établi dans la question 3, appliqué pour k ← 1, implique que tout diviseur premier de(

2n

n

)
est inférieur ou égal à 2n.

Par conséquent, la décomposition en facteurs premiers de

(
2n

n

)
s’écrit

(
2n

n

)
=
∏
p∈P
p⩽2n

pνp((
2n
n ))

De plus, le résultat établi dans la question 3, appliqué pour un nombre premier q quelconque et

k ← νq

((
2n

n

))
, implique qνp((

2n
n )) ⩽ 2n si bien que

(
2n

n

)
=
∏
p∈P
p⩽2n

pνp((
2n
n ))︸ ︷︷ ︸

⩽ 2n

⩽ (2n)|{p∈P|p⩽2n}| = (2n)π(2n)

Ainsi,
4n

2n
⩽

(
2n

n

)
⩽ (2n)π(2n).

19. Vérifier que
2n ln(2)

ln(2n)
− 1 ⩾

n ln(2)

ln(2n)
,

puis en déduire que

π(2n) ⩾ n
ln(2)

ln(2n)
.

•

2n ln(2)

ln(2n)
− 1 ⩾

n ln(2)

ln(2n)
⇐⇒ 2n ln(2)− ln(2n) ⩾ n ln(2) car ln(2n) ⩾ 0

⇐⇒ n ln(2)− ln(2n) ⩾ 0 ⇐⇒ ln(2n) ⩾ ln(2n)

⇐⇒ 2n ⩾ 2n ⇐⇒ 2n−1 ⩾ n

Montrons la propriété P(·) définie pour tout n ∈ N∗

P(n) : ≪ 2n−1 ⩾ n ≫.

⋆ 21−1 = 20 = 1 ⩾ 1 donc P(1) est vraie.
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⋆ Soit n ∈ N∗ fixé quelconque tel que P(n) est vraie.
Alors 2(n+1)−1 = 2× 2n−1 ⩾︸︷︷︸

P(n) est vraie

2× 2n = 4n, or

4n ⩾ 2(n+ 1) ⇐⇒ 4n ⩾ 2n+ 2 ⇐⇒ 2n ⩾ 2 ⇐⇒ n ⩾ 1 ce qui est vrai donc 4n ⩾ 2(n+ 1)

si bien que 2(n+1)−1 ⩾ 2(n+ 1) ce qui établit P(n+ 1).
Ainsi, 2n−1 ⩾ n donc les équivalences du début de la réponse à la question permettent de conclure que

2n ln(2)

ln(2n)
− 1 ⩾

n ln(2)

ln(2n)
.

• Prenons le logarithme sur l’encadrement établi dans la question précédente

ln
4n

2n︸ ︷︷ ︸
= n ln(4)− ln(2n)

⩽ ln

((
2n

n

))
⩽ π(2n) ln(2n)

donc, après multiplication par
1

ln(2n)
> 0,

n ln(4)

ln(2n)
− 1 ⩽ π(2n), si bien qu’en utilisant l’inégalité

prouvée dans la première partie de la réponse,

π(2n) ⩾ n
ln(2)

ln(2n)
.

20. En déduire, en distinguant selon la parité de n, que

π(n) ⩾
ln(2)

3

n

ln(n)
.

Soit n ∈ N tel que n ⩾ 2.
⋆ Si n ≡ 0[2], il existe k ∈ N∗ tel que n = 2k ce qui permet d’appliquer la minoration de la question
précédente :

π(n) = π(2k) ⩾ k
ln(2)

ln(2k)
⩾

ln(2)

2
× 2k

ln(2k)
=

ln(2)

2
× n

ln(n)
⩾

ln(2)

3
× n

ln(n)

⋆ Si n ≡ 1[2], il existe k ∈ N∗ (car n ⩾ 2) tel que n = 2k + 1 ce qui permet d’appliquer la minoration
de la question précédente après avoir utilisé la croissance de la suite (π(n)) :

π(n) = π(2k + 1) ⩾ π(2k) ⩾ k
ln(2)

ln(2k)
⩾

k

2k + 1
ln(2)× 2k + 1

ln(2k)

et en utilisant que ln(2k + 1) ⩾ ln(2k),

π(n) ⩾
k

2k + 1
ln(2)× 2k + 1

ln(2k + 1)
=

k

2k + 1
ln(2)× n

ln(n)

De plus
k

2k + 1
⩾

1

3
⇐⇒ 3k ⩾ 2k + 1 ⇐⇒ k ⩾ 1 ce qui est vrai

donc

π(n) ⩾
ln(2)

3
× n

ln(n)

En

Ainsi, pour tout n ⩾ 2, π(n) ⩾
ln(2)

3

n

ln(n)
.

Ces inégalités ont été asymptotiquement améliorées en 1896. Ce résultat, appelé théorème des nombres
premiers, indique

π(n) ∼
x→+∞

n

ln(n)
.


