Lycée Pierre de Fermat 2025/2026
MPSI Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°5
CORRECTION

Sujet donné le samedi 17 janvier 2025, 4h.
QUELQUES RESULTATS SUR LES NOMBRES PREMIERS

Dans tout le probleme, P désigne I’ensemble des nombres premiers. Pour tout n entier naturel non nul,
on note P, l'ensemble des nombres premiers inférieurs ou égaux a n. Par exemple, Pg = {2,3,5,7} et
P11 =1{2,3,5,7,11}.

On utilise les conventions habituelles : une somme indexée par un ensemble vide est nulle, un produit indexé
par un ensemble vide vaut 1.

Dans tout le probléme, pour tout ensemble fini X, la notation |X| désigne le cardinal de l’ensemble X,
c’est-a-dire le nombre de ses éléments.

Partie I - Résultats préliminaires d’analyse

1. Soient u, v et w trois suites réelles telles que v,, ~ v, etv, = O(wy).
n—-+o0o n—-+o0o

Redémontrer alors que u, = O(wy).
n——+00

Par hypothese, il existe deux suites (ay,) et (b,) telles que & partir d’un certain rang :
Up = Uy X ap, avec (a,) — 1 et v, = wy, X b, avec (by,) bornée.
Donc , & partir d’un certain rang, u,, = wy X (a, X by), avec (a, X b,) bornée,
car (ay) est une suite convergente donc bornée et rappelons que le produit de deux suites bornées est
une suite bornée.

donc u, = O(wy).
n—+oo

10, +00] — R

2. Soient A, i deux réels strictement positifs et ¢ , - o zlng — Az + 4

a) Etudier les variations de ¢ ,u €t donner le tableau correspondant avec les limites aux bords du domaine
de définition.

La fonction ¢, , est continue et dérivable sur R et

T
Vo e R, go')w(x) —lnz+1-A=Inz+ne = <e’\7_1>

d’ou le tableau des variations

x 0 et +o00
ru(@) ||l - 0 +
[ +00
P H N\ /!
[ p—e!

car
— ©Oau <e)‘_1> =A=DeMt =Mt 4 p=p—eM

— lim ¢y ,(x) = p car lim zInx = 0 (croissances comparées),
z—0 " 7 z—0
A

— oaplr) =zhe (1 g + e

> donc xll)r}rloo o pu(T) = +o0.



b) Montrer que, pour tout entier naturel n > e” il existe une unique solution & ’équation d’incon-
nue x € R

o u(x) =1n(n)

On notera x,, cette solution pour n > ng = [e*| + 1.

Soit un entier naturel n > e fixé quelconque.
e L’étude des variations de ¢, , a montré que,

Vo € [0, paul@) < < In(n)

donc I’équation n’admet aucune solution dans l'intervalle [0, e 1],
o x (y, est continue sur [e* !, ool
* ), est strictement croissante sur [6)\71, +o0,
A1y _ A—1 . _
o@D =p- @ <p <l et lim_prule) = +ox,
>0

donc ¢, réalise une bijection de [e* !, +oo[ sur [y ,(e* ), +00] si bien que I'équation ¢y ,(z) = In(n)
a une unique solution dans l'intervalle [e* ™, 4+-00[.

Ainsi, I'équation ¢ ,(z) = In(n) d’inconnue x € RY admet une unique solution.

c) Montrer que la suite (2, )n>n, €st croissante puis déterminer sa limite.

Notons g la restriction de ¢y, & [e*™!, +o0o[ et corestreinte & [u — e, +-00[. La fonction g est ainsi
bijective et
VneN, z, =g Yn).

1

De plus, comme g est strictement croissante, alors ¢~ est strictement croissante.

Soit n € N.
n<n+1
gt n) <g ' (n+1)
Tp < Tpt1.
Ainsi,

‘la suite (z,,) est croissante. ‘

De plus, lim ¢ '(z) = +o0, donc
T—r+00

lim x, = +oo.
n—-4o0o

1
d) Justifier que =, In(zy,) et In(n). En déduire un équivalent de In(z,,) et conclure que x,, et ln(rllr(l?T)L))

e Par définition de x,,
In(n) =z, Inz, — Az, +

or, puisque lim =z, = +oo,
n—-+4oo

ATp +p A 7 0
zplnz, Inx, a,lnz, n—otoo
donc Az, + u et o(zy Inzy,). Ainsi
In(n) = z,Inz,+ o(z,Inz,)

n—-+oo



donc zp,Inz, ~ In(n)
n—-+00

e L[’équivalent ci-dessus est équivalent a I’écriture asymptotique

In(n) = zplnz,+olrplnz,) = x,In(x,)(1+0(1))

n—-+o00 n—-+o0o

sur laquelle nous pouvons prendre le logarithme dont on utilise la propriété de morphisme :

In(ln(n)) = Inz,+Inlnz, +In(l+ o(1))

n—-+o0o

Or,

— d’apres les croissances comparées,

— 0Oet lnz, —> 400 donc, par composition des
X—+4o00 n——+o0o

nlnx,

— 0 si bien que

limites,
nr, n—+oo

Inlnz, = o(Inzy,)
n—-+0o0

In(1 + o(1))

— In(14+0(1)) — Oetlnz, " +oo donc — 0 si bien que

n—-+oo In Tn n——+00
In(1+o(1)) e o(lnxy,)
donc
In(In(n)) = Inz,+o(lnz,)

n—-+o0o

donc Inz,, ~ In(n).
n—-+00

e La relation z, Inx, et In(n) donne, sachant que Inz,, ol In(In(n)), =, Inln(n) et In(n)

In(n)

Ainst, on o i)
mst, Tn ™ In(In(n))

k
3.a) Montrer que, pour tout k € N tel que k > 2, / In(¢) dt < In(k) puis en déduire que, pour tout n € N
k—1
supérieur ou égal a 1 :
nln(n) —n+1 < In(n!) < nln(n)

e La fonction logarithme est croissante sur |0, +oo[ donc, pour tout k > 2,
Vte[k—1,k], Int <Ilnk.

Comme k — 1 < k, par croissance de l'intégrale,

k k
/ lntdté/ Inkdt =Ink.
k—1 k—1

1
*Sin=1nlnn)—n+1=mInl—-1+1=0c¢t Zlnk = 0 (par convention pour une somme

k=2
indexée par un ensemble vide) donc I’égalité cherchée est vraie.

e Soit n > 1 fixé quelconque.



* Sinon, n > 2, sommons les inégalités établies dans le premier point pour k € [2,n], afin d’obtenir
d’apres la relation de Chasles,

[tIn(t) — ]} = nln(n) —

S

+
—
=3
s

‘Ainsi, Vn e N nln(n) —n+1< ln(n!).‘
e xSin=1,nlnn)—n+1=0,In(n!)=Inl =0et nln(n) =Inl = 0 donc les 3 membres sont
égaux,
* Sinon, n > 2.
Par ailleurs, une somme de termes est toujours majorée par le plus grand d’entre eux fois le
nombre de termes donc
Zln < nln(n).

‘Ainsi, Vn € N*, nln(n) —n+1 <In(n!) < nln(n).‘

b) En déduire un équivalent de (In(n!)).

On divise par nlnn > 0 pour n > 1:

n—1 Inn!
<

~X ~X
nlnn " nlnn
Le deux termes extrémes de cette relation converge vers 1. Le théoréme de convergence par encadrement

Inn
(dit des gendarmes), permet d’affirmer que <) converge et sa limite vaut 1.
n
n

Partie II - Résultats préliminaires d’arithmétique

On considere un entier n > 2 et un nombre premier p. On rappelle que, pour tout a entier, v,(a) désigne la
valuation p-adique de a, c’est-a-dire le plus grand entier naturel k tel que Pk divise a.
4. Pour tout entier £ > 0, on considere les sous-ensembles finis Uy, U et €, de N définis par :

Up ={ac{1,2,...,n} | p" divise a} et Uy, = {a € {1,2,...,n} | p* ne divise pas a}

Qe ={ac{l,2,...,n} | vp(a) =k}

a) Justifier qu’il existe un plus grand entier k, > 0 tel que p*? < n. Montrer que k, > 0 et expliciter &,
en fonction de n et p. On exploitera la fonction part1e entiere.

La suite (p*)gen diverge vers +oc. Donc pour tout A7 INeNtelqueVn>N,p">A+1> A.
En donnant 51 A la valeur n, on a donc {k € N | p* < n} est majoré par N — 1.

Ainsi, comme p° = 1 < n, I'ensemble {k € N | p < n} est inclus dans N, non vide et majoré.
Il admet un plus grand élément £, et donc p F» << D Fptl



En composant par le logarithme, fonction croissante (ces nombres sont positifs), puis en divisant par
Inp > 0 (car p > 1), on trouve :
In(n)

<
= lap

» <kp,+1

Or k, est un nombre entier, il s’agit exactement de la définition de la partie entiere :

In(n) J |

Inp

k, existe bien et k, = {

b) Montrer que pour tout k& € {0,...,kp,}, 'ensemble Uj4; est strictement inclus dans Uy et que pour
k> ky, Uy = 0.

Soit k € {0,...kp}.

Soit x € Upy1, donc x € {1,2,...n} et p"L|z, ainsi p¥|z par transitivité car p*|p
Donc z € Uy. Et ainsi Uiy C Ug.

Par ailleurs, puisque pk?’ < n, alors pour tout k < &, pF < p* < n, et comme pk]pk ,ona:pfeU,.
Alors que p**! ne divise pas p¥, donc p* ¢ Ugy1 et donc

k+1

’pour tout k € {0,1...k,}, Uky1 est strictement inclus dans Uy. ‘

Enfin, si k > k,,, alors comme ce sont des nombres entiers k > k, + 1 et donc pk = pkarl > n.
Il n’y a donc aucun nombre compris entre 1 et n, divisible par pk.

‘Ainsi pour k > k,, Uy, est vide.

c) Prouver que la famille des parties (2,21, .., ) forme une partition de I’ensemble {1,2,...,n}.

Soit (k,h) € {1,...,ky}*.

Sia € QNQy, alors vy(a) =k = h.
Ainsi si k # h, alors Q; N Qp, = 0. La réunion est donc disjointe.

Soit a € {1,2,...n}, alors a < n. Or p”|a, donc p*»(¥ < n et nécessairement vp(a) < ky.
Ainsi, il existe K( = vp(a)) < ky tel que a € Q.

kp
Ainsi {1,2,...,n} C
=0

kp
Enfin, pour tout ¢ < k,, si a € Qy, alors a € {1,2,...n}. Donc U Qy C{L,2,...n}
=0
La famille des parties (€0,21,...,,) forme une partition de I'ensemble {1,2,...n}.

d) Montrer que pour tout k € N, Q. = Up N Ug1.

Soit k € N.
Soit a € {1,2,...n}. On a les équivalences :

a€ Q= vy(a) =k <= pFlaet p"! fo = acUpetad Upyy

Ainsi, pour tout k € N, Qp = U, N Upy1.




e) Calculer, pour tout k € N, |Uy|, |U

, puis || en fonction de n et de p.

Soit k € N.
— On décrit Uy, : Uy, = {p*,2p" .. .rp"} ot r € N vérifie : rp* < n et (r 4+ 1)p* > n.

Cela donne r < % <r+1etdoncr= {TLJ . Or le cardinal de Uy est, par description, égal a
p p

r. Donc |Ug| = {ZJ
p
— Uy est le complémentaire de Uy dans {1,2,...n}, donc

|Uk| + |Uk] = [{1,2,...,n} =n.

Ainsi, |Ug| =n — {nkJ :
p
— Enfin, Qp = Uy N Ug41, donc Q U Uy = (Uk N Uk+1) U (Uk N Uk:-i—l)a

car Ugy1 C Uy, donc U, N U1 = Ugy.
Ainsi, en factorisant : Q U Uy = Ug N (U1 U Ugs1) = Uy.

Et comme Qj N Ugy1 = 0, donc a donc |Qx| + |Uky1| = |Uk| et donc [Qx] = {iJ - IZi-lJ
p

kS

n| — n n n
Pour tout K e N, |Ug| = ||, |Usl=n—|—| et |QU|=|—| — | — |-
i L?’“J G L?’“J 2 LD’“J LO’““J

kp
f) Montrer que vy(n!) = Z k|| et en déduire la formule de LEGENDRE
k=0

o) = - | 2]

k=1 p

Il s’agit d’une somme finie, car les termes sont nuls a partir du rang ky, + 1.

La fonction v, est un morphisme logarithmique (cours), donc
n n
vp(n!) = vy (H Z) = vp(i) = Z vup(i) = Z Up (i)
i=1 i=1 ie{1,2,..n} iEQUQI U Uy,

On retrouve la formule de la sommation par paquets, car la réunion figurant en derniere somme est
disjointe :

kp kp kp
w0 =3 3 ) = Y0 S k=Y ke
k=04€Qy k=0 i€, k=0
En remplagant par la valeur trouvée précédemment (on commence la somme a 1 car pour k = 0, k|Q| = 0) :
kp
n n
o= 326 ([53] - [
kP
n n
- Skl -+l
2 k+1
el p p
kp kp kp
n n n
- E[3l B3l




ol on aura reconnu un télescopage. Finalement, on retrouve la formule de LEGENDRE :

kp 00
wlnt) =2 - Z H

Remarque On peut aussi exploiter le symbole d’Iverson et une double somme.
On commence par noter que

—+o00
vpli) = h <= pli, pli ... p"i, " fio =Y [pk\i] 14144140+ =h
| S
k=1 h termes
+oo
Donc v, (i) = Z [pk \z} (en respectant la convention sur la somme vide). On notera qu’en réalité la somme
k=1

est finie.

wp(n) =3 i) = 3 <+§ [pk”D - io (: [pkw)

i=1 i=1 \k=1 k=1
+o0 +o0 +oo
Up(n!)ZZIUi!ZZHpkﬂpk-.-rpkH= r
k=1 k=1 k=1

onrpf <n< (r+1)pt=r= {ZJ
p

2n
5. On s’intéresse maintenant a la valuation du coefficient binomial : v, (( )>

a) En utilisant les questions précédentes, déterminer une expression de v, << >> faisant intervernir une
n

somme de parties entieres.

On exploite toujours la propriété de morphisme, ainsi que ’écriture sous forme de produit de factorielles

U ((2:» =y ((s;;)!!) = 0,((2n)!) — 2up(n!)

b) Montrer que v, ((i’;)) < {hllg)J
n(2n)

Notons d’abord, comme précédemment k;) =17 J de sorte que pk; <2n < pk;H.
np

On sait que a — 1 < |a] < a, on exploite donc ces inégalités :

On a pour tout k < k;,
2n n 2n n
2| =|<|—=-2l—5 -1 =2
L?’“J Lﬂ’“_ (p"f (p’“ ))

Or, le membre de gauche de I'inégalité précédente est un nombre entier, strictement plus petit que 2; il

est donc inférieur ou égal a 1 :
2
) -2l =
p p



En sommant :

(G S G -2 ][] < 157

Ainsi,

2
c) Soit k tel que p* divise ( "

). Montrer alors que p* < 2n.
n

2n 2n
Puisque p* divise < ), alors nécessairement k < v, < >>
n n

ln(2n)J o In(2n)
Inp

On exploite alors la question précédente et donc k < { ] .
np

Donc p* < pln(Q”)/lnp = @ Inp/lnp _ @) — 9y par croissance de la suite (p™)nen-

2n
Si p* divise < ), alors que p* < 2n.
n

Partie III - Estimation du nombre de diviseurs premiers

Pour tout entier naturel non nul n, on note w(n) le nombre d’entiers premiers distincts qui divisent n.
Onaw(l)=0,w2)=1w@B)=1,w4) =1,w6)=2, ...

6. Donner le tableau des valeurs w(n) pour n € [10, 19].

Donner sans justification les plus petits entiers n tels que w(n) = 3 et w(n) = 4.

n |10(11]12]13|14|15|16| 17|18 19
wn)y| 2121221 1]2]|1

Le plus petit entier tel que w(n) = 3 est 2 x 3 x 5 = 30, celui tel que w(n) =4 est 2 x 3 x 5 x 7= 210.

7. Montrer que w : N* — N est surjective et que toutes les valeurs de N admettent une infinité d’antécédents
sauf une a préciser.

Soit m € N fixé quelconque.
Etudions I'équation d’inconnue n € N*, w(n) =m.
— Sim =0,
w(n) =0 <= n n’a aucun diviseur premier <= n =1

ce qui prouve que 0 possede un unique antécédent.

m
— Sinon, m > 1, posons a = H pr (produit des m premiers nombres premiers) et observons que,
k=1

VieN*, w(dd) =w (Hpi) =m
k=1

donc {a’ | j € N*} c w™'({m}), ce qui prouve que m posséde une infinité d’antécédents.



‘Ainsi, w : N* — N est surjective et toutes les valeurs non nulles admettent une infinité d’antécédents.

8. Soit n € N*. Justifier que n > 2 (pour le cas n > 2, on pourra introduire g1 < g2 < ... < qun) les
w(n) facteurs premiers de n et les utiliser pour exprimer n).

En déduire une majoration de w(n) explicite en fonction de n.

Ecrire ce résultat sous la forme w(n) e O(uy), ou uy, est une suite simple qui s’exprime a l'aide des

fonctions usuelles. Ce résultat est une estimation asymptotique de w(n).

* — Sin=1,w(1)=0doncn=13>1=2" =20
— Sinon n > 2, donc il admet au moins un facteur premier ce qui permet d’introduire g1 < g2 < ... <
Qu(n) les w(n) facteurs premiers intervenant dans la décomposition de n. Notons (a1, ..., a,m)) €

(N*)w(") les exposants de ces facteurs dans la décomposition de n de sorte que

w(n) w(n) w(n)
e = e = ez

k=1 ~ k=1 k=1

- VE e [l,wn)], apy 21" Vke[l,wn)], gp=2""

* n = 2“0 donc, par croissance de la fonction In sur R%, In(n) > w(n)In2 donc

In(n)
< :
w(n) In 2
1
* Cette inégalité implique |w(n) = O(In(n)) | (prendre N =1 et C = ok 0 dans la définition).
n—-+00 n

9. En déduire un encadrement du nombre de diviseurs premiers distincts d’un entier n compris entre 2 et
220 =1 048 576.

Soit n € [2,2%] fixé.

Comme n > 2, il admet au moins un diviseur premier, donc w(n) > 1.
In(n) < In 220 < 20In2 _ 9.
In2 In2 In2
vn € [2,2%], 1 < w(n) < 20 (n possede entre 1 et 20 facteurs premiers distincts).
Remarque : si I'on utilise le fait que pour tout entier n > 2, en notant ¢1 < g2 < ... < gy les w(n)

D’apres la question précédente, w(n) <

facteurs premiers intervenant dans la décomposition de n et (a1,. .., a,m)) € (N*)w(”) les exposants de ces
facteurs dans la décomposition de n de sorte que

w(n) w(n) w(n)
n=1] 4" > IT o > 11 e
k=1 k=1 k=1
Vk € [Lwn)], o =1 Vk € [Lw(n)] , ax > pk
7 8
On observe que si w(n) =7, [ [ pr = 510510 < 2% et si w(n) = 8, [ [ px = 9699690 > 2%,
k=1 k=1

donc Vn € [2,2%], 1 < w(n) <7 (n possede entre 1 et 7 facteurs premiers distincts).

10. Amélioration de l’estimation asymptotique de w(n).

a) Soit n € N* tel que n > 2. Soient q1 < g2 < ... < qu(n) les w(n) facteurs premiers de n.

Montrer que
w(n) w(n)

nz[az=2]]@k-1)



D’apres le théoreme de décomposition en facteurs premiers,

w(n)
n— H qzqk(n)
k=1

ou, pour tout k € [1,w(n)], vg,(n) > 1 est la valuation gi-adique de n (= la multiplicité de g, comme
facteur premier de n),

donc, Vk € [1,w(n)], qzq’“(n) > q, donc

(n) w(n)

n=TTa"" =[] a

k=1 k=1

Par construction,

— q1 est le plus petit facteur premier de n donc ¢; > p1 = 2 (le plus petit nombre premier),

— Qo) > - > @B > @ >q 22 donc 3<pp<gs<... < duw(n) €st une suite strictement croissante
de nombres premiers supérieurs ou égaux a 3 donc tous impairs donc 3 < ¢2, 5 < g3, 7 < q4, - -+,
2(“)(”) -1< du(n)-

Montrons par récurrence que, pour tout k € [2,w(n)], g = 2k — 1 en considérant la propriété définie
pour tout k € [2,w(n)] :
Pk): <q=>2k—1>
* @9 est un nombre premier strictement supérieur a 2 donc g2 > 3 ce qui prouve que P(2) est vraie.
* Soit k € [2,w(n) — 1] fixé quelconque tel que P(k) est vraie.
Alors gr+1 > qr = 2k — 1 (car P(k) est vraie) donc gxy1 = 2k, or k > 2 donc qxy1 > 1 = 2 et
gk+1 € P donc gxy1 est impair donc gg41 = 2k + 1 ce qui établit P(k + 1).

Par conséquent,

w(n) w(n) w(n)
nz||l&=_a a =2]]@k-1)
k=1 S0 k=2 or k=2
w(n) w(n)
Ainsi, n > [ ar =2 [] 2k - D).
k=1 k=2

b) En exprimant le minorant de n obtenu dans la question précédente comme un quotient de deux
factorielles, montrer que

In(n) > In((2w(n))!) — In(w(n)!) — (w(n) —1)In2

Observons que

w(n) w(n) 1
[Tk -1 I] k) I kg I

ﬁ)(%_l)_ = R v A v A 1 L e ()]
i o) () 29T (w(n)l) 29002 (w(n)!)
I k) 2=t T *
k=2 k=2

donc en reprenant la minoration de n établie dans la question précédente,

(2w(n)!

w(n)
>of@2k—1) = — W)
nz2 @ - = S

si bien qu’en prenant le logarithme (fonction croissante donc préservation du sens de 'inégalité),

In(n) > In((2w(n))!) — In(w(n)!) — (w(n) — 1) n2]




c) En utilisant les estimations de la question 1, montrer que

In(n) > ¢ u(w(n))

pour des valeurs de X et u que 'on précisera.

* Appliquons la minoration de la question 1 pour n + 2w(n) (autorisé car w(n) > 1 puisque n > 2) :
In((2w(n))!) = 2w(n) In(2w(n)) — 2w(n) + 1
* Appliquons la majoration de la question 1 pour n < w(n) (autorisé car w(n) > 1 puisque n > 2) :
In(w(n)!) < w(n)In(w(n))

donc
—In(w(n)!) > —w(n) In(w(n))

* Injectons ces estimations dans la minoration établie dans la question précédente :

In(n) > In((2w(n))!) —In(w(n)!) — (w(n) —1)In2
> 2w(n) In(2w(n)) —2w(n) +1—w(n)In(w(n)) — (w(n) —1)In2
= 2w(n)In(w(n)) + 2w(n)In2
> wn)n(w(n)) —(2—-In2)wn)+1+1n2

= ©2-m2,1+n2(w(n))

Ainsi, In(n) > ¢y ,(w(n)) pour A\ =2 —-In2et p=1+1n2.

d) En déduire que w(n) et 0 <1nl(1;lr(1?r)L))>

Posons N = |2e] + 1.
* Soit n € N fixé quelconque tel que n > N.
Les valeurs 2 —In2 et 1 + In 2 sont strictement positives donc les résultats de la partie 1 s’appliquent
a la fonction $2-1n2,1+In2-
Pour =1+ 1n2, ¢ =2e < N < n, en utilisant les notations de la la question 2,

D’apres le tableau de variations de ¢y ,, comme In(n) > pu, alors 0 < w(n) < .

Ainsi, la suite <w(n)
Tn

) est bornée, soit

N In(n)
n—+oo In(In(n))’

1
Donc, d’apres la question 1, w(n) = (@) (%)
n—+o0o n{imnin

PR ATON)

* Par ailleurs, d’apres la question 4 que z,,




Partie IV - Majoration du PPCM des n premiers entiers

11. Soit r € N*. Soient aq,as, ..., a, des entiers naturels non nuls.
a) Justifier qu’il existe un unique entier naturel d € N* tel que

aZNasZN---Napte = dZ

On pourra étudier la nature de la structure algébrique a1Z N asZ N --- N aZ.

Notons I, = a1ZN---Na,Z.
Pour tout i € N,., a;Z est un idéal de Z. Puis par stabilité par intersection : I, est un idéal de Z.
Or Z est un anneau euclidien donc principal. Il existe donc d € Z tel que I, = dZ.

T
Nécessairement d # 0, sinon, I,, = {0}, alors que 0 := H a; € I, (multiple de tous les a;) donc I, # {0}.
i=1
Comme (—d)Z = dZ, on peut supposer que d > 0 donc d € N*.
Enfin, s”il existe ¢ € N* tel que I, = ¢Z = dZ, alors d|c et c¢|d donc ¢ et d sont associés.
Ainsi |¢| = |d|. Or |¢| = c et |d| = d, donc ¢ = d. Et d est unique.

’Il existe un unique entier naturel d € N* tel que a1ZNasZ N ---Na,Z = dZ.

b) Montrer que le nombre p est le plus petit entier naturel non nul qui est divisible par tous les entiers
ai, ag, ..., Qp.
Le nombre p s’appelle le plus petit commun multiple de ay,as, . ..a,, on le note PPCM(ay,as,...,a).

Comme g € I, alors p est un entier divisible par chacun des a;.

Soit m un entier divisible par chacun des aq, ..., a,. Alors, pour tout i € {1,...,7}, m € a;Z. Donc, m € I,
et, d’apres la question précédente, m € uZ. Ainsi, ulm. Alors, p < m.
Remarque. On a méme montré que p est le plus petit commun multiple a a1, ..., a, pour la relation divise.

12. Soit n un entier naturel non nul. On note M,, = PPCM(1,2,...,n). On rappelle que, pour tout entier p

premier, en utilisant les définitions de la Partie II, k, = max<{k € N |pk <ng.

a) Calculer My, M3 et Mjy.

— D’apres la définition, Z N 2Z = 27, donc My = 2.
— Le plus petit entier multiple de 2 et 3 est 6. Ainsi, M3 = 6.
— Le plus petit entier multiple de 2, 3 et 4 est 12. Ainsi, M3 = 12.

b) Montrer que
M, <n! (1)

L’entier n! est un multiple de chacun des entiers 1,2, ..., n. Comme M, est le plus petit de ces multiples,
alors

M, <n! ( Mieux Mn]n')‘




Cette majoration est relativement grossiere et les questions suivantes permettront de ’améliorer.
c) Montrer que M,, = H phv.

psn
peEP

Comme p*» est inférieur & n, alors p» € {1,2,...n} et donc p*r|M,.
Or, lorsque p # g est premier, alors pkr A gFe = 1. Ainsi (corollaire du lemme de Gauss),

11710,

psn
peP

Réciproquement, soit m € {2,...,n}. Notons m = H p'?(™) sa décomposition en facteurs premiers.
peP
Comme p**™ < m < n, alors vp(m) < kp. Ainsi, pUr (M| pFr . Alors,

m = H p”p(m)| H pkp'

pEP psn
peP
Ainsi, H p*? est un multiple commun & tous les entiers 1, . ..,n. Comme il est inférieur & M, et que M,,
psn
peEP

est le plus petit, alors

Mn = Hpkp-

PN
pEP

On note 7(n) le cardinal de 'ensemble P,, des nombres premiers inférieurs ou égaux a n.
d) En déduire que
M, < n™® (2)

D’apres la définition de £y, pkr < n. Ainsi,

Partie V - Encadrement de la fonction 7

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul. On rappelle que 7(n) est le cardinal de ’ensemble
P, des nombres premiers inférieurs ou égaux a n.
13. L’objectif de cette question est de majorer H p en fonction de n.

peEP
p<n

N o

a) Soient a et b deux entiers tels que 0 <

(D _ a!(bbi . b(b — 1)..;L§ba+ D donc al <2> _ 12[ N

’ k=b—a+1
Notons a < ¢1 < g2 < ... < gy < bles N € N nombres premiers situés dans U'intervalle Ja, )] = [a + 1, b].

b
< a < b. Montrer que le produit H p divise I'entier ( )
a

peEP
a<p<b




b
— Si N =0, al =1d :
i , alors H D onc H D | (a>

pPEP pEP
a<p<b a<p<b

b
— Si N > 1, alors pour tout i € [1, N], ¢; est un nombre premier de l'intervalle [a + 1, 5], or 3 < a donc
b<2adoncb—a+1<a+1donc [a+1,b] C[b—a+ 1,b] si bien que g; est un facteur du produit

b
H k donc

k=b—a+1
b b
H k=qi H ko =q4;
k=b—a+1 k=b—a+1
k#q;
entier noté A;
donc

b b
GA; = a!( ) donc ¢; | a!( )
a a

or ¢; > a donc g; ne divise aucun des entiers de I'intervalle [1, a]] donc Vk € [1,a], ¢iAk =1 (un nombre
premier est premier avec tout entier qu'’il ne divise pas) donc ¢; A a! = 1 (tout entier premier avec une
famille d’entiers est premier avec leur produit) si bien que le théoreme de Gauss permet d’affirmer que

N0

b
Nous venons d’établir que Vi € [1, N], ¢; | ( >, or qi,...,qn sont deux & deux premiers entre eux (car
a
N
ce sont des nombres premiers deux & deux distincts) donc H ai | ( > (Corollaire - Lemme de Gauss).
a
i=1

Ainsi, H p | <Z>

peEP
a<p<b

2 1
b) En déduire que pour tout m > 1, H p divise < me )
pEP 7n/+-1
m+1<p<2m+1

Soit m > 1.
Appliquons le résultat de la question précédente pour a <— m + 1 et b < 2m + 1 ce qui est autorisé car

3 2 1 1 m/\}l
0< =< m =m+-<m+1 < 2Zm+1
2 2 2 SN——" N——
M a b
b
2

2m+1
bteni divi .
pour obtenir pl;[ p divise < 1 >

m+1<p<2m+1

2m+1

2 1
) et ( mt > puis en développant (1 + 1)?™"!, montrer
m m+1

c) Comparer, pour m > 1, les entiers <

2 1
que<m+ )<4m.
m




* Par symétrie des coefficients binomiaux

2m+1\ 2m+1 _(2m+1
m S \@m+1)-m/) \m+1)
* D’une part, (1 +1)*™ = 22+ — 9 5 4" D’autre part, en développant cette somme avec la formule

du binéme de Newton, on obtient une somme de termes positifs qui est donc minorée par deux d’entre
eux < bien choisis > :

2m+1
2m +1 2m +1 2m +1 2m +1
2 4”2 1 12m+1: 1k12m+1—k —
. (1+1) >\ m )T ) T2 k

k=0 k¢{m,m+1}
> <2m+1> N (2m+1> :2<2m+1).
m m+1 m

om + 1
Ainsi < m ) < 4™,

m

=0

d) Montrer que, pour tout m > 1, H p<4m.

pEP
m+1<p<2m+1

Soit m > 1 fixé quelconque.
2 1 2 1
D’apres la question 2, H p divise < me ) = < me >

o= m+1 m
om+ 1
Or, ( me )#o,
m

m+1<p<2m+1
2m+1Y\ . . L . el
donc H p < si bien que la majoration de la question 3 donne par transitivité
m
pEP
m+1<p<2m+1

Vm > 1, H p<4m.

pEP
m+1<p<2m+1

e) Montrer que H p < 4™

pEP
p<n

On pourra prouver par récurrence la propriété Q(-) définie pour tout n € N* par

Q(n) : <« Vk € [1,2n], Hpgllk >

peEP
p<k

Considérons la propriété Q(-) de ’énoncé.
e D’apres la convention concernant un produit indexé par un ensemble vide, H p=1<4=4" De

pEP
p<1

plus, H p=2<16 =42 donc Q(1) est vraie.

pEP
p<2

e Soit n € N* fixé quelconque tel que Q(n) est vraie.
Soit k € [1,2n + 2] fixé quelconque.
* Si k € [1,2n], la véracité de Q(n) donne H p < 4k,

peEP
p<k



* Sinon, k=2n+ 1 ou k = 2n + 2.
D’une part (k= 2n+ 1),

H p= H p « H P <4n+1x4n:42n+1

pEP peP peEP
p<2n+1 p<n+1 n+1<p<2n+1
. . , n
< 4™ car Q(n) vraie appliquée <4

pour k < n+1 € [1,2n] quest. 4 pour m<—n, n > 1

D’autre part (k = 2n + 2),

| | p — | | p < 42TL+1 < 42”-‘1-2
peEP pEP ., .,
p<2n+2 p<2n+1 inégalité (3)
——

car2n+2=2n+1)¢P (n>1)

Ainsi, Q(n + 1) est vraie.

Ainsi, pour tout n € N*, H p < 4",

pEP
psn

14. Justifier que H D= H P.

p<n Vn<p<n
p premier p premier

D’apres la définition, ]v/n,n] C [1,n] donc {p € P|lv/n <p <n} C {p € Plp < n}.
Comme tous les nombres premiers sont plus grands que 1 et que {p € P|p < n} est la réunion disjointe de
{pePlv/n<p<n}et{pePlp<vn},

IIT »= II »x II »= 1II »

I3 p</1 Vn<p<n Vn<p<n
p premier p premier p premier p premier
21 >0
Ainsi, H P> H p.
psn Vn<p<n
p premier p premier

15. Déduire des questions 13 et14 que,
p(m(M)=m(Vn))/2 < yn

En reprenant 'inégalité établie dans la question précédente et en minorant les facteurs du membre de droite
de I'inégalité par v/n, on obtient

< - m(n)=m(v/n)
H P> H p > \/ﬁl{pep\w(nkp\n}l _ \/?z”(”) (Vi) _ T
psn Va<p<n 5 o
p premier p premier ~

car la réunion {p € Plp < n} ={p € Plvn <p<n}U{p € Plp < V/n} étant disjointe,
m(n)=HpePlp<n}={pePlVn<p<n}+n(v/n) donc [{p € Plp<n}|=mn(n)-n(vn)

D’apres la question 13, H p < 4",

psn
p premier



donc | n(™(W)=7(Vn)/2 < yn

3
16. On suppose que n > 2 et on admet que In(2) < T Justifier que 7(v/n) < vn < %, puis établir que
n(n
n
<4
m(n) In(n)

x {pePlp<V/n}=Pn[l,v/n] CPN[L, |[vn]] < N*N[1,v/n] C [1,[v/n]] donc
P CN

{p € Plp < v} <I[L, [Vnl]| = [vn]

or, pour tout = € R, |/z| < z, et par croissance de 7 :

m(vn) <Vn|.

*x Montrons que Vz € [2, +oo[, VI < i
nzx

Pour cela observons que, pour tout x > 2,

\/:km

ce qui nous incite a considérer la fonction f : xz + /x — Inz sur [2, o0l
f est dérivable sur [2,400[ et

— In(z) <Vz <= Ve—lnz >0

Vw€[2,+oo[,f’(x):i—1:f_2— v—4

2Vx 2z 2x(\/r +2)
T 2 4 %)
flla)] — 0+
d’ou le tableau des variations de f
f N\ /
2—1In4

or I’énoncé nous permet de minorer f(4) :

1
f(4):2—ln4:2—21n2>2—2><%:§>0

si bien que
Vo € [2,+00[, Vi —Inz = f(z) >0

et cette inégalité est équivalente a I'inégalité annoncée, qui particularisée pour un entier n > 2, donne

Vi< Gy

* Prenons le logarithme sur I'inégalité établie dans la question précédente :

7(n) — 7(v/)
2

In(n) < nln(4)

donc, puisque n > 2, In(n) > 0 ce qui permet de multiplier par > 0 tout en préservant le sens

2
In(n)
de l'inégalité

2nl1n(4)

Inn

m(n) — m(v/n) < donc m(n) < w(v/n)+ 4ln(2)% :

La majoration de m(y/n) établie dans les points prédents permet d’en déduire que

r(n) < (1+ 4111(2))% .



Enfin,

3
1+4In(2) <4 < In(2) < 1 qui est une inégalité vraie,
donc 7(n) < 41n7(ln)'
. m(n)
17. A Daide des inégalités établies dans les question 1 et 16, déterminer la limite de — | Des deux ma-
n!

jorations (1) et (2) de M,, obtenues dans la partie précédente, laquelle est asymptotiquement la meilleure ?

()
nl

Observons que = exp (7(n) In(n) — In(n!)) ce qui permet de se ramener a la recherche de la limite de
la suite (7(n)In(n) — In(n!)).
D’apres la question 16, puisque In(n) > 0,

n
<4— =
m(n)ln(n) < 41nn x In(n) = 4n

et d’apres la question 1,
—In(n!) < —nln(n) +n—-1< —nlnn+n

done, pour tout n > 2 (on exclut le cas n = 1 pour justifier la factorisation par In(n))

5
m(n)In(n) —In(n!) <4n —nln(n) +n < —nln(n) (1 — >
—— Inn
— —co~————
n—-+oo — 1
n—-+00
— —00
n—-+0o00
donc, par théoreme de divergence vers —oo par majoration, lir}rl m(n)In(n) — In(n!) = —oo,
n—-+0oo
donc, par composition des limites,
M)
lim = lim ¢®=0doncn™™ = o(n)).
n—+oo n! z——00 n—r+oo

Asymptotiquement, la meilleure des deux majorations de M,, est la majoration (2) : M,, < n™™.

On termine ce sujet en montrant que la majoration obtenue pour 7(n) est le bon ordre de grandeur.

18. Montrer que
4m 2n
- < < (2 w(2n) )

On pourra procéder par récurrence pour la minoration, et utiliser la question 3 pour la majoration.

e Considérons la propriété P(-) définie pour tout n € N*

P(n): < & < <2n> >.

2n n

41 2x1 4! 2x1
*2X1:2et< >1< >:2don02xlg< >1< )doncP(l)estvraie.




* Soit n € N* fixé quelconque tel que P(n) est vraie.

<2(::11)> B

(2n+2)!  (2n+2)(2n+1) (2n)! 22n+1) 2n
(n+1)12 (n+1)2 n2 a4+l n
2(2 1 4n
(T:j_l) X o car P(n) est vraie
n n
n+1
S (2n+1) y 4
2n 2(n+1)

—=14+—2=1.

2(n+1)

donc P(n + 1) est vraie.

e Le résultat établi dans la question 3, appliqué pour k + 1, implique que tout diviseur premier de

2n
< ) est inférieur ou égal a 2n.
n

, , " . 2ny ,, .
Par conséquent, la décomposition en facteurs premiers de s’écrit
n

(2:;) = I

peEP
p<2n

De plus, le résultat établi dans la question 3, appliqué pour un nombre premier ¢ quelconque et

2 n
kv (( n))v implique q'/”((QH)) < 2n si bien que
n

()

— H p () < (2n){PEPIP<n}] — (9p)m(2m)
—_——

rom < 2n
4n 2
Ainsi, — < < ”) < (2n)C),
2n n
19. Vérifier que
2n1n(2) nln(2)
In(2n) ~ In(2n)’
puis en déduire que
(2n) > In(2)
men) 2 nln(2n)

2n1n(2)
In(2n)

nin(2)
~ In(2n)

<= 2nlIn(2) — In(2n) > nln(2)

car In(2n) > 0

<= nln(2) —In(2n) > 0 < In(2") > In(2n)

= Mo = 2" >0
Montrons la propriété P(-) définie pour tout n € N*
ce 2> s,

P(n)

x 2171 =20 =1 > 1 donc P(1) est vraie.



* Soit n € N* fixé quelconque tel que P(n) est vraie.
Alors 2(t1)=1 = 9  on—1 > 2 X 2n = 4n, or
<~

P(n) est vraie
dn>2(n+1) <= 4dn>2n+2 <= 2n>2 <= n>1 ce quiest vrai donc 4n >2(n+1)

si bien que 2"V > 9(n 4 1) ce qui établit P(n + 1).
Ainsi, 27 > n donc les équivalences du début de la réponse & la question permettent de conclure que
2n1n(2) 15 nln(2)

In(2n) ~ In(2n)’

e Prenons le logarithme sur I’encadrement établi dans la question précédente
4n 2
In o In (< :)) < 7(2n) In(2n)

>0 " In(4)
In(2n) " In(2n)
prouvée dans la premiere partie de la réponse,

N

donc, aprés multiplication par — 1 < w(2n), si bien qu’en utilisant 1'inégalité

In(2)
In(2n)

w(2n) = n

20. En déduire, en distinguant selon la parité de n, que
In(2) n
3 In(n)

m(n) >

Soit n € N tel que n > 2.
* Sin = 0[2], il existe k € N* tel que n = 2k ce qui permet d’appliquer la minoration de la question
précédente :

In(2) _ In(2) 2k In(2) n In(2) n
> = X = X
In(2k) 2 In(2k) 2 In(n) 3 In(n)

* Sin = 12|, il existe k € N* (car n > 2) tel que n = 2k + 1 ce qui permet d’appliquer la minoration
de la question précédente apres avoir utilisé la croissance de la suite (7(n)) :

In(2) k 2k +1

Z In(2
k) ~ 2% +1 3 en

m(n) =m(2k) > k

m(n) =n(2k+1) > n(2k) > k

et en utilisant que In(2k + 1) > In(2k),

k 2k +1 k 2) x n

> —1 = 1
) 2 S ) ey T 21 M
De plus
k 1
> — > > i 1
1”3 <— 3k>22k+1 < k>1 cequiest vrai
donc In(2)
n n
>
m(n) = 3 X In(n)
En
In(2
Ainsi, pour tout n > 2, w(n) > né ) ln?n)

Ces inégalités ont été asymptotiquement améliorées en 1896. Ce résultat, appelé théoréme des nombres

premiers, indique
n

m(n)

x—;\-i‘-oo In(n) '



