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DIFFERENTS MODES DE C\ONVERGENCE D’UNE SUITE DE FONCTIONS ET
APPLICATION A L’APPROXIMATION POLYNOMIALE

Dans ce probleme on s’intéresse a des suites de fonctions (¢,,). On définit deux types de convergence.
— La convergence simple de la suite (,) vers ¢ sur U'intervalle I, notée (¢,) = ¢ si :

Veel, (pp(xr)) — @) ie.Vaeel,Ve>0,3NeNtelqueVn=N,|p,(x)—px)<e,

n—-+oo
— La convergence uniforme de la suite (¢,,) vers ¢ sur 'intervalle I, notée (¢,) == ¢ si :
Ve>0,3NeNtelqueVn>=NVacel,|o(r)—¢x) <e.

Si f est une fonction bornée sur I'intervalle I, on note || f||oo,r = sup{|f(x)|, € I'}. Cette notation permet
de reformuler la définition de la convergence uniforme, ce qui est I'objet de la question 77.

La Partie I est dévolue a 1’étude des modes de convergences, notamment a 1’étude d’exemples et de contre-
exemples.

Dans la Partie II, on démontre que toute fonction lipschitzienne sur un segment est limite uniforme d’une
suite de polynomes.

Dans la Partie III, on définit et étudie la notion de fonction holdérienne, puis on étend les résultats de la
Partie IT a cette classe de fonctions.

Dans la Partie IV on montre qu’il est possible, pour une fonction de classe C?, d’approcher de maniére
uniforme, simultanément la fonction et sa dérivée.

Partie I - Convergence d’une suite de fonctions

1. Dans cette question, I désigne un intervalle de R, (p,)nen et ¢ sont des fonctions définies sur I et a
valeurs dans R.

a) Montrer que si (@) CUy o alors (on) [N o

On suppose que (@) —= .

Ve>0,3NeNtelqueVn>NVael,|lo(zr)—ex)<e

Soit € > 0.
INeNtelqueVn>NVaxel|p(r)—p(x) <e

Alors ce N fixé (et qui dépend en fait uniquement d’e) :
Veel,3NeNtelqueVn>NVzel, |lo(r)—ex)<e

Donc
V (e,2) €]0,+o0o[xI,I N € Ntel que Vn = N, |p,(x) —p(z)| <e

C.S.

Ainsi : (p,) — @

c.u C.S.

(pn) — 0 = (pn) — o




b) Montrer que (¢,) < ¢ si et seulement s'il existe N € N tel que pour tout n > N, ¢, — ¢ est bornée
sur I et (||¢n — ¢lloo,r)n=n — 0.

* Supposons que (p,) == .
Appliquons la définition de la convergence uniforme de (¢,,) vers ¢ pour € < 1 :

ANeN : Vn> N, ,Veel, |pu(z) —¢(z) <1

Fixons un tel N.
Soit n € N fixé tel que n > N. On a établi que

Ve el [on(z) —p(@)| <1

ce qui signifie que la fonction ¢, — ¢ est bornée par 1.

Par conséquent, pour tout n > N, ¢, — ¢ est bornée.

Soit € > 0.

Appliquons la définition de la convergence uniforme de (¢,,) vers ¢ pour € < ¢ :

IN'eN : Vn>= N | Vzel, |p(z) —pz) <e

Fixons un tel N'.
Soit n € N fixé tel que n > N'. On a établi que

Ve el [on(z) —p(z) <e

ce qui est équivalent & ||¢y, — @|loo,r < €.
Par conséquent, la suite (||¢n — ¢||co,1)n>N converge vers 0.
* Supposons qu'il existe N € N tel que ¢,, — ¢ est bornée sur I et (||¢n — ¢lloo,1)n>n — 0.
Soit £ > 0 fixé.
Appliquons la définition de la convergence de (||¢n — ©/oo,1)n=N vers 0 pour € - ¢ :

AN'2N : V2N, on—@lles < e

ce qui signifie
IN' €N : Vn> N Vxel, |pu(z) —p(x)| <e

Nous venons d’établir la convergence uniforme sur I de (¢,) vers ¢.

Ainsi, (p,) <5 ¢ <= il existe N € N tel que pour tout n > N, ¢, — ¢ est bornée sur I et (||¢n — ©|loo.r)nsn — 0.

2. Exemple 1. On considere la suite de fonctions (f,) définie sur R, par Vn € NVz € R, f,(x) =
x arctan(nz).

a) Montrer que (f,) <= fou f:z+— glw\

e Soit x € R, fixé, la suite (nx) — +oo0.

n—-+00
i : T oow
Donc par composition (et produit) (nz) T g §\x|
T T
e De méme si x € RY | fixé, la suite (nx) — —oo et par composition : (nx) — —z— = —|z|.
n——+o00 n—+00 2 2

e Enfin, pour tout n € N, f,(0) =0, donc f,(0) = 0 = g]O\

La convergence de la suite (f,(x)) vers f(z) étant obtenue pour tout x € R, on peut affirmer que

gfoﬁf:xr—)g|x|

(z arctan(nx))neN




s 1
b) Montrer que, pour tout u > 0, 57 arctanu = arctan —.
U

Soit E]—g,g[,

cos(f) 1
sin(f)  tané

an (5-0) =

| D
~—

~—

IR (V]

. c 12 W .
Soit u € R, considérons alors § = arctanu € }—57 [, et donc, puisque tanf = u :

™ T m 1
— —arctanu = (— — 9) = arctan (tan (— — 9)) = arctan —
2 2 2 U

s 0
c) Apres avoir étudié ¢ : u — u (5 — arctan u) sur Ry, montrer que pour tout x € R et Vn € N,

fal) — @] < =

En déduire que la suite (f,) converge uniformément sur R.

La fonction 1) est dérivable deux fois sur Ry et pour tout v > 0 :

u

2 u(—2u) -2
1+ u?

= - = <0
I1+u?  (1+wu?)? (14 u?)?

P (u) = g — arctan(u) et W (u) =

Ainsi 9’ est décroissante sur R . Par ailleurs :

ey : roy T
(WO)*2 et)ﬂToow(“)*z ; V=0
v l D 77[/ >0 R
CAr T g Treo g DORC Y > 0 sur Ry,
Donc 9 est croissante sur R .
Ainsi, pour tout w > 0, ¥(0) < YP(u) < lim P(u).
u——+00
Or ¢(0) =0
T 1 1 1 - u
et — — arctanu = arctan — ~ — car u — +00, donc — — 0; ainsi Y(u) ~ —=1—1.
2 uu U u—+oo U
‘Ainsi, pour tout u € Ry, 0 < ¢(u) < 1. ‘
Soit z € R, fn(—x) = —xarctan(—nz) = zarctan(nx) = fp(z) et f(—x) = | — xlg = f(z) .

Donc |fn(—x) — f(—z)| = |fn(z) — f(x)], il suffit d’étudier le maximum de la différence sur R, .
1 1
Or, pour 2> 0, [fu(z) — F(@)] = ~[v(nw)] < *.

VaeeR, |faulx)—f(z) <

S|

1
Et donc sup |fn(x) — f(x)|] < —, et par encadrement sup | f,(z) — f(z)| — 0.
z€R n z€R

(:carctan(nm))neN EU favee f iz gm

. onz
1+ n22?
a) Soit zp € R*] fixé. On note u,, = gn(zp). Donner un développement limité & l'ordre 5 de (u,) pour
n — 400.

En déduire que (g,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction g & préciser.

3. Exemple 2. On considere la suite de fonctions (g, ) définie sur R, parV n € N,V z € R, g, ()



Comme xg est non nul :

car

Up = gn<$0) =

—~3 0. Et donc
n :co

Ainsi si z #£ 00,

nxo 1 " ( 1 N N ( 1
2 = = 2 170\ 1
1+ n2z? no ( 213%) nxo n2z ntz n
1 1 1 n 1
Uy, = —— ———+—=—=+0(—=
"notoo nzg  ndaf  ndxd nd
1
gn(z) ~ — — 0

n—-+oo NIL n—+oo

Et par ailleurs, pour tout n € N, ¢,,(0) = 0. Donc ¢,(0) — 0.

n—-4o0o

Ainsi (g,) =3 g ot g: z +— 0.

, 1
b) Evaluer, pour tout n € N, g, <>
n

Le

calcul est simple :

c) Déterminer si la suite (g,,) converge uniformément sur [0, 1] vers g.

Pour tout n € N, |gn(x) — g(x)| =

Or il existe € R tel que g,(x) =

|gn ()]

1
2’

donc sup |g,(z) — g(x)| =
z€R

Et ainsi, il est impossible que sup |g,(x) — g(x)] — 0.

z€eR

n—-+4o0o

N | —

‘ (gn) ne converge pas uniformément vers g.

4. Calculs préliminaires.

Partie II - Approximation d’une fonction lipschitzienne

Soient z € [0, 1] et n un entier naturel.
Etablir les égalités suivantes.

n

a)Z( > (1—z)" k=1 Zk( ) (I—x)" k:nxetkzok(k—l)<z>xk(l—x)"k:n(n—l)xQ.
On reconnait la formule du bindme de Newton :
i n k:l_ n—k __ 1 — ”_1n_1
L)@ (1—1x) = (x—i—( x)) =1" =

k=0




Pour k£ = 0, le terme correspondant dans la somme est nul.

n
U ny\ k n—k _ n_
Ainsi si n = 0, on trouve kzok<k>:): (1—2)""=0=nx.
Puis pour k,n > 1, on applique la formule < dite du capitaine > :

k(Z) - kk!(nni ol "= 1)!((7(;1—_1;)i k—1)! ”(Z: 1)

Ainsi, toujours avec n > 1, en posant h =k — 1 :

Zk() (1— )"k = ik(:).x 1— )" Z?z("_l) (1— )"k

Dans tous les cas (n =0 et n > Zk:( > (1—2)"*=nz

On suit la méme stratégie : Pour £ = 0 et k = 1, les termes correspondants dans la somme sont nuls.

n
Ainsi si n =0 ou n = 1, on trouve Z k(k—1) <Z> *(1—z)"F=0=n(n-1)z.
k=0
Puis pour k,n > 2, on applique la formule < dite du capitaine-adjoint > :

~ W (n—2)! _ n—2
k(k—l)(k:> B o P (e e )] _"(”_1)<’f—2>

Ainsi, toujours avec n > 2 et en posant h = k — 2 :

Dans tous les cas (n =0, n=1et n > 2) Z k(k—1) <Z> 2*(1— )" = n(n —1)2?

n
b) Déduire des calculs précédents la valeur de Z k> (Z) a*(1 — z)" 7k,
k=0

Pour k = 0, le terme correspondant dans la somme est nul. Ainsi,

Zk?() (1—az)" Zk2<> (1—az)"Fk
_ ;k(k —141) (Z):rk(l — )" *

zék(k—l)@) ”k+2k<z> (1—a)"*
:ik(k_1)<z> ”’H—Zk(Z) (1—a)"*

k=0



Ainsi, Z k> <Z> (1 —2)" % =nn - 1)2% 4 ne = nz(nz — z + 1).

= E\? (n\ p r(l—2x)
c¢) En déduire que, pour tout n > 1, (:): — ) ( >£L’ (1—z)" ="

Notons d’abord que
< k>2 ko k2
r—— | =2%— 2 T+ —

n2’

Ainsi, en utilisant la linéarité de la somme puis en reconnaissant 3 sommes calculées précédemment :

L o IS IR S

2
:xQ—% nr + — - (n(n — 1)z° + nx)
1 1 — 22
n

n 2

k 1 —

Ainsi, pour n > 1, (x - > (n) (1—2)" k= z(1—z)

Pt n k n

5. Majoration d’une suite de fonctions.
Pour tout entier naturel non nul n, notons S, la fonction polynomiale définie pour tout = € [0, 1] par

v — :‘ (Z)mk(l — )k

Le but de cette partie est de majorer S, (x) en fonction de n et .

Soient z € [0,1] et n € N*. Posons V,, , = {k € [0,n] |

k=0

k
1‘_7
n

1
< \/ﬁ} et Wy = [0,n] \ Va2, son

complémentaire.

a) Montrer qu’il existe une constante a € Ry a préciser et indépendante de n et x telle que

k <TL> k —k a
Z x—— ¥(1l—z)" "< —.

kEVn o | \k vn
Puisque z € [0,1] alors, pour tout k € [0,n] =V, , U W, 4, <Z> 2*(1—z)" k>0,
Ainsi : " .
e puisque pour tout k € V,, 4, |t — —| < —, alors

k n k n—=k

) x_n(k>x<1_x =Y () 1)
kGVn,x kGVn,x

e et pour tout k € W, 4,



Ainsi, en sommant les inégalités,

kil (n\ & n—k 1 n\ k n—k , 1 n\ k n—k
Z z— <k>x (1—2x) —i—()é—n <k>:r (1—2) —i—% Z ) (1 —x)
kEVr 0 kEVn kEWn
1 & <n> f 1
=—Z (l—z)" "= —
n = \k vn
E|(n\ i K 1
S —_ )\ <
Z T = <k>x (1—2x) < =
kEVn o

b) En comparant, pour tout k € W, 4, le réel v/n

<Z>xk(1 —a)"h g ”3(1\/%“"’“’) .

x — —| a son carré, montrer que
n

Pour tout k €¢ W, 4, |2 — —

1
—, d
n‘>\/ﬁ’ onc \/n

puisque, pour tout ¢ > 1, t(t — 1) > 0, d’ott 2 > ¢,

m—i‘>2:n<m—i)2>\/ﬁ

k
x—’ > 1, et donc
n

rT——| >|r——
n

n

(va

k
a:—n’ donc +v/n

Par conséquent,

(Z)xk(l—w)"k <vn Y

T — k 2 n k(l o )nfk
n L x T
k€EWn o

5 ()t et - V=

n

n

SV,

k=0

en exploitant la positivité des termes de la somme pour k € V,, , et le dernier résultat de la question

précédente.
o k| (n\ & _r_x(l—2x)
Ainsi, ke; x—n‘<k>x (1—az)" <7

‘ &

c¢) Conclure que S, (z) <

5

L’application z — (1 —x) =z — 22 est un trindme du second degré qui tend vers —oo pour x — Fo0.

lle est maximal —b_ -1 1('1' d i i sont 0 et 1) et vaut al L 1.1
elle est maximale en t = — = — = — (milieu des racines qui sont 0 e et v ors — — — = —.
st maxima T=o =5 =3 u des S qlu SO aut alors 5 — = = -
Ainsi, pour tout z € R et donc pour tout x € [0, 1], (1 — z) < T
Finalement, par le théoreme de sommation par paquets :
k| /n k| (n 1 1 5
S — v kl_ n—=k o kl_ nfkgi G

kEWn o

Pour tout n € N* et z € [0,1], Sp(z) < —~=.

4v/n




6. Approximation polynomiale uniforme d’une fonction lispchitzienne.
Soit f une fonction réelle définie sur le segment [0, 1].
Pour tout entier naturel non nul n, notons B, (f) la fonction polynomiale définie pour tout x € [0, 1] par

Ba(f)(x) = kz;f (5) ().

Le but de cette question est d’établir la convergence uniforme sur [0,1] de la suite de fonctions (By,(f))
vers f lorsque f est lipschitzienne sur [0, 1] puis d’étendre le résultat a toute fonction lipschitzienne sur un
segment.

a) Exemple 1. Soit f : z € [0,1] — 2°.

Pour tout n entier naturel, calculer explicitement la fonction B, (f) en fonction de f, puis || By (f) — fl|oo,f0,1]-

Cet exemple illustre-t-il le résultat & atteindre ?

Soient n € N et x € [0, 1]. D’apres la définition et la question ,

Balf)(@) = kz () (1)t ot = L3 () e

=0 k=0
_nn—l)xQ—i—nm 2 x(l—:(})
- = = -
Ainsi,
Vo€ [0,1], Bu(f)(x) = f(z) + mn_"") donc By (f)(z) - f(x)| = ‘x(ln_x)‘

1 1
De plus, ’étude du trindéme x — z(1 — ) a déja été vue : il est maximal en 3 et vaut 1 d’ou

1
1Baf) = Flloojon) < 7

D’apres le théoréme d’encadrement, lim || By(f) — flloo,0,1] = O-
n—+4o00 e

Ainsi, d’apres la question 1.b),

Bu(f) == f.
On a ainsi montré que la suite de polynémes (B, (f)) converge uniformément vers f sur [0, 1].
On remarque que la fonction f est de classe C' sur le segment [0, 1], donc

‘ f est lipschitzienne d’apres le théoreme des accroissements finis. ‘

1 six=0,

0 size€]0,1].

Pour tout n entier naturel non nul, calculer explicitement la fonction By,(do) puis || B (d0) — dolloo,jo,1]-
Cet exemple est-il en contradiction avec le résultat a atteindre ?

b) Exemple 2. Notons dg : € [0,1] — g 5 = {

Soient n € N* et z € [0,1]. D’apres la définition,

Bo(60)(z) = kszo(so (7’2) (Z)xk(l )k = <g>x0(1 0= (1 — ),

Ainsi,
0 six =0,

(1 —2)" sinon.



Comme la fonction = — (1 — z)" est décroissante sur |0, 1], alors sup{(1 — )", = €]0, 1]} = 1. Donc,

| Bn(d0) = dolloo,j0,1] = 1-

Ainsi, d’apres la question 1.b),

‘ (Br(d0)) ne converge pas uniformément sur [0, 1] vers do. ‘

Comme la fonction dyp n’est pas lipschitzienne (car non continue en 0 : lim+ do(z) =0 # 1 = 9p(0)), cet
z—0

exemple ne contrevient pas au théoréeme que nous souhaitons démontrer.

c) Soient L € RY et f:[0,1] — R une fonction L-lipschitzienne sur [0, 1].
Montrer que, pour tout n € N*,

Ve (0,1, [Ba(f)() - f(2)] < 55 (1)

Que peut-on en déduire concernant la convergence de la suite de fonctions (B, (f))?

Soient n € N* et z € [0,1]. En utilisant les définitions,

Bt - sl = |31 () (1)t -yt s 3 ()t -

k=0 k=0

= 3 k _ N\ ki1 n—k

- (7(%) - 1@) ()0

<zn:f EY Zp@) (M) ah (1 = o) *|  par inégalité triangulai

< - 2) || 4 ) x par inégalité triangulaire
k=0

< Zn: f (i) — f(z) (Z) 2¥(1 — )" % par positivité de z et (1 — )
k=0

< ZH:L % — f(x) (Z) 2¥(1 —z)" % car f est L-lipschitzienne
k=0

< L-—=, d’apres 5.¢).

4v/n’
. - L . o
D’apres le caclul précédent, Wn est un majorant de {|B,(f)(z) — f(x)|, z € [0,1]}. Ainsi,
n
oL

HBn<f) - fHoo,[O,l] < m

D’apres le théoreme d’encadrement, EI_P 1 Bn(f) = flloo,joa] = O

Ainsi, d’apres la question 1.b),

Bn(f) =5 f.

d) Extension du résultat.

Soient a et b deux réels tels que a < b et g une fonction a valeurs réelles lipschitzienne sur [a, b].

Montrer qu’il existe une suite (P, ),cn de fonctions polynomiales sur [a, b] qui converge uniformément vers
g sur [a, b].

On pourra d’abord montrer qu’il existe une fonction affine ¢ telle que ¢([0,1]) = [a,b] pour ensuite
considérer la fonction g o .



Soit ¢ : [0, 1] [a,b], t — a+ t(b — a). La fonction ¢ est continue et strictement monotone sur [a,b] et
vérifie ¢(0) = a, p(1) = b. Elle réalise donc une bijection de [0, 1] sur [a, b].

De plus, ! : [a b] — [0,1], x — z_ L est également affine.
—a

On remarque également que ¢ est lipschitzienne et (b—a) est une constante de Lipschitz (car elle est affine
de pente b — a).

g est une fonction lipschitzienne sur [a,b] donc la fonction g o ¢ est lispschitzienne, comme composée de
fonctions lipschitziennes : en notant G € R une constante de Lipschitz de g,

V(z,y) €[0,1], [gop(y) —go (@) < Gle(y) — o(z)] < G(b—a)ly — =

ce qui permet, d’apres la question 6.¢) appliquée pour f < go, d’affirmer qu’il existe une suite (@, )pen-
de fonctions polynomiales telle que

hm [Qn —go 80||oo,[0,1] =0.

n—-+

Soit n € N*. Posons P, = Q,, 0 ¢ 1.

Comme Q,, est un polynome et ¢! est une fonction affine, donc polynomiale, alors P, = Q, 0 ¢~ ! est un
polynome.

Soit y € [a,b]. Comme ¢ est bijective, il existe t € [0, 1] tel que p(t) = y. Ainsi,
[Pa(y) = 9)l = 1@ o 0™ ((1))) = g(()] = 1Qn(t) = g 0 0()] < Qn — g © ¢lloco,1)-

Ainsi, [[@n — g0 ¢lloc,0,1] st un majorant de {|P(y) — g(y)| | y € [a,b]}, donc

0 <180 = 9llos,fap) < 1@n = g0 ¢lloc,o,1)-

D’apres le théoréme d’encadrement, lim [P, — gllo [a,8) = O-
n—-+oo e

Ainsi, d’apres la question 1.b),
P, &% g.

Finalement, toute fonction lipschitzienne sur [a, b] est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de polynomes.

Partie 111 - Approximation d’une fonction holderienne

Soit «v €]0, 1].

On note p, le prolongement par continuité sur [0, 1] de la fonction définie sur |0, 1] par ¢ — t*.
De maniére générale, on étendra la relation ¢t* en notant 0% = 0.

Une fonction f : [0,1] — R est a-hélderienne sur [0, 1] s’il existe une constante L € R’ telle que

V(z,y) € [0,1]*, |f(y) — f(z)| < Lly — 2|

On note H, 'ensemble des fonctions a-hoélderiennes sur [0, 1].

Les fonctions 1-hélderiennes sur [0, 1] sont les fonctions lispchitziennes sur [0, 1].

On note, pour tout k € N, C*([0,1]) I'espace vectoriel des fonctions définies sur le segment [0, 1] et de classe

Ck sur [0, 1].

7. Généralités sur les fonctions hélderiennes sur [0, 1].

Soit a €]0, 1].
a) En effectuant une étude de fonction, montrer que, pour tout ¢ € [0,1], 1 —t* < (1 —¢)“ puis en déduire
que py € Ha-



Lorsque t = 0 ou t = 1, I'inégalité est une égalité.

Soit t €]0,1[. Posons ¢ : ¢t — (1 — )% — 1 4 t.

La fonction ¢ est dérivable sur |0, 1[ et pour tout t €]0,1[, ¢'(t) = « (t‘“_1 - (1- t)o‘_l).

Ainsi, la fonction ¢’ est strictement décroissante comme somme de fonctions strictement décroissantes,

1
/
=0
o' (3) =0
donc la fonction ¢’ est > 0 sur |0,1/2[ et < 0 sur ]1/2,1].
La fonction ¢ est donc croissante sur ]0,1/2] et décroissante sur [1/2, 1].

Comme ¢ est prolongeable par continuité en 0 et 1 par les valeurs ¢(0) = 0 et ¢(1) = 0, alors ¢ est
positive ou nulle sur [0, 1].

| Ainsi, ¥t € [0,1], 11 < (1 - 1)

Soient z, y € [0,1]. On suppose sans restriction que que x < y. Alors,

2 — | =y — 2

()

(0%
x
<y” (1 — ) , d’apres le point précédent et car y* > 0
Y

/

< (y—ax)*

‘Ainsi7 Pa € Ha([0,1]). ‘

b) Justifier que, pour tout 8 €la, 1], po ¢ Hp.

Soit 3 €]a, 1].
Supposons par I'absurde que p, € Hg.
Alors, il existe L > 0 tel que

V (2,y) € [0, 1%, pa(y) = pa(@)] = [y* — 2| < Lly — z|°.

En particulier, y < 0,

(07

Vzel01], 2% <Lz’ donc Vx€0,1], — < L.

&a‘a
@

. - . . . . z®
Or, hm+ 9P = 400 (car o < B), ce qui contredit le caractére borné sur ]0,1] de z — 5
z—0 X

Ainsi, V 8 €]a, 1], pa & Hg-

c) Montrer les inclusions
¢1([0,1]) € Ha < €*([0, 1)

et justifier qu’elles sont strictes.

Soit f € Hq- 1l existe L > 0, tel que
Soit zp € [0, 1] fixé. On a donc

v Yy € [07 1]7 ‘f(l’o) - f(y)‘ < L“TO - y‘a7



or > 0 donc lim |zg—y|“ = 0, d’ou, par théoréme d’encadrement,
Y—To

lim f(y) = f(xo).

Yy—xo
ce qui établit la continuité de f en xg.
Ainsi, f est continue sur [0, 1] d’ou
Ho < C°([0,1]).
!
Posons v = 5 €]0,1[. La fonction p, est continue sur [0,1] comme fonction puissance prolongée par

continuité en 0. De plus, d’aprés la question précédente, p, & H, car a €]y, 1].

Ainsi, Pinclusion Mo C C° est stricte.

Soit f € C'([0,1]). Soient z, y € [0,1]. La fonction f est

— continue sur [0, 1],

— dérivable sur |0, 1],

— de dérivée bornée sur [0,1] car la fonction f est continue sur le segment [0, 1].

D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe K > 0 (par exemple K = || f’HOO,[()’l]) tel que

() = fW)] < K|z —yl.
Comme z, y € [0, 1], alors |z — y| € [0, 1] et comme « € [0,1], |z —y| < |z — y|“.
Finalement,

Vo, yel01], [f(z) - fy)] < K|z —y[*

Ainsi, la fonction f est a-holdérienne d’ou

C' C Ha.

D’apres la question 7.a), po, € Ha.
Or, pour tout x # 0,

xa - O _ 1-0‘_1

z—0

. z% -0 s , . s 1
Comme o — 1 < 0, alors hm+ = +oo donc p, n’est pas dérivable en 0, donc p, n’est pas C sur
z—0T T —

[0, 1].

Ainsi, I'inclusion C' C H,, est stricte.

d) Montrer que H,, est un sous-espace vectoriel de espace C°([0, 1]).

— D’apres la question 7.c), Hqo C C° et C° est un R-espace vectoriel.
— La fonction nulle est a-hélderienne.
— Soient f, g € Ho et A € R.
Soient z, y € [0, 1].
Comme f est a-holdérienne, il existe K > 0 tel que
[f(z) = f(y)| < K|z —y|*

Comme g est a-holdérienne, il existe L > 0 tel que

l9(z) — g(y)| < Llz —y|*.

Ainsi, en utilisant 'inégalité triangulaire,

[(f +29) (@) = (f + Ag9)(v)]

[f(x) = f(y) + Ag(z) — 9(y)]

[f (@) = F() + (A l9(z) — g(y)
Kle —y|* +[Al- L |z —y|®
(K + LIAD ]z =yl

Ainsi, f 4 A\g est a-holderienne (car K + L|A| > 0).

VANV/ANV/AN



Finalement, H, est un sous-espace vectoriel de C°.

e) Soit 5 €]0,1] tel que a < 8. Montrer que Hg C H,. Cette inclusion est-elle stricte ?
En déduire que, pour f:[0,1] — R, 'ensemble I(f) = {a €]0,1] | f € Hq} est un invervalle de [0, 1].

Soit f une fonction S-holderienne. 11 existe L > 0 tel que

v, yel0,1], |f(x) — fy)| < Ll —y|”.

Comme z, y € [0,1], alors |z — y| < 1. De plus, a < 3, donc |z —y|* < |z — y|*.
Ainsi,

¥,y €01, [f(z) - f)l < Llo —y|” < Lz —y|*,
donc f € H,.

’Finalement, Hp C Ha- ‘

Supposons que I(f) est non vide. Soient o, 8 € I(f). Supposons sans restriction que o < 3.
Alors, d’apres la question précédente, |0, 3] € I(f).
‘Ainsi, [, B] C I(f) donc I(f) est un intervalle.‘

Remarque. Comme I(f) est une partie de R non vide et majorée par 1, elle admet une borne supérieure
v €]0,1] (v <1 car 1 majore I(f) et v > 0 car v majore I(f) non vide inclus dans ]0, 1]).
Comme I(f) est un intervalle, alors soit I(f) =]0,~/[, soit I(f) = [0,~].

Ainsi, I(f) = 0 ou il existe vy €]0,1] tel que I(f) =]0,~[ ou I(f) =]0,~].

f) Exemples d’ensembles I(f) : les différentes formes sont possibles!

1
(i) Donner deux fonctions f et h définies sur [0,1] telles que I(f) =0 et I(h) = ]0, 2} :

1
Notons f la fonction définie pour x €]0, 1] par f(x) = - et par f(0) = 0.

Supposons par 'absurde qu’il existe a €]0, 1] telle que f soit a-hdlderienne. Alors, il existe L > 0 tel que

Va,yel01], [f(z) - fy)l < Lz —y|*

En particulier, pour y < 0,
1
Vao>0,— < La®,
x

soit ]

«

1
Comme 1+ « > 0, alors lim —— = +o0.
0+ plte

On obtient ainsi une contradiction et f n’est pas a-holderienne.

‘Ainsi, I(f) = @.‘

Autre argument possible.

Toute fonction a-holderienne est continue (question 7.c)) donc I(dp) = () car &y est discontinue en 0.

f(pﬁ:}o’;]-

Considérons, pour tout v € [1, +oo], la fonction g, définie sur |0, 1] par g,(z) = (—v/z In(z))".

D’apres les questions 7.a) et 7.b),

(ii) Montrer que g se prolonge par continuité en 0 en une fonction notée g puis justifier que g1 ¢ H1.
2



D’apres le théoreme des croissances comparées, lim+ Vzin(z) =0".
x—0
Ainsi, lim exp (yIn(—v/zn(z))) = 0.
z—0t

La fonction g, se prolonge donc (par continuité) en une fonction continue en 0 en posant g-(0) = 0.

Supposons par I’absurde que g; € Hi. Alors, il existe L > 0 tel que
2

Va,y € 0,1, |1(2) = gi(y)| < Llz —y['/%.

En particulier pour y < 0,
V>0, —vzln(r) < Lyx.

soit
Va>0,—In(z) <L

Or, lim —In(z) = 400 ce qui contredit le caractére majoré de cette fonction.

xz—0t
Ainsi, ¢ ¢ 7-[%

(iii) Soit v > 2. Montrer que g, € C*([0,1]) et en déduire T (g5).

Soit v > 2.

Comme les fonctions racine carrée et logarithme sont de classe C? sur ]0, 1], alors g~ est de classe C? sur
10,1].

De plus, pour tout z > 0,

oh(e) == (gt + 42 ) (V)

In(z) + 2
ATV
~ —71;\(2 gy—1(z)

~ 1\/57_2 X (—1In(x))".

z—0 2

(—Van(z))"™!

Comme v — 2 > 0, par croissances comparées, hm+ g’v(x) =0.
z—0
Comme g, est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1] et 1im+ g (z) = 0, d’apres le théoreme de prolon-
z—0
gement de la dérivabilité, la fonction g, est de classe C! sur [0,1] et §; (0) =0.

D’apres la question 7.c), C! € H; d’on
G € Hi si bien que I(g,) =0, 1].

~ ~ ~ 1
(iv) En observant que g1 = p1 o g5, conclure que I(g;) = ]0, 3 [
s

1 1
Soit a < 3 fixé. Posons 7 = — > 2.
el
D’apres la question précédente, g, € Hi. De plus, p, € Hy. Ainsi, il existe K, L > 0 tels que pour tous
x,y € [0,1],

191(2) = 91(W)] = [Pa(9+(2)) = Pal3: ()] < Klgy(z) — 7 (y)|* < KL [w —yl|*,

Ainsi, §; € H,. Finalement,

rn =3[




8. Inégalité de Holder.
1 1
Soient (p,q) € (Ri)Q tels que — + — = 1.
p q
Soient n € N, (ug, ..., un) € (Ry)" et (vg,...,v,) € (Ry)™H
Le but de cette question est d’établir 'inégalité

a) Soit g : R4 — R concave.Considérons h définie pour tout (z,y) € Ry x RY par h(z,y) = yg <x>
Y

Montrer que : Y(xg,...,z,) € ]Ri“ , Y(yo,---,yn) € RL ntl Zh (g, k) <Z xk,Zyk> i

k=0

Comme la fonction g est concave, la fonction —g est convexe.

Ainsi, en notant y = Z Yk, donc Z Ik _ = 1, d’apres l'inégalité de Jensen (avec A\ = y—k)
Yy
k=0 k=0

Lo =L () L5 (o (2)> (£ 3

k=0

Puis, par concavité de g :

n

h(@, Yk) Zykg <§:Z Zxk> (Z:ck,Zyk)
= k=0 =

k=0

1
b) Montrer que la fonction ¢ : ¢ — t? prolongée par continuité en 0 est concave sur Ry puis en déduire
I'inégalité (2).

11 11—-p 1_
La fonction c est de classe C? sur R*. et pour tout ¢ > 0, ¢/(t) = ~t» Let (1) = el )
p p D
Ainsi, ¢’ <0 et la fonction c est concave.

On suppose que, pour tout k € [0, n], vy # 0. On pose alors x = ui ety = UZ. En utilisant la question ?7,

S () < S (Fet)

Q=

n LIS U | n =5 [ n v n n %
e evte(5) (5 <29 59
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Dans le cas général, en notant I = {k € [0, n]|vy # 0}, d’apres le point précédent,

S ues (Yt) (St)

kel kel kel
De plus,

S =Ywn Tit-3ih Th<dd

kel kel kel =0
car tous les termes sont positifs.
On obtient donc bien 'inégalité souhaitée, dans tous les cas .



9. Approximation polynomiale uniforme d’une fonction héldérienne.

Soient « €]0,1] et f € H,. On note L € R’ une contante telle que
V(Z"y) S [07 1}2 ’ ‘f(y) - f(x)‘ < L’y - x’a

Considérons la suite (B, (f)) de fonctions polynomiales définie dans la partie II.
a) En utilisant I'inégalité (2) de Holder pour des valeurs & préciser des différents parametres, montrer que

% ’Vl k @ n k —k " ]{7 2 n k —k 2
1 - 1—2)" "< — - 1—x)" :
Vn € N* | Vz €0, ],Z . <k>x( x) (Z i (k>x( x)
k=0 k=0
Soient n € N* et z € [0,1].
Pour tout k € [0,n], on pose
9 2 Eoo® 2 1-2
o — n k n—k n k n—k «
p o’ q a Uk n x <<]€>x ( l’) > ) Vg <<k‘)x ( 33') )

w[R

k
——
n

(- > (;0 Rt ‘ﬂf)”‘k) ’ no BEEEE

b) En déduire que la suite (B, (f)) converge uniformément vers f sur [0, 1] et donner un majorant explicite
de || Bn(f) = fllsc,j0,1) en fonction de n et L (on attend une inégalité qui généralise (1)).

Soient n € N* et z € [0,1].
En utilisant la question 6.a) et la question précédente,

n

BN - fo)l < 3011 () - 5| (7)o o
< Lk; % | <Z>mk(1 — )k
(gl O
s (x(ln_x)f h (476)3"
Ainsi,
L c.u

HBn(f) - f”oo,[O,l} <

(471)% et ngr_{_loo HBn(f) - f”oo,[O,l] = 0 donc (Bn(f)) — f

Remarque. Dans le cas @ = 1, on retrouve le cas lipschitzien. L’inégalité de Holder a permis de gagner
2
un facteur 5 par rapport a la méthode de séparation des sommes qui a mené a la question .
O



On admettra que, comme pour le cas des fonctions lipschitziennes, ce résultat s’étend aux fonctions holde-
riennes sur un segment [a, b|.

Partie IV - Approximation simultanée d’une fonction et de sa dérivée

Soit n € N.
n
Pour tout k£ € [0,n], on définit la fonction polynomiale By, : « +— <k:> 2¥(1 — 2)"7* de sorte que, pour

f:10,1] = R, la fonction B, (f) définie dans la partie II s’écrive comme une combinaison linéaire de ces

n + 1 fonctions polynomiales :
n
k
n
k=0

10. Soient f:[0,1] — R et n € N*.
a) Pour tout k € [1,n — 1], montrer que B;c,n est proportionnelle a la différence de By_1 ,,—1 et de By ,—1
en précisant le coefficient de proportionnalité.
Exprimer également By, et B;, ,, en fonction de By -1 et By_1pn-1.

By, , est une fonction polynomiale, elle est donc dérivable sur R, donc sur [0, 1].
Pour tout z € [0, 1],

By () = <Z> ka® (1 —2)" T — <Z> (n—k)z*(1 — z)" k1

On applique de nouveau la relation du capitaine :

(o) = (o) w0 () = e = ()

n n—1
(formules qui restent vraies, méme si k = 0 ou n = k, si 'on accepte ( 1) =0= < ))
On trouve alors :

B;c,n(x> =n (Z: i) l’k_l<1 — x)(n_l)_(k_l) -n (n ; 1>xk(1 o :L')(n_l)_k

-~

=Bp_1,n-1 =Bgn-1

Bllﬂ,n(x) = anfl,nfl(«T) - anm,l(x)

(La formule étant donc vraie, méme si k = n)

b) Justifier que B,,(f) est dérivable sur [0,1] et que,

=8 (1 (5) - ()

On a alors, puisque B,,(f) est elle également polynomiale donc dérivable ; pour tout = € [0,1] :

— kzn:_of (2) B, = kzn:_of <:> [nBk—1n-1(z) — nBn-1(z)]




et par linéarité,

Bu(fY()= 0> f (:) Buorsa(s) =1 (fL) Bun ()

"= =
_ nhzzo[f (h: )—f(Z)]Bh,n_m)
st o (1 (41) 1 (1)) o

11. On suppose que f est de classe C2 sur [0,1]. Soient a,b € [0, 1] avec a # b

a) Soit M € R tel que o : t+— f(b) — f(t) — (b—t)f'(t) — %(b — t)? satisfasse ¢(a) = 0.

Montrer que le choix d’un tel nombre M est possible, puis qu'il existe un réel ¢ €la,b[ (ou ]b, a[) tel que

M = f"(c).

Puisque b # a, observons que

() =0 = J0) = @)~ (b= a)f'@) - G- af =0 e P ITIO 2L gy

J(b) - f(a) = (b — a)f'(a)
(b—a)?

si bien qu’en posant M = 2 , on obtient p(a) = 0.

Notons alors que
* p(a) =0 et p(b) = f(b) = f(b) =0+ 0=0,
* f est de classe C* donc, f et f’ sont dérivables sur [0, 1], donc ¢ est dérivable sur [0,1] donc ¢ est
continue sur le segment [0, 1] et dérivable sur 'ouvert |0, 1],
ainsi, on peut appliquer le théoreme de Rolle :

Jc€la,bloulbal, 0=¢'(c)=—f(c)+ f(c) = (b—c)f"(c) - (—2)%(5 -0

Apres simplification puisque b — ¢ # 0 (car ¢ €]a, b[ ou |b,al) : M = f"(c).

Ainsi, il existe un nombre ¢ €]a, b[ (ou )b, a[) tel que M = f"(c).

b) Montrer alors que f(b) = f(a) + (b —a)f'(a) + ————

P 2

On prolonge la réponse de la question précédente, on a p(a) = 0 = f(b)— f(a)—(b—a)f'(a)+ 5

(b —a)?
2

Va#be0,1],3 c€ [a,b] (ou [b,a]) tel que f(b) = f(a)+ (b—a)f'(a)+ (e

k
c) Soient n > 2 et k € [0,n — 1]. Montrer que — <
n



k k
Puisque 0 <n — 1 < n (car n > 2) et que tout est positif : — < T
n o on-
Puiskn— (k+1)(n—1)=kn—kn—n+k+1=k+1—-n <0,
k k+1
on a donc kn < (k+ 1)(n — 1) et donc 1< + .
n— n

k k <lc+1
n n—1 n

d) En combinant les réponses précédentes avec a <— T montrer que pour n = 2,

. ko k ko k+1
il existe (Ckn,Chp) € } e [ X ] — [ tels que

(52) () (o) o Bt

k
On applique deux fois la formule trouvée précédemment, avec a < ——

n—1
Une premiere fois avec b +— —, il existe ¢, € | —,
n ’ nn—1

n—1

k\ k k k Lk 1 /(k Eo\?,,
f(n)_f<n—1>+<n_n—1>f<n—1>+2<n_n—1)f(k’n)
Une deuxieme fois avec b < 1, il existe cﬁme}kl,kﬂ_l[
’ n— n

k41 k k+1 k , k 1 /k+1 k 2 L
f( n ):f<n—1>+< n n—1>f<n_1)+2< - )f(ckz,n)

On peut soustraire ces deux égalités (la seconde moins la premiere) :

()10 5 -5) - G- a5)l (G5

A 2
+1(’f+1_ - )f”(c;,n>—;<k‘ k )f”(c'“’”)

i 2 n n—1 ) )
— k+1_k:|f/< k >+<n_k_1) f//(cﬁc,n)_%f”(ck,n)

n n n—1 2n%(n —1)2

En multipliant par n :

) )7 () s o i

e) Etablir ensuite existence d’une constante K (dépendant de M) telle que pour tout n > 2,

Ve € 0,1, [Bu(fY (@) = Bar(F)a)] < o

La fonction f est de classe C% sur [0, 1].
Elle est donc dérivable deux fois et sa dérivée seconde f” est continue sur [0, 1].
[0,1] est un segment = intervalle fermé et borné (c’est un intervalle compact), donc le théoreme de



Weierstrass permet d’affirmer que f” est bornée sur [0, 1].

Ainsi, il existe M > 0 tel que pour tout = € [0,1], | f"(z)| < M.

En reprenant I’expression trouvée en 12. :

5oy~ By = 3 [ (s () -1 () -1 (2] B

n—k—1)>2 v k2 "
= kZ:O [(Qn(n—l))?f (Chn) — mf (Ck,n)] Bin—1

3 >
—o

Soit € [0, 1]. Majorons la valeur absolue de la somme en utilisant I'inégalité triangulaire deux fois :

n—1 n—k_— 2 2
B0 @) = Bua 10| = [ X [ ) = ot )| Brca 0

k=0
n—1
(n—k—1)2 "e .t k? 1
S onln —1)2 T ol 12 Bjon—
kzo 2n(n —1)2 7 (Cn) 2n(n — 1)2f (k)| X [Bin—1(w)|
n—1
(n_k_1)2 "ot k? I
< kzo (2”(”1)2|f ()| + m‘f (k)| ) X Brn—1(z) car By ,—1(z) >0
attention : I'inégalité triangulaire a transformé un — en +!
n—1
(n—k—1)>2 k2
S M X B
;0 ( 2n(n —1)2 + 2n(n —1)2 X M X Bg ()
M ((n—k—1)? k2
S kz_o < n—17 (- 1)2> X Bp-1(z) carn =1
M S n—k—1 k
< %kZ_DQBk,n—l(!E) car 0 < ———— <let0< —— <1
M n—1
< Z car ZBkm_l(x) = 1.
k=0
Ainsi, en prenant K = M,
/ ! K
pour tout x € [0,1], |Bn(f) (z) — Buo1(f')(2)| < —.

f) Conclure que B, (f) <% ' sur [0,1].

Soit € > 0. %
Il existe N € N, tel que Vn > N, — <
n

| ™

Il existe N' € N tel que V z € [0,1], |Bn(f')(z) — f'(z)| < % d’apres la fin de la partie II.
Et ainsi, pour tout n > max(N, N’ + 1) : pour tout x € [0, 1],

|Bn(f)(x) = f'(@)| = |Bn(f) () = Buo1(f)(2) + Bna(f)(2) —
By (f)'(#) = Buea(f)(@)] + | Bu-a(f) (@)

NN

La majoration est uniforme en z.

On peut affirmer que, si f est de classe C? sur [0,1], B,(f)’ converge uniformément vers f’ sur [0, 1].




