Lycée Pierre de Fermat 2025/2026
MPSI Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°7
CORRECTION

Sujet donné le mercredi 18 mars 2026, 3h.
INTERPOLATION DE HERMITE ET POLYNOMES ORTHOGONAUX

Dans la Partie I, on reprend les polynomes d’interpolation de LAGRANGE. On exploite cette base pour
donner une formule de quadrature d’une intégrale.

Dans la Partie II, on étend l’interpolation a celle associée & HERMITE. Elle permet d’interpoler P et ses
dérivées en des points particuliers. On n’a pas besoin d’expliciter la base des polynémes obtenues, seules les
méthodes d’algebre sont exploitées.

Dans la Partie III, on revient sur le calcul intégral de la premiere partie afin d’exploiter des méthodes
d’algebre bilinéaire.

Partie I - Interpolation de Lagrange et applications aux formules de quadrature

Soit I = [—1,1]. On fixe un entier n > 2 pour toute cette partie.

Soit f : I —]0,+o00[ une fonction continue, strictement positive.

Soit D € R, [X] un polynéme ayant n racines réelles distinctes r; < --+ < r, dans I.
On suppose, de plus, que D vérifie la propriété. :

1
¥ Q€ Ry [X], /_1 Q(2)D(z) f(z)dz = 0

1. Base de Lagrange
a) Quelle est la dimension de R,,_1[X]?On n’attend pas de démonstration

C’est un résultat du cours,

| dim(R,, 1 [X] =7

Une base (dite canonique) est (1, X,... X" ) composée de n vecteurs.

b) Montrer qu'il existe une base (L1, ... L) de R,,_1[X] telle que pour tout entier i, j € [1,n], L;i(r;) = 6; ;.

Plusieurs fagons pour répondre a cette question :
— On peut exhiber la base en question (c’est ce que nous allons faire ici)
— On peut montrer que ¢ : R,,_;[X] = R", P — (P(rl), P(re),..., P(rn)) est un isomorphisme d’espaces
vectoriels,
pour des raison de dimension et car ® est injective, vu que Ker® = {0}.
C’est la méthode exploitée en question truc.
— On peut montrer que (L;)1<i<n est la base duale de

n
X —r;
Posons, pour tout ¢ € N, L; = H :

j=1

ri —Ty '
i
Nous définissons ainsi n polynomes de degré n — 1, donc vecteurs de l'espace R,,_1[X] de dimension n.
Evaluons pour tout j € N,

n 0 SiHhGNn\{i}|Tj:hh
ri—r n o 0 sij#i
L‘ : :llij = .] h 1 = .. .
o) het Tt Th II Ty —Th oo { Losig=i

_ h=1
h#i h#i



Montrons que (L;)i<i<n est une famille libre.

Soient A1, Ao, ..., A, tels que Z A L; = 0 (polynome nul).

En affectant la valeur r; a ce polynome, on trouve :

0 =0(r;) ZL r;) immj\l/:xj

i =

Ainsi, pour tout j € [1,n], A; =0.
Ainsi, on a trouvé explicitement une famille libre de n vecteurs de R,,_1[X], c’en est une base.

Il existe une base (Lq,...Ly) de R,_1[X] telle que pour tout entier ¢,5 € [1,n], L;i(r;) = & ;.

On a exploité la force de ’algebre linéaire et tout particulierement de la dimension finie.
Mais on aurait également pu montrer que la famille (L;) est génératrice.
n

Soit P € Ry 1[X] et T =P = P(r;)L;
=1

Alors pour tout j € Ny, T'(r;) = ZP ri)Li(rj) = ZP 1ri)0i; = P(r;) — P(rj) = 0.
Donc T admet au moins n racines, mais T est de degré au plus n — 1 donc T=0.

Ainsi P = Z P(ri)L;

=1

2. Une premiere application. Elargie & Ro,,—1[X]
a) Montrer, en exploitant la base (L1,..., Ly,), qu'il existe des nombres réels A, ..., A, tels que :

v P e Ru_i[X], / P@)f(z)dz =3 MP(r)

Soit P € R,,_1[X].

n
Ecrivons P sur la base (L;)1<i<n : il existe (aq,...ay) tel que P = Z a;L;
i=1

Par linéarité de I'intégration :
1
| P dt_/ Zau dt_Zal/
-1

1

Pour tout 7 € N,;, le nombre / L;(t)f(t) dt est indépendant de P, notons le \;.
~1
Par ailleurs, pour tout j € N,,,

= Zn:aiLi(’r’j) = Zn:aiéi,j =«
i=1 =1

Donc

1

1 n
/ P(t)f(t)dt = > XP(r;) avec A, —/ Li(t) f(t) dt

-1 i=1 -1

b) Montrer que si P € Ry,_1[X], on a

/_1 P()f () de = 3 AP(r) (1)

On pourra considérer la division euclidienne de P par D.



Soit P € Rgnfl[X].

Effectuons la division euclidienne de P par D : il existe (Q,R) € R[X] tel que P = QD + R avec
deg R < deg D = n.

Notons que QD = P — R, donc deg@QD = deg@ + deg D < max(deg P,deg R) < degP (ou bien
deg P > n et donc deg P > deg R, ou bien deg P < n — 1 et alors @ =0, P = R et donc deg R = deg P).
Donc degQ < deg P —deg D < 2n — 1 —n =n — 1. Par linéarité :

1 1

R(z)f(x)de =0+ / R(z)f(x)dx

-1

[ Penwar= [ ewrwswar [

-1
Or R € R,,_1[X], on peut donc appliquer le résultat de la question précédente :
1 n
/ R(z)f(x)dz = AiR(r)
-1 i=1

Or R =P — @D, donc pour tout i € Ny, R(r;) = P(r;) — Q(r;)D(r;) = P(r;) car r; est une racine de D.
Ainsi :

n

VPe RQn—l[X]v/ P(x)f(z)dx :/ R(z)f(z)dx = Z/\iR(Tz’) = Z)\ZP(H)

-1 -1

n
c) Soit @ € [1,n]. En évaluant I’égalité (1) sur le polynéme T; := H(X —7;)?, montrer que \; > 0.

j=1

i
Soit ¢ € [1,n], degT; = 2(n — 1), donc T; € Ro,—1[X].
) . 0 sih#1
Ainsi, on a bien / Ti(x)f(z)dz = Z MTi(rg). Or Ti(ry) = H(T’ —r)? sih=i
h 7
1
Donc / Ti(x)f(z)de = N H(n — 7).
- i#i )
De plus, pour tout = € [-1,1], f(z) >0, T;(x) = H(x —74)? >0, donc / Ti(x)f(x)dz > 0;
i -

Donc, nécessairement, A\; > 0‘

1

3. Soit g une fonction continue et positive définie sur I = [—1,1]. On suppose que / g(t)dt = 0.
~1

x
a) Etudier les variations de G : x +— / g(t) dt. Montrer que G puis g sont nulles.
-1

g est continue, donc elle admet une primitive G. Celle-ci est de classe C?.
On a alors, V z € [~1,1], G'(x) = g(x) > 0, donc G est croissante sur [—1,1].
1
Ainsi, pour tout z € [-1,1] : G(—1) < G(z) < G(1). Or G(—1) =0et G(1) = / g(t)dt = 0.
—1

Donc G est nulle sur [—1,1] et donc g = G’ = 0 également.




b) Application : montrer que pour tout i € [1,n], A\; > 0.

Soit i € N,,.
1

Reprenons le résultat du calcul de la question précédente : / Ti(z)f(z)de = N 1_[(7“Z — ;)%
- 1 i
On sait que A; > 0. Supposons par 'absurde que A; = 0. Alors / Ti(x)f(z) = 0.
-1
Or x — T;(z) f(x) est continue et positive (par produit) sur [—1,1].

Donc d’apres la question précédente : V x € [—1,1], T;(x) f(x) = 0.
Or par hypothese : f est a valeurs dans R, donc jamais nulle, et V x € [—1,1], T;(x) = 0. Absurde.

‘Nécessairement, VieN,, \>0. ‘

Partie II - Interpolation de Hermite

Soit a et b deux nombres réels tels que a < b. Soit h une fonction C* de [a,b] dans R. On fixe un entier
N> 1.
On dit que h s’annule a l'ordre N dans [a, b] s’il existe un entier m < N, des nombres ¢, ca, . .. ¢, tels que

m
a<e <eg < <oy < b et des entiers strictement positifs k1, ..., k,, tels que ZkZ = N et, pour tout
i=1
entier 1 <7 < m et tout entier 0 < k < k;, on a h(k) (ci) = 0.
On dit que h s’annule exactement & 'ordre N dans [a,b] si h s’annule & 'ordre N dans [a, b], mais ne s’an-
nule pas a l'ordre N + 1 dans [a, b].
On notera que h n’est pas nécessairement une fonction polynomiale.

4. Quelques exemples
a) Que dire d’une fonction polynomiale h qui s’annule & l'ordre N (> 1) dans [a, b] et qui n’admet qu’'une
racine ¢ dans [a, b] ?

Nécessairement, on a h(®)(¢) = 0 pour tout k < N. Ainsi ¢ est une racine d’ordre (au moins) N de [a, b].
La réciproque est vraie.

h qui s’annule & l'ordre N (> 1) dans [a, b] avec une unique racine ¢ dans [a, b]
si et seulement si h(x) = (z — ¢)T(x) avec M > N et pour tout = € [a,b], T(z) #0 .

b) Donner I'exemple d’une fonction polynomiale h qui s’annule a l'ordre 5 dans [0, 1] et qui admet exac-
tement trois racines dans [0, 1].

(z —a)(x —b)*(z — ¢)? avec a,b,c € [0,1].

On peut prendre hi(z) = (z — a)(z — b)(x — ¢)® ou hy(z) =
= 0, donc on a les entiers associés respectivement

En effet, hi(a) = 0, hy(b) = 0 et hi(c) = h(c) = h{(c)
qui valent 1,1, 3, de somme égale a 5.

En effet, ho(a) = 0, ha(b) = hb(b) = 0 et ha(c) = hb(c) = 0, donc on a les entiers associés respectivement
qui valent 1,2, 2, de somme égale a 5.

1 1\* 3 1\° 1 3\?
Concretement, on peut prendre h; = (x - 4> <a: — 2> (x — 4> ou hy = (x — 4> (x — 2) <:1c — 4) .




¢) On considere f : [-m,7] = R, z — sin? z cos® z. Pour quel entier N, peut-on dire que f s’annule
exactement a 'ordre N dans [—7, 7] ?
On explicitera une stratégie en deux temps pour résoudre cette question.

On note que f est bien de classe C* sur [—m, 7].

1. Il faut d’abord chercher les racines (ou les zéros) de f. Pour tout = € [—7, 7]

f(z) =0<«=sin(z) =00u coszt =0<=x € {—7,0,7} ouzx € {—g,g}

. 7 T
Ici on a les nombres ¢y = —m,c0o = ——, c3 =0, ¢4 = 5 et cs = .

2
2. 1l reste ensuite & voir si ces nombres sont racines de f’, et si oui de f”....
Ve [-mm],
f(z) = 2sinz cos* & — 3sin® x cos® x = sinz cos z x (2cos® 2 — 3sin? z cos ),
donc, our tout i € N5, f'(¢;) = 0.
Ve [-mml,
f(x)=2 cos® z—8sin? x cos® £—9sin? z cos® £+6 sin z cos & = 2 cos® x—17sin? z cos® £+6 sin? z cos z.
Et donc f"(—m) = f"(7) = =2, f(0) = 2, alors que f"(ca) = f"(cs) = 0.
Ve [-mml,
f"(x) = —44sin x cos® z + 75sin® cos® x + 24 sin® x cos® —6 sin® z,
et donc f"(c2) =6 et f"(cy) = —6.
Ainsi, aux nombres ¢; définis précédemment, on associe exactement (et respectivement) k1 = 2, ko = 3,
ks =2, kg =3 et ks = 2.

3

‘f s’annule exactement a 'ordre 2 + 3+ 2 + 3+ 2 = 12 dans [—7, 7). ‘

5. Hérédité
a) Montrer que si h s’annule & l'ordre N + 1 dans [a, b], alors k' s’annule & 'ordre N dans [a, b].

On conserve les notations de I’énoncé : on note ¢y, ... ¢y, les racines données par ordre croissant. de h

m
et respectivement k; leur ordre (au moins). On sait que Z ki =N + 1.
i=1
e Soit i € [1,m — 1], h est continue sur [¢;, ¢;+1], dérivable sur |c;, cit1] et h(c;) = h(cit1 =0
On peut donc appliquer le théoréme de Rolle : 3 d; €]e;, ¢i11] tel que h'(d;) = 0.
On associe alors a chacun des m — 1 nombre d;, 'entier h; = 1.
e Soit i € [1,m — 1], et k € N, alors (h')(k) (¢;) = h* () =0si k41 < k.
Donc si k; > 1, alors ¢; est racine de h' et on peut lui associer I'entier k; = k; — 1.
Pour faciliter la synthese, notons I = {i € N,,, | k; > 1}, ensemble qui peut étre vide.
Finalement, on a trouvé m — 1 + card([) racines de h’, auxquelles on peut associer le nombre :

m—1 m—1
N=>"hi+> K=Y 1+ (ki-1)=m—-1+) (k—1)
j=1 il j=1 iel iel

Notons que si i ¢ I, alors k; = 1, donc k; — 1 = 0, ainsi

Z(ki_1)+O:Z(ki_1)+2(ki_l):i(ki_l):iki_ilzj\r“‘l_m
iel iel igl i=1 i=1 i=1

AinsiN=m—-1+N+1—m=N.

Si h s’annule & Pordre N + 1 dans [a, b], alors k' s’annule & 'ordre N dans [a, b].




b) Monter que si h s’annule & I'ordre N + 1 dans [a, b], il existe ¢ € [a, b] tel que AN (c) =0 .
On pourra démontrer par récurrence que h%) s’annule a I'ordre N — k + 1.

Soit h qui s’annule & l'ordre N + 1 dans [a, b]. Posons pour tout k € [0, N], Py : < h®*) g’annule a Pordre
N — k+1 dans [a, b]. >
— Py est vraie.
— (P; est vraie d’apres la question précédente.)
— Soit k € [0, N — 1]. Supposons que P}, est vraie.

Alors h®) s’annule & Pordre N —k +1 < N — (N — 1) 4+ 1 = 2 dans [a, b)].

On peut alors appliquer le résultat de la question précédente a h h(F)

qui s’annule & I'ordre N +1 = (N — k) + 1 avec N > 1.

Donc 7' = h**1 s'annule & l'ordre N = N — k= N — (k + 1) + 1 dans [a, b].

Ainsi Py est vraie.
On a donc démontré le résultat attendu par récurrence, et en particulier Py est vraie.
Donc ™) s’annule & I'ordre N — N + 1 = 1 dans [a, b], h admet donc une racine dans [a, b].

Si h s’annule & l'ordre N + 1 dans [a, b], il existe ¢ € [a, b] tel que ™) (c) = 0.

On fixe, pour le reste de cette partie, f une fonction de classe C* de [a, b] dans R.

6. Interpolation d’HERMITE

Soit P € R[X] un polynéme non nul, scindé dans R et dont toutes les racines sont dans ]a, b].

On note (a <)t; < -+ < t;y(< b) les racines de P et, pour tout entier ¢ € [1,m], on note k; le plus petit
entier tel que P (¢;) £ 0.

a) Montrer que si @ € R[X] est un polynéme tel que deg Q) < deg P et, pour tout entier ¢ € [1,m] et tout
entier k € [0, k; — 1], Q®) (t;) =0, alors P|Q puis @ = 0.

Soit © € Nyy,.

On sait que pour tout k& < k;, Q(k) (t;) = 0. Donc t; est racine d’ordre de multiplicité au moins égale a k;.

Ainsi (cours) : (X —t;)%]Q (divise).

Et par ailleurs, pour tout i # j € N, avec (X —t;) — (X —t;) =t; —t; € R*, donc (X —t;) AN(X —t;) = 1.
Ainsi, d’aprés le lemme de Gauss : (X — ;)" A (X —t;) = 1 et de nouveau : (X — ;)% A (X — ;)% =

Q.

m
Ainsi, d’apres le lemme divisibilité par des polynomes premiers entre eux : H(X — ti)ki
i=1
Mais on a reconnu a gauche, le polynéme P de I’énoncé (4 une constante multiplicative non connue).
Par conséquent, il existe T' € R[X] tel que Q@ =T x P. En terme de degré : deg @ = det T + deg P.
Or deg ) < deg P, donc degT < 0, donc T' =0 et

m
b) On note d = Z ki, le degré de P. Montrer que
=1

d: Ry 1[X] — R?
H v (Ht),...H® (), H(ta), ..., H®2" D (1), - H(ty),... H* V()

est une application linéaire injective.



e O est bien linéaire :
En effet, la dérivation k-ieme est linéaire, ainsi que ’affectation en ;.

Ainsi : (AH + pL)® = XH® + 4 L® puis (AH + pL) P (t;) = XH®) () + pLF)(8;)
Enfin

ONH +pL) = (AH +pL(tr),. .. \HE D (@) 4 uL™ D), AH (t) + pL(ty), ... AHE =D (2,) 4 pLEn =D (t,,))

A(H (), ... HM =D (), H ), HE D (80,)) + p(L(t), ... LBV (1), .. LE D (1)
= A\O(H) + pd(L)

o & est injective :

Soit @ € Ker®, alors ) vérifie exactemen les conditions demandées dans la question précédentes.
Donc @ = 0. Ainsi Ker® C {0}. L’inclusion réciproque est vraie.
Donc Ker® = {0} et donc @ est injective.

® est une application linéaire injective de Ry_1[X] sur RY.

c) Grace au théoreme du rang, on peut affirmer que ® est un isomorphisme (i.e. bijectif).

En déduire qu’il existe un unique polynéme H(f, P) € R[X] tel que deg (H(f,P)) < degP et tel que,
pour tout entier 1 < i < m, et tout entier 0 < k < k;,

(H(f, P) (1) = f®(t,)

Les espaces vectoriels Rg_1[X] et R? sont des R-ev de méme dimension : égale & d.
Donc @ est en réalité un isomorphisme.

Ainsi, pour toute application f, il existe un unique polynéme H de degré < d = deg P, antécédent du

d-uplet (f(t1),... fE 7D (t), flt),. ., fE2D(@a), o f(tm), - fE D (1)),

Il existe un unique polynéme H(f, P) € R[X] tel que deg (H(f, P)) < deg P et tel que,
pour tout entier 1 < i < m, et tout entier 0 < k < k;, (H(/, P))(k) (t:) = FPO ).

Remarque :

On a exploité ici la force de I'algebre linéaire et de la dimension finie. Cela donne une démonstration
efficace et donc esthétique.

Mais c’est frustrant car on ne sait rien du polynéme H. ..

On serait plus < rassuré >si on connaissait explicitement Hy, 'antécédent deey, = ( 0,---,0,1, 0,---,0 ).
~——
k—1 termes N—k—1 termes

Pour t € [a,b] \ {t1,...,tm}, on pose
_ W) -H(,P)®)
Q(f’ P)(t) o (t _ tl)kl R (t — tm)km

On peut démontrer que @ est de classe C*™ sur [a, b].

7.a) Soit sp € [a, b] et soit un entier n > 1. Montrer que

(") (4
QUE (X — s0)7")(sp) = - A50)

n!

On exploitera la formule de Taylor-Young.



Ici, P = (X — s0)" et donc il n’y a qu’une racine t; = so d’ordre k; = n.
n—1

(k)
OrT = Z 17(s0) (X — s0)F est un polynome de degré n — 1 < n = deg P vérifiant V k < n, T%®)(sq) =

k!
k=0
f(k)(so).
Par unicité, de H, on peut donc identifier : T'= H(f, P).
Onadoncg=f—H(t,P)=f—-T:

S
—

z — s0)"

(k) (5
f (!0)(

Vaelab, g =f(r)- 3
k

=0

Or f (et g) est de classe C*, donc on peut appliquer la formule de Taylor-Young,
f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de sg :

(n) (s () (s
@) = st (so)a—so)t -+ (o oy po(amso)) = T(a)+ T t20)

T—s0 n! n!

(m—so)"—i—o((:c—so)")

() (s
o) = F@) ~T() = T 0t o(a— s

g@®) fM(s0)

(z — so)™ z—=s0  n!

Q(f, P)(x) =

La limite existe pour x — sg :

+0(1)

f(")(so)

n!

Q(f, (X —50)")(s0) =

b) Montrer que si P est unitaire : P x Q(f,P) = f — H(f, P)

Notons que, puisque P est unitaire et que toutes les racines de P sont dans |a, b], alors (en conservant les

m
mémes notations) : P = H(X — ;)i

i=1
Et on retrouve P au dénominateur de la fraction qui définie Q.
Ainsi

(P xQUf,P)=f—H(P)

c) Soient Pi, P, € R[X] deux polynémes unitaires et scindés dans |a, b[. Montrer que

H(f, P1P2) = H(f, Pl) + P1H(Q(f, P1),P2) puis que Q(f, P1P2) = Q(Q(f, Pl), PQ).

Les racines de P = P; P, sont des racines de P; et/ou de Ps.
Soit ¢ une racine de P, supposons qu’elle est d’ordre hy de P; et d’ordre hy de Ps.
Ainsi, pour tout h < hy+hg, H(f, PP) " (t) = f" (). Ce ce qui caractérise le polynéme H (f, PLPy).
Par ailleurs, notons T'= H(f, P1) + PLH(Q(f, P1), P»).
Soit A < h1 + ha.

h
T(h)(t) =[H(f,P)+ PH(Q(f, P1>7P2)](h) (t) = H(f, Pl)(h)(t) + Z (h> Pl(i)(t)H(Q(f, Pl),Pg)(h_i)(t)

ou 'on a exploité la linéarité et la formule de Leibniz.
e Sih < hq,



alors H(f, P1)"™(t) = f"(t)
et pour tout i < h, P( )( t) =0, car t est racine d’ordre hy > h.

Par conséquent T( )( t) = ™).
e Sih > hq,
Puisque P; est unitaire : Py x Q(f, P1) = f — H(f, P1)

h
done (7.0 = 500 = 3 (V)P0 x @7 P00

Donc T)(t) ) + Z ( ) ) (HQUf, P, ) 0(0) = Q(f PN (1))
Par ailleurs, ¢ est racine d ordre hy de P, donc pour i < hy, Pli) (t) =0.

Donc 7MW (t) = )+ Z ( ) ( (Q(f. Pr), )" (t) — Q(f, Pl)(h_i)(t))-
i=hy

Puis, pour ¢ € [hi,h], h —i < h —hy < hy + ha — h1 = hy (rappel : h < hy + ha),
Donc H(Q(f, Py), P)"=(t) = Q(f, P) "9 (¢) par définition de H.
Ainsi dans ce cas 1a également : TW () = FM)(¢).
Enfin, notons que

degT < max (degH(f7 Pl)vdeg(PlH(Q(fv Pl)a PQ)))
< max(deg Py, deg P, + deg P,) = deg P, + deg P, = deg(P, P»)

Et par unicité de 'existence de H, on peut donc identifier :

|H(f,PiPy) =T = H(f, P\) + PLH(Q(f, 1), P») |

On a ensuite, puisque P, P> et P; P, sont unitaires :

PIRQ(f, PiPy) = f—H(f, PiP2) = f—H(f, P)+PiH(Q(f, P1), 2) = PLx(Q(f, P1) + H(Q(f, P1), P2)) = PLP2X(

Ce résultat algébrique, est vraie en tout ¢ € [a,b]. Et donc en tout ¢ non racine de P; et de P; :

QS PLP)(t) = Q(Q(S, P1), P»)(t)

On peut enfin prolonger la relation par continuité en chacune des racines de P; et de P :

QU PLP2) = QQU P, P) |

On fixe t € [a,b] \ {t1,...tm}. Pour tout s € [a, b], on pose

Qi(s) = f(s) — H(f,P)(s) — Q(f, P)(t) x [J(s — t:)™
i=1

8. On conserve les méme notations concernant le polynéome P et ses racines.
a) Montrer que la fonction @; s’annule a l'ordre deg(P) + 1 dans Uintervalle [min(¢, t1), max(t, t,,)].

Pour tout i € [1,m] et tout k < k;

m
— Q(f, P)(t) est une constante, et t; est donc une racine d’ordre de multiplicité k; du polynoéme Q(f, P H
i=1



Ainsi, par linéarité de la dérivation d’ordre k :
QP (1) = P () = H(F, PP () =0 =0
Par ailleurs,

Qult) = f(t) ~ H(J, P)(t) 20 Gk

d’apres la définition de Q(f, P)(t).

’Ainsi, Q@ s'annule a l'ordre ky + ko + -+ - + kpy, + 1 = deg P + 1 dans [min(¢, t1), max (¢, t,,)]. ‘

b) En déduire que si P est unitaire, il existe £ € [min(¢, 1), max(t,¢,,)] tel que

(deg(P))
- 1P =L e

D’apres la question 5.b), puisque @; s’annule a lordre deg P + 1 dans [min(¢, t1), max(t, t,,)],
il existe & € [min(¢,t1), max(t, tm,)] tel que Qtdegp (&) =0. Or

m (deg P)
d €, €, i
Q) (s) = fUEP)(s5) — H(f, P)9EP)(s5) — Q(f, P)(t) <H(X_ti)kl> (s)

i=1

m

Mais H(f, P) et H(X —t;)% sont des polynémes de degré < deg P et = deg P respectivement.
i=1
Donc

Q") (s) = fl4eP)(s) — Q(f, P)(1) x (deg P)!

deg P faeeP)(g)
En s« ¢&:0= £8P (&) — Q(f, P)(t) x (deg P)! et donc Q(f, P)(t) = D)
e !
Enfin, comme @Q(t) = 0, d’apres la question précédente, on trouve :
f(deg P) (6 m f(degP) (5

ft)— H(f, P)(t) = ez P .:1(75 )k = WP

car P est unitaire.
On notera que ce résultat est vraie pour tout ¢ (mais £ dépend de t).

Partie 1II - Produit scalaire et polynomes orthogonaux

On dit qu’une application ¥ : £ x E — R est un produit scalaire sur I’espace vectoriel F si :
— W est a valeurs dans R
— WU est symétrique, i.e. : V X, Y € E, U(X,Y) = ¥(Y, X)
— W est bilinéaire, i.e. : V X, Y € E, les applications Z — V(X,7) et Z +— U(Z,Y) sont linéaires.
— W est positive, i.e. : VX € E, U(X,X) >0
— W est définie, i.e. : VX € B, ¥ (X, X)=0=X =0
On notera que ces quatre adjectifs sont employés dans un sens trés précis.
On reprend les notations de la premiére partie.
Soit I = [—1,1]. On fixe un entier n > 2 pour toute cette partie.
Soit f : I —]0,+oo[ une fonction continue.




9. Montrer que I'on définit un produit scalaire sur R[X] noté (-,-), en posant pour tous P, Q € R[X],

(P,Q) = /P dw

Pour démontrer que (-,-) est défini, on exploitera 3.a)

— Le calcul intégral renvoie bien un nombre (réel), donc (-,-) est bien & valeur dans R.
— Pour tout P,Q € R[X], P x Q =@ x P, donc (P, Q> (@, P). Donc (-, -) est bien symétrique.
— Soient Py, Py, Q € R[X], A1, A2 € R.

1

1
(MPL+ 2P, Q) = / (M P+ A P)(2)Q(x) f(r) doz = / (MPL(2)Q(x) f(x) + Ao Po(2)Q(x) f(2)) da

-1

_ )\1/ Pu2)Q(2)f(x )dx—i—)\g/ Po(2)Q(x) f(2)) dz = M (Pr, Q) + Ao (Po, Q)

Ainsi (-, -) est linéaire a gauche. Comme (-, -) est également symétrique,
nécessairement (-, ) est linéaire a droite.
Et donc (-, -) est bilinéaire.
— Soit P € R[X]. Pour tout x 61 [—1,1], P*(z)f(x) > 0.

Nécessairement : (P, P) = / P2(z)f(z)dz > 0. Donc (-,-) est positive.
—1

1
— Soit P € R[X]. Supposons que (P, P) =0 = / P2(x)f(z) dz.
—1
Alors on z — P?(z)f(z) continue, positive, d’intégrale nulle ; donc d’apreés 3.a) pour tout z € [—1,1],
PX(x)f(z) = 0.
Or f(z) > 0, donc P(x) =0 et P admet une infinité de racine, donc P = 0.
Ainsi (-, -) est définie.

‘ (+,+) est un produit scalaire sur R[X]. ‘

On rappelle que l'on a défini D € R,,[X] un polynéme ayant n racines réelles distinctes v < --- < r,, dans
1, vérifiant la propriété. :

VQeR,_1[X], /1 Q(z)D(x)f(z)dz =0

Puis, on a démontré qu’il existe des nombres réels strictement positifs A, ..., A, tels que,

1 n
V P € Ron_1[X], / P(@)f(x)dz = 3" AP(r)

-1

On note, Fy =1 et pour tout j € [1,n —1], F}; = H (rp—iv1 —X) = H (rp, — X).
h=n—j+1
Pour j € [0,n — 1], P,Q € R, [X], on pose

(P,Q)j = (P,QFj)
10. Montrer que, pour tout j € [0,n — 1], (-,-); définit un produit scalaire sur R,,_;_1[X].

On reprend la méme méthode mais les arguments sont différents :
— Le calcul intégral renvoie bien un nombre (réel), donc (-, -); est bien a valeur dans R.
— Pour tout P,Q € R[X], P x Q@ =Q x P, donc

1 1
(P,Q)j = / P@)Q(a)Fy(z) (@) de = / QEP@E @) () ds = (Q.P);

Donc (-, -); est bien symétrique.



— Soient P, P>, Q € R[X], AL, A9 € R.

(MPL+ P, Q)j = (MPL+ XoPo, QF;) = M (P1, QF}) + X (P2, QF})
= )\1<P1,Q>]+>\2<P27Q>]

Ainsi (-, -); est linéaire & gauche. Comme (-, -); est également symétrique,
nécessairement (-, -); est linéaire a droite.
Et donc (-, -); est bilinéaire.
Pour les deux points suivants, il faut changer de stratégie.
— Soit P € R,—j—1[X]. on a d’apres la formule 1 :

<P,P>j:/_1P2() ZAP ri) Fj(ri)

caurdegP2 Fj=2degP+degF; <2n—j—1)+j=2n—j—-2<2n—1.
n—j
Or Fj(r;) =0, pour tout ¢ € [n — j + 1,n], donc (P, P); = Z)‘ZP2 i) F(rs).

=1
n

etAi>0,P2(ri):(P( )) > 0et Fj(ry) = H rh—1;) >0carr <rg < ---Ty.
h=n—j
Donc (-, -); est positive.
— Soit P € R,_j_1[X]. Supposons que (P, P); = 0.
n—j
Donc, d’apres le calcul précédent, la somme de nombres positifs : Z \; P? (ri)Fj(r;) = 0.
i=1

ainsi, pour tout i € [1,n — j], \; P?(r;) Fj(r;) = 0.
Or \; >0, Fj(ry) = H (rn, — ;) > 0, donc nécessairement P?(r;) = 0.
h=n—j

Par conséquent, P admet 71,72 ...7,_; comme racines distinctes, mais deg P < n—j—1. Ainsi P = 0.
Ainsi (-, -) est définie.

(-,-); est un produit scalaire sur R,,—;_1[X].

11. On fixe pour les questions suivantes un entier naturel j € [0,n — 1].
a) Montrer qu’il existe une unique famille (qo,q1,...¢n—j—1) de polyndomes unitaires de R[X] telle que
pour tout i € [0,n — j — 1], deg(q;) = i et pour tous i,i’ € [0,n — j — 1],

On procédera par récurrence.

On va démontrer le résultat par récurrence sur .
Notons, pour tout i € [0,n — j — 1], P;, la proposition :

< 3 qo,q1,---qi) € RIXTH telle que V h € [0,i],deg qn = h, [qn]n = L et V B # h: (qn, qw) =0 >

— Py est vraie, avec qyg = 1, nécessairement.
— Soit i € [0,n — j — 2] tel que P; est vraie.
On va raisonner par analyse-synthese, pour avoir I'unicité et ’existence.
ANALYSE :
Supposons donc que la famille (qgo, g1, - - . gi, giy1) € R[X]"? vérifie les critere,
alors la sous-famille (qg, q1, ... ;) vérifie les conditions de P;, dont on sait qu’elle est vraie.
Les vecteurs qo, q1, . . . ¢; sont donc uniques.
Par ailleurs, ¢;,1 est unitaire de degré i + 1, donc ¢i+1 — X' e R; [X].
Or la famille (qo, . ..q;) est une famille de degré échelonné, donc libre, constituée de i + 1 vecteurs



de Rz [X],
i
c’est donc une base de R;[X] et ainsi, il existe (£ )o<n<; telle que g1 — X = Z Bran.-
h=0

On a ensuite nécessairement pour tout h' € [0, 1],

/

7
(g1 — X aw) = Bulan. aw) = B (aw,q")
h=0

£0
. _ Xi+1 X/L'Jrl
Donc nécessairement g, = (g1 2 n) = —< 0 car (gi+1,qn) =0
(an,an) {an, an)
i .
. Xerl
Ainsi, nécessairement : ;11 = X il Z w
= (an,qn)
SYNTHESE : '
i .
. . _ XZ-H
Considérons la famille (qo, q1, . .. ¢;) définie avec P;, puis g1 = X + Z {di+1 dn) an-

P (qn an)
Alors pour tout h < i+ 1, g est unitaire et de degré h.
Nécessairement si h, h' < i+ 1, {qn,qn) = 0 d’apres P;. Enfin, pour tout h < i + 1, par linéarité :

7
(an qiv1) = (gn, XT) =
=0

<Xi+17 qg>
<Qe7 qe

<Xi+1a Qh>

n, qe) = (qn, X'ty —
< ) =1 ) (an an

<Qh7 Qh> =0

car {(qp,qe) = 0 des que ¢ # h. Donc P;y; est vraie.
Le résultat est en particulier vraie pour i =n —j — 1,

il existe une unique famille (go, g1, . .. gn—j—1) de polynémes unitaires de R[X] telle que
pour tout ¢ € [0,n — j — 1], deg(g;) = i et pour tous 7,7 € [0,n — j — 1], (g;,qi); = 0.

Remarque - Existence de D

C’est avec une méthode comparable qu’on crée une famille de polynome D; unitaires, de degré ¢, ortho-
gonaux les uns aux autres : (D;, D;) = 0 si i # j.

On montre ensuite que D; est orthogonal & tout polynome de degré < i (comme en question (c)) Et enfin
que toutes les racines de D; sont dans [a,b] (comme en question (g)).

Le polynome D est en fait colinéaire a D,, (ie. associé ici). Il est unique d’une certaine fagon

b) Montrer que pour tout ¢ <n—j — 1, (qo,...¢) est une base de R;[X].

La famille (qo, q1,- .. ¢;) est une famille de polynomes de degrés échelonnés, elle est donc libre.
Elle est constituée de i + 1 polynémes de R;[X], de dimension i + 1.

‘ Ainsi la famille (qg, q1, ... ¢;) est une base de R;[X]. ‘

n—j
c) On considere, en outre, ¢,—; = H(X —13).
i=1
Montrer que g,—; est I'unique polynéome unitaire de degré n — j vérifiant, pour tout ¢ € [0,n—7—1]:

(Gisqn—j); =0

Pour I'unicité, on pourra supposer que 17 et Ty sont solutions du probléme, écrire T1 — Ty sur la base
(qo, - - - gn—j—1) et calculer pour tout h <n—j—1, (Ty — 1o, qn);-



qn—j; est un produit de n — 7 monéme de degré 1 unitaire, donc

‘deg Gn—j = n — j et g,—; est unitaire. ‘

n—j n n
i x Fy=[(X=r)x [ (rn—X)= (-1 3tDF H — ) = (—1)7AD
i=1 h=n—j+1 h=1

ot \ est le coefficient dominant de D (on connait les n racines de D € R,[X], mais il n’est pas unitaire a
priori).
Soit ¢ € [0,n — j — 1], comme ¢; € R;[X] C R, [X] :

<QzaQn j> A(‘]sz> =0

Reste & montrer 'unicité. Supposons que 1" vérifie les mémes conditions.
Alors T est unitaire de degré n — j, donc [¢n—j — T)n—j = [gn—jln—j — [TJn—j =1 —1=0.
Et comme deg(gn,—; —T) < n — j, on peut affirmer que ¢,—; — T € R,,—;_1[X].
n—j—1
Donc il existe ag, ... o,—j—1 € R tel que ¢,—j — T = Z anqh-
h=0
On a alors pour b’ < n — j — 1, par linéarité :

(@n—j —T,qn)j = (@n—j>qn)j — (T,qn); =0—-0=0

mais également
n—j—1
(an—j —Toaw)i = Y onlgh aw); = on{qn, au);
h=0

car (qn,qn)j = 0 si h # b
Or (qn,qn); # 0, sinon g = 0, donc nécessairement «p = 0.
Ainsi g,—j — T = 0 et donc

‘ Gn—j est unique. ‘

d) Montrer que pour i € [1,n — j], pour tout R € R;_1[X], (g;, R); = 0.

La famille (qo, q1, - ..¢i—1) est une famille de polynomes de degrés échelonnés, elle est donc libre.
Elle est constituée de ¢ polynomes de R;_1[X], de dimension i.

Ainsi la famille (qo, q1,...¢i—1) est une base de R;_1[X].
i—1
Soit R € R;_1[X]. Alors il existe o, aq,...a;—1 € R tels que R = Z aRqn.-

h=0
Puis, par la linéarité (a droite) du produit scalaire :

(6, R %;Zath]—Zah Qth]—ZahXO—O

’Pour tout ¢ € [1,n — j], pour tout R € R;_1[X], (¢, R); = 0.‘

e) Soit i € [2,n — j]. Montrer qu’il existe des nombres réels a; et b; tels que :

- Xqi—1 = a;qi—1 + bigi—2



Les polynémes ¢; et ¢;—1 sont unitaire et de degré < i. Donc deg(q; — X¢;—1) < i.
Par ailleurs : [X¢;j—1]; = [gi—1]i—1 = 1 et donc [¢; — X ¢i—1]; = 0. Donc deg(q; — X¢qi—1) <i— 1.
On a vu que (qo, . .., q—1 est une base de R;_1[X]. Donc il existe ag, aq,...a;—1 € R tels que
i—1
¢ — Xqi1 =) ongn
h=0

On a alors, pour tout A’ € [0,i — 3] :

(0 — Xai1, aw)i = (@, an)j — (X1 aw); = 0 = (Xgiz1, aw);

—{
car si b’ < i (méme pour i =n —j) : (¢, qn); =0
et puisque (X¢gi—1,qn); = (¢i-1, Xaw ); =0.

~——

ERZ'72[X]
Et en méme temps, toujours par linéarité

i—1 i—1
O ananraw); =Y anlan: ah); = awlaw, aw);
h=0 h=0

car {qn,qp); = 0si h,h' € [0,n —j— 1] et h # K. Ainsi, ap (qn, qn); = 0.
Or, par contraposée, comme gy # 0, on a (g, q); # 0 et donc ap = 0.
Et donc

‘Pour i €[2,n—j], il existe a;(= a;—1) et bj(= a;_2) tels que ¢; — Xqi—1 = aigi—1 + bigi—2.

f) Soit i € [2,n — j]. Montrer que
bi(qi—2,qi—2); = —(Xqi—1,qi—2);

En déduire que b; < 0

On reprend le calcul précédent, avec b’ =i — 2 :

(i — Xqi—1,Gi—2); = (€, ¢i—2); —(Xqi—1,¢i—2)j = @i {¢i—1, qi—2); +bi(qi—2, ¢i—2)
—_—— —_————
=0 =0

biqi—2,qi—2); = —(Xqi—1,qi-2);

Par ailleurs, puisque le produit scalaire est positif : (gi—2,¢i—2); > 0 (gi—2 # 0).
et (Xqi-1,qi-2); = (¢i-1, X qi—2);-
Or ¢;_5 a pour terme dominant X*~2, donc X¢;_s a pour terme dominant X*~!, comme g¢;_1,
donc X¢q;—g — qi—1 € Ri_2[X] et donc 0 = (X¢i—2 — qi—1,qi—1)j = (Xqi—2,¢i-1); — (Gi—1, Gi—1)j-
Ainsi, (X¢i—2,¢i-1)j = (¢i-1,¢i-1); > 0 (gi—1 # 0).

(di-2,Gi—2);

Alors b; = —
<ql‘—1, Qi—1>j

< 0.

g) Pour i € {0, 1}, montrer que le polynéme ¢; a exactement i racine dans R.

go = 1 a 0 racine dans R.
q1 = X + a € R[X], puisque degq; = 1 et ¢; unitaire. Donc ¢; a une racine (—«) dans R.

‘Pour i € {0,1}, montrer que le polynéme ¢; a exactement ¢ racine dans R. ‘




h) Soit ¢ € [1,n — j]. Montrer que le polynome ¢; a exactement i racines réelles distinctes, que ces racines

sont simples .

On note Zr = {z € [-1,1] | ¢i(2) = 0 et u(z,q;) = 1[2]}, 'ensemble des racines de q; dans I d’ordre de

multiplicité impair.

On démontre que le cardinal de Z; est égal a n en raisonnant par I’absurde en exploitant S = H (X —2).
zZEZ]

On rappelle que ¢; € R;[X], donc admet au plus i racines distinctes.
Notons {z1,x9,...2,} = Z5, I'ensemble des racines de ¢; de [—1, 1] d’ordre de multiplicité impair.
Remarquons que cet ensemble peut-étre vide et nécessairement r < 1.
T

Notons S = H(X —xy) € R[X].
(=1
g; x S n’admet que des racines d’ordre de multiplicité pair sur [—1, 1],
par produit g; X S est un unitaire, donc ¢;S est le carré d’un polynome.

Ainsi, pour tout z € [—1,1], gi(z)S(x) f(z) > 0.
1

Sir <, alors / gi(x)S(x) f(z)dx = 0 et donc d’apres 3.a), ¥V x € [—1,1], ¢;(x)S(x) = 0.
1

Donc ¢;S admet une infinité de racines. Impossible. Donc r = i.

¢; admet exactement 7 racines distinctes dans [—1, 1]. Elles sont simples. ‘

12. On fixe, toujours, pour les questions suivantes un entier naturel j € [0,n — 1].

On note, pour tout i € [0,n — j — 1], n; = /(¢i,¢;); € R puis r; = Z—i € R;[X].

Les polynémes r; forme la base orthonormale, pour le produit scalaire (-,-); de la base orthogonale (g;).
a) Montrer que pour tout i € [2,n — j],

n; Ni—1
ri = (X +ai)ri-1 — Ti-2
ni—1 n;—2
. nj—1
On commencera par démontrer que b; = — .
n;—2

Soit i € [2,n — j]. D’apres la question 11.e),
niri = g = (X 4+ a;)qi—1 + bigi—2 = (X + a;)ni—1ri—1 + bini_ori—2

Et d’apres 11.f),

1
bi{gi—2, gi—2)j = bi(ni—2)? = —(Xqi—1,qi—2); = —/lxqi_1($)qi_2($)fj($) dr = —(¢i—1, X ¢i—2);

Or ¢X;—2 — gi—1 € R, [X], donc

0= (qXi—2 — qim1,%i-1); = (X@i—2,6i—1)j — (@i-1, Gi—1); = (@i—1, Xi—2); — (ni=1)?

Donc
bi(ni—2)® = —(gi—1, Xqi—2); = —(ni—1)*

Et ainsi :

ni Ni—1
ri = (X +ai)ri-1 —
n;—1 n;—2

Tri—2




b) Montrer que pour tout m € [1,n — j — 1], pour tout z,y € [—1, 1],

(2 =) 3 ri@)rily) = " () (2) = 7o (@) (3)

m
n
=0 m

Soient x,y € 1.
On applique la relation trouvée précédemment en z et en y pour i € [1,n — j — 1] (décalage d’indice) :

Ni+1 L2

—ri1(2) = (@ + ag)ri(z) — 17“1'71(90) Ly
(2 1—
n; n;
i (y) = (v + a)ri(y) — ——rica(y) Lo
n; ni—1

On fait ensuite 7;(y)L1 — r3(x) Lo

1

B (ry(y)risa (2) — ra(@)rig (1) = (@—y)ri(@)ri(y)+aies (ri(@)ri(y)—ra(@)ri(y)) + (ric1(y)ri(z) — rica(x)ri(y))

g ni—1

Ainsi, en sommant pouride lam<n—j

(z =) Y rila)rily) = [”j;l (riw)ria(@) = r@rica (v) = = i @)rile) = ria(@)ra())
i=1 i=1 ' i
On reconnait un télescopage :
(—y) Y ri(@)ri(y) = n;“ (rm () rm+1(2) = 1 (2)rmi1(y)) — % (ro(y)ri(z) —ro(z)r1(y))
i=1 m
Or qo = 1, donc rg = 7”30 et 1 = X + a, donc ri(x) = a::la.
wins = 72 ((5)r1 ) — (@ () = (1x (@) =1y +0) = ¥ = (2 =gl

Donc, on peut le basculer <« & gauche > :
(et par ailleurs, on constate également que le résultat est vraie pour m = 0.)

Vmeon—j-1], (x—y) > ri@)riy) = B ()P () — T (@)1 (1))
=0

Nm
i

c) Montrer alors, pour tout tout m € [0,n — j — 1], pour tout = € I :

m

G 41(2) 0 (2) = G ()11 (2) = 15, Y7 ()
i=0

Soit m € [0,n — j — 1]. Soit z¢ € I. Considérons la relation précédent, pour y < xg :

(nmrm(iv())nm—f—lrm—‘rl(x) - nmrm(x)nm—i-le—i—l(xO))
= (z—=0) ) _ri(x)ri(zo)
=0

TL% (qm(IO)Qm-H(x) - qm(x)qm""l(xo)) -

2
m m

Donc pour = # xq :

m

(@m (20)@m41() = Gm (2)gm11(x0)) = ndy Y ri(a)ri(xo)
=0

1

T — X0




En retranchant et ajoutant ¢, (zo)gm+1(zo), au numérateur a gauche :

: (@m(20)gm-+1(2) — gm(@)gm+1(20)) = 4m(0)Gim11(%) = 4 (20)gm-+1(0) + qm(70)qm+1(T0) — gm(®)gm+1(x0)
Tr — X pe— .
= (o) M ) g )0

Comme, les fonctions sont dérivables, on peut passer a la limite pour z < zg et on trouve :

T—TQ

m m
G (20) 4111 (%0) = Gmi1 (20) g1, (x0) = lim n2 > " ri(w)ri(zo) = npy, > i (wo)
1=0 i=0

d) Soit i € [1,n — j] et #1 < x2 sont deux racines consécutives de g;. Montrer qu'’il existe une unique
racine de ¢;—1 dans l'intervalle |x1, zo].

On va d’abord montrer 'existence. Puis en exploitant le nombre de racines, on en déduira 'unicité. On a
pour tout x € I, d’apres la question précédente :

m

g1 (@) g1 () — gy (@)qi(x) = np, Y ri(x) =0

1=0

Done ¢j(x)gi-1(x) = ¢i—1()qi(x). Ainsi, en z < x1 et © < x2 : ¢j(x1)gi-1(x1) > 0 et gj(w2)gi—1(z2) > 0.
Or comme z7 et x3 sont deux racines consécutives et simples du polynéme ¢;, d’ordre 1,
alors nécessairement g}(x1) et gi(x2) sont de signe contraire (sinon contradiction avec le TVI).
(Si gi(x1) > 0, alors ¢; croissante en x1, donc positive sur [z, z2] donc ¢(z2) < 0...).
Donc ¢;—1(z1) et gi—1(x2) sont de signe contraire, et d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,

¢;—1 s’annule au moins une fois entre x1 et xo. ‘

On a donc au moins une racine de ¢;_1 entre chaque couple de racines de g;.
Or ¢; admet exactement ¢ racines distinctes dans I (d’apres 11.h)),
On a donc localisé au moins ¢ — 1 racines de g;_1, donc toutes les racines de ¢;_1.

Il n’y a au plus qu’une racine de ¢;—; entre x; et xo. ‘

Ce sujet, haché en de trop petits morceaux, est extrait du sujet Maths B concours de X-ENS en MP2025.
Pour mesurer la finalité de ces questions, le mieux est de s’attaquer au vrai sujet. ..



