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Sujet donné le mercredi 13 mai 2026, 3h.

DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DU RESTE DE SERIES CONVERGENTES

L’objet de ce probleme est de donner une approximation de la somme des séries de Riemann convergentes
+oo

S(a) = g — ol « est un réel strictement supérieur a 1. Pour cela, on étudie le reste :
n

n=1

+00 1
k=n

Dans la premiere partie, on donne une premiére approximation du reste. Cette méthode se généralisant
mal, on utilise dans la deuxieme partie une formule de Taylor pour obtenir simplement un développement
asymptotique du reste. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne donne aucun controle de I'erreur.
Dans la troisieme partie, on retrouve a partir de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin le méme développement
asymptotique avec une expression de l'erreur assez satisfaisante. On a besoin dans cette partie d’'une étude
succincte des polynémes de Bernoulli.

Partie I - Etude préliminaire

1. Somme de Riemann
a) Soit o < 0.

n

1

1
En exploitant une somme de Riemann (et non une série!), montrer que ( - ka) admet une limite
[ n
finie.
En déduire un équivalent de (Sy,(c))  (défini plus haut).

On démontrerait de la méme facon que le résultat reste valable pour o € [0, 1].

On note pour tout n € N,

n

1 1 1 1
[ —— Z;?a - EZ (£)°
k=1 n

k=1

On reconnait une somme de Riemann avec f : z +— — = 2% a=0,b—a=1doncbh=1.
x

Donc comme f est continue et intégrable :

! 1 ! 1
(up) — / rdr=|——ag ot = —
0 —a+1 0 l—-«

On a donc

1

l—«
n ~ .
n—+oo 1 — &

n

Remarque :

Nous n’avons pas donné a étudier la situation pour « € [0, 1[ pour éviter une (fausse) division par 0.

En réalité, dans le cadre des intégrales impropres (seconde année) ou bien dans celui de l'intégrale de
Kurzweil-Henstock, il n’y a pas vraiment de probléme ici.



1

C’est pourquoi on peut admettre aisément le résultat : Vo < 1,5, ~ 1-a
n—+oo 1 —
= 1
Par exemple, avec a = —2, on trouve g k2 ~ §n3. Par ailleurs, nous n’en n’avons pas besoin pour
n—-+0oo

k=1
la suite.

b) Pour cette question, on considére f une fonction continue et décroissante sur [0, 1].
1=, [k 1N, [k
On note al tout N*, G =— — ) et D =— — .
n note alors, pour tout n € N*, G,,(f) n];)f(n>e n(f) n;f(ﬂ)

(i) Montrer que (Ghp( f))n et (Dn( f))n sont convergentes. Quelle est leur limite (commune) ?
(ii) Plus précisément, montrer que pour tout entier n € N* :

3 (2) a3 (0)

Un dessin peut aider, mais ne fait pas démonstration.

k—1 k
On exploitera l’égalité des accroissements finis a la primitive F sur chaque intervalle [ ,] .
n 'n

(i) La fonction f est continue donc intégrable sur [0, 1].
Il s’agit encore de somme de Riemann (i.e. somme de Cauchy & pas constant) la premiére est as-

k-1 k} ,k_l) ke [[1,n]]> de [0,1] et la seconde &
n

sociée a la subdivision pointée o = (([

e ([ ) o)

Ces sommes sont convergentes vers / f(t)

)
n n

k-1 k -1k
(ii) Soit k € [1,n]. Par décroissance de f sur [n n] pour tout tj € [ ]

1 (k;1> > f(te) (fj ) > <fL>

k—1 k
Ainsi, pour tout subdivision pointée o, de la forme <<[ ] ,tk> >

=i () -z

Par ailleurs, f est continue et admet une primitive F', elle-méme dérivable.

n

o sto=13 s iZf() D)

k=1

E—1 k
d’apres 1’égalité des accroissements finis, pour tout k € [1,n], il existe ¢ € [, ] tel que
n 'n

k/m k k-1 Eook—1\ 1
_ [gk/m _ LA S X ==
[ dwar= I, = (5)-r (550) = Planx (2520 ) = Lrta (34
.. oL e k-1 k . oo -
Ainsi, en prenant la subdivision pointée o;, = — ¢k |,k € [1,n] | ot chaque ¢ est définie

par (xx), on trouve :

3

k/n 1
S(f.05) =" fen Z / f(t)di = /0 F(t)dt

k=1 —1)/n

Et donc par la généralité (que que soit la famille (¢;)) de (%) :



1
>>/O () dt > Do(f).

c¢) On considere o > 1.

(1) Rappeler (sans démonstration) la nature de la série Z —.
k>1

Quelle est alors la limite de (R, («)) (définie plus haut)
(r+1)n—1 1 (r+1)n 1
(ii) On note pour tout (r,n) € (N*)%, G,.,, = Z o et Dy, = Z T
k=rn k=rn+1
1 1 1 1
G 2 a—1na-l (7‘0‘1 C(r+ 1)0‘1) Z Drin

En exploitant 1.b), montrer que : V r,n € N,

see ’ . *
(111) En déduire que Vn € N 5 Z kia = m /
=n k= n+1

(iv) Donner enfin un équivalent de (R, ()), .

(i) Il s’agit d’une serie de Riemann
Elle est convergente (ici a > 1). La suite des restes (Rn(a))n converge donc vers 0

(ii) Soit r,n € N*. On pose h = k — rn dans le calcul de somme

(et ol 1 1 n—1
G = T = — _

r,n Z koz Z (h + rn)a n Z

k=rn h=0 h:O

(r+1)n n "

1 1 1 1 1

D= Y N e

k=rn+1 ke h=1 (h + T‘?’L)a ne n h=1 (T + E)

En reprenant les notations de 1.b), notons f : z — ) décroissante (o > 0) et continue sur [0, 1],
r+x
1= 1
on trouve alors Gy, (f) = — Z —— =n""1G,, et D,(f) = n* D, ..
[ (r+ %) ’ 7
On peut alors applique la conclusion de la question précédente

1 1
/(dm>na_1Dr7n
0

a—1
n Grpn 2> T—i—l‘)a

)

-1
Or comme F : z +> ( 0 +2)o7) est primitive de f, on trouve
a—1)(r+x

1 1 1 1
(w pCan 1)a1> > n" D

. 11 1 1
Et donc pour tout r,n € N*, G, , > T Inal (ral — o 1)a1> = Dy p.

(iii) Prenons R € N* et sommons ces inégalités pour G, et D, ,, pour r de 1 & R
R
tn, (R+1)n—1]) = L—l_—J [rn, (r+1)n —1])

On a alors une sommation par paquets (& gauche
r=1



et télescopage centre :

R (R+1)n—1 1 1 1 1 (R+1)n R
SG= > et (e ) 2 X e = 3 D
r=1 k=n k=n+1 r=1

Ces trois termes convergent pour R — +00, les inégalités sont conservées :

Zka/ 1710‘1/2

k= n+1
(iv) On a donc
S 1 1 S 1
Bn(a) > a—1ne—1 7 Rn(a) = ne
Ou encore : L1 . ) )
— <R < il
a—1no n(@) a—1n>1t  no
1
En divisant par W >0:
| < Rnl(a) \1+(a—1)
n

Chacun des termes extrémes convergent vers 1 (pour n — 400), donc par encadrement le terme central
converge vers 1 et donc

1
Bn(a) n%?oo (a — l)no‘_l

2. Premiére amélioration de 1’étude asymptotique du reste
Dans la suite du probléeme, « est un réel strictement supérieur a 1.
1
(1— )zl
En appliquant & f, la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre 2, montrer que, pour tout k € N* :

a) Soit f, la fonction définie sur RY par fu(z) =

1 o 1

o g gart T

fa(k+1) = fa(k) =
ala+1)

ou Ay est un réel vérifiant 0 < Ay < “opatZ

On rappelle la formule de Taylor avec reste intégral pour une fonction g dérivable 3 fois sur [a, b] :

o6) = g(a) + (6~ g (@) + L= DL [FOZD

Soit k € N*. Appliquons cette formule pour g < f,, dérivable trois fois, a - ket b < k+1 doncb—a = 1.

Puisque f'(a) : x +— xia’ fi(z) = % et fé?’) DT Ow,
B , 1., Lk +1—-t)%ala+1)
falle+1) = falo) + fa0) + 5120 + | et ar

=Ag

L’intégrant étant positif pour tout ¢ € [k, k + 1], on a

k+1 N2
OgAkga(a—Fl)/ (k+1-1) gt
2 & tat+2




Puis comme f, 42 est décroissante sur [k, k + 1]; pour tout ¢ € [k, k + 1],
et donc en posant u =k +1—1¢

1 k+1 1 1 1 1
ogAkga(OH_)/ (k‘—i—l—t)th:a(a—i—)/ quu:a(a+)<a(a+)
k 0

2ka+2 2ka+2 6Lot2 ok a+2
.. N 1 a 1 ala+1
Ainsi pour tout k € N*, fo(k+1) — fo(k) = %o T 3l + Ap avec 0 < Ag < éka“)
b) En déduire que :
Ro(a) L Lol
Q) =
n (a _ l)no‘_l I nO"H
On somme alors pour k£ de n & N (pour commencer). On a un télescopage
Y1oa 1
Ja(N +1) = fa(n) = Z <ka Ty potl +Ak>
k=n
N N
1 1 o 1
Zko‘ " (a—1no 1 (a—1)Ne T +§ZW_ZA’€
k=n k=n
Et donc par I'encadrement des Ay
N N N
1 1 1 1 « 1 ala+1) 1
(a—l)nafli(a—l) Zkaﬂ \Zka S (a—1)ne1 (a_l)NalJerz: patl 9 kz:kaﬂ
=n =N
Tous ces termes convergent pour N — +o0o. Les inégalités sont invariantes :
1 o' 1 « ala+1)
—— 0+ =R DR ————-0+—=R 1)+ —R 2
(O[ — 1)na_1 + B n(a+ ) n(a) (Oé — l)na_l + B n(a+ )+ 9 n(a+ )

s . 1 . « 1
Or d’apres la question 1.c) R,(a+1) ~ e e an(a +1) = oy +o vy

ala+1) a 1 1

1 1 1
Puis comme o <n0‘+1> =0 <n°‘+1> et 0=0 <n°‘+1>’ par encadrement :

1 n 1 L0 1
(a_l)noc—l 2N na-l—l :

R, (a) =

On pourrait répéter le procédé pour obtenir un développement asymptotique plus précis de R, («), mais la
partie suivante va nous donner une méthode plus rapide.

Partie II - Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

3. Nombres de Bernoulli

a) Montrer qu'il existe une suite réelle (a,)nen ayant la propriété suivante : pour tout entier p € N* pour
tout intervalle non réduit & un point I et pour toute fonction complexe f de classe C* sur I, la fonction g
définie par : g = aof +ar f +--- + ap_lf(p_l) vérifie :

1 1 —
g + 2'9 + 3'9(3) I Hg(p) — f’ 4 Zbﬁ,pf(erZ)

ou les by, sont des coefficients indépendants de f que I'on ne cherchera pas a calculer.
On pourra montrer que (ao,...a,—1) est solution d’un systéme linéaire (S,) triangulaire tel que (Sp) C
(SpH)-



Fixons un entier p € N*. Nous allons montrer I’existence des nombres ag, ..., a,—1 sous la condition re-
cherchée.

Puis nous allons montrer qu’en passant & p+1, ce qui donne a priori p+1 nouveaux nombres : ag, . . . , a;_l, a;),
on conserve les mémes p premiers nombres (a; = a;, pour i < p — 1).
Au brouillon :
Si de tels nombres existent, on aurait :

g = aof + aif + aoff + - + apf®Y

J = af + af’' + -+ ap_Qf(p_2) + ap_lf(p—l)

J" = aof’ 4+ o 4 apsfPYV 4 ayof® 4 a,  fPTY

gt = apf®PV 4+
Et donc
1 1 1 1 1 1 1 1

g'+59 +3|g( )t -+Eg<P) = aof'+(5a0+a) f'+(saot+ a1 +az) f'+-- +( A0+ - DO+

1l peut y avoir plusieurs solutions, selon les valeurs de f, mais assurément, si

ap =1
1
al +?CLO = 0
. !
as +§a1 +§ao =0
+ + 1 - ! +i 0
Ap— —a —a —ag =
[ -1 "p-nt et

il y a une solution, indépendante de f.
FIN DU BROUILLON
Notons, alors (Sp) le systeme linéaire dont les inconnues sont (ag, a1, ...ap—1), la premiere équation est

k

ap =1 et la k-ieme équation (k € [2,p]) est Z %ak_i =0.

i=1
Alors le systeme (S),) est linéaire. Il est inversible : si on inverse (k <+ p — 1 — k) les équations on a un
systeme triangulaire supérieure avec que des 1 sur la diagonale.
Donc (S,) admet bien une (unique) solution.
Enfin, les équations de (S,) sont inclues dans celles de (Sp+1) donc les p premiers termes solutions de
(Sp41) sont les les mémes que ceux de (Sp).
Enfin en considérons (ao, . ..a,—1) solutions de (S,) montrons qu’on a bien la formule recherchée :

(@)

pl() P q p—1 0 p—1p-—1 )
—g\¥V = = J J+2+
D= DS
i=1 i=1 j=0 1=0 j= 0
p—1 /p+i—1 a
_ h—i__ ¢(h+1) _
-3
=0 h=1i
p—1 [p—1 an pti—1 a,
_ —i_ p(h+1) —i_ p(h+1)
= S fUT o YT e
|
=\ (1+1) P (1+1)
ap 2p—2 p—1 ap
_ —i h+1 (h+1 —i
= U N By f Brpy=) + [h<p+i—1]
' 5P D
0<i<h<p—1 (Z + 1) h=p =0 (Z + 1)
p—1 p—1

h
1
= > (i + 1)|“h—i> FE 4 Brapapf 7Y t=h-p+1

(=1



h
1
Pour h =0, Z h—i = —ao = 1 (premiere équation de (Sp)),

1!
z:O
h h+1
1 LY ’ .
et pour h € [1,p , = Z —ht1—i =0 (h + 1-ieme équation de (S))).
P ! P
p—1
s, 10 <17 0 o) S 00
' =1
e, . o, 1 3)
Et ainsi, indépendamment de f et pour tout p € N*, ¢' + 2'9 I 3'9 4.

1 ¢
+ag

p—1
p) _ f+ Z be,pf(pH)

pt1

P
b) Montrer que ap = 1 et que pour tout p > 1, a, = — Z %11 .
7!
i=2
En déduire que |ap| < 1 pour tout entier naturel p. Déterminer a; et as.

Dans le systeme (S,) on a pour premiere équation ag = 1 et pour tout h € [2,p — 1],

"1 "1
Z; —:Oﬁah—lz—Zﬂah—i
=1 1=2
car 1! =0.
p+1 o1
insi an — g _ pt1—i
Ainsi ap =1 et que pour tout p(=h —1) > 1, a, = Z T
i=2
On trouve alors )
ao
= - = —— = 1
ay 5 9 (p )
al ap 1 1 1
= —— —_— = _— = = = 2
s TR
Enfin, notons, pour tout p € N, P, : < |a,| <1
— Py est vraie.
— Soit p € N. Supposons que Py, ... P, sont vraies. On a p+1 > 1, donc
B +2 = \a +2 | &1 L1
p+2—i p+2—i
e = |- St Sl (L SR SE Lok
i=2 i=0

Donc Ppy1 est vraie.

Ainsi, par récurrence (forte) : pour tout p € N, |ap| < 1

1 1
On atrouvé ag =1, a1 = —= et ag = T3

e—2=~0,72<1

c¢) Pour tout z €] — 1, 1], justifier que la série Z a,zP est (absolument) convergente.

p=0

On fixe z €] — 1,1].

p< p
Plap?| <Pl — 0

1
Donc |apz?| = o ( . Or la série E — converge, donc par comparaison de série a termes positifs :
p?




E la, 2P| converge, ainsi la série E apz? converge absolument donc converge.
p=0

On note pour tout z €] — 1, 1], ¢(z) sa somme : ¢(z Zapzp

d) On fixe z €] — 1, 1].
a

On note pour tout (p,q) € N x N*, uy,, = —I')zpﬂ. Montrer que la famille (|upg|)(p,q)enxn+ est sommable
q: '

Puisqu’on prend des valeurs absolues, (|up4|) est une famille & termes positifs.
Pour montrer qu’elle est sommable, il suffit de montrer que la somme de ces termes calculée de facon
arbitraire est bornée.

P
2| 27 1
JED SIS SRS SE S
p=0 '
Ainsi, pour tout ¢ € N*, la série (& termes positifs) Z |up,q| converge.
p=0
Q +oo
‘ z|‘1 el?l — 1
35l S
q=1 p=0 q=1
Donc d’apres le théoreme de Fubini,
la famille (|up,q|)(p,q)enxn+ est sommable.
e) On admet qu’on peut alors écrire :
“+o00 +0oo “+o00
33 =3 ( 3 wnala 0]
p=0 ¢g=1 n=1 \p+g=n
En déduire que pour tout z €] — 1,0[U]0, 1], p(z) = ZZ T On admettra que le résultat est < vraie >en
e J—

z=0.

On a donc, pour tout z €] — 1, 1],

“+00 +00 “+oo
o) ¥ (€ —1) = zapz xz zzupq—z(z up,q{q#o])
=1

p=0 ¢g=1 pt+q=n
+oo n a
S 51 Do I 51 b pETa I
) q!
n=1 \g=1 n=1 \g=1
)
= —=qp=1.
1!
" a
et pour n > 2, = an—1+ Z n‘_q = 0 d’apres la formule trouvée en 3.b) pour p =n — 1.
q=1 q=2 ’
Ainsi

p(z) x (£ =1) =240

Z
er —1°

Et donc, si z # 0, en divisant par e* — 1 # 0, on trouve p(z) =




z

~ Ezladorsquecp(O):ao_|_0_|_...:

Pour z = 0, on a un prolongement par continuité, puisque
e —1 2-0 2

ag = 1.

f) Montrer que la fonction 0 : z — (z) — a1z est une fonction paire.
En déduire que asr1 = 0 pour tout entier k > 1. Calculer ay.

D’apres 'expression précédemment trouvée pour ¢(z), on a pour tout z €] — 1, 1],

-1 z z (24e—-1)z € +1z

G =e) =52 = i3 = 5@ -1

On a alors, en multipliant par ¢® au numérateur et au dénominateur :

ef+1l—2z 1+4+e—2 14¢€* 2
0— = 7:77:7—:9
A= =i Ti—e 2 T Cisez 0
‘Ainsi@est paire sur]—l,l[.‘

n
Pour tout n > 2, la fonction 6§ admet un DL en 0 égale a ag + Z apz? + o(2"),
p=2

0(z) —ao + Z apz?
p=2

oo
car " =2z X g apzp_"_l —>0 0.
z -
p=n-+1 #

Or 0 est paire, donc les coefficients impairs de son DL sont nuls. Donc

‘a2k+1 = 0 pour tout entier k > 1 (car vraie pour tout n > 2)‘

On a donc a3 = agx1+1 = 0, puis

as as ay ao_o 1 N 1 I -10+15-6 -1
20 31 4 51 12x6 2x24 120 720 720

a3:0eta4:—%.

Les nombres b,, = nla,, sont appelés nombres de Bernoulli.



4. Formule de Taylor
1

(1— )z’
Dans cette question 4, on fixe un entier naturel non nul p et on note :

Soit f la fonction défnie sur RY par f(z) = ol « est un réel strictement supérieur a 1.

g=aof +arf + - +ag 1 f*Y.

avec les nombres a; définis a la question précédente.
Pour tout k € N*, on pose R(k) = g(k + 1) — g(k) — f'(k) de sorte que :

glk+1) — g(k) = f'(k) + R(k).

a) En appliquant a g la formule de Taylor avec reste intégral a 1’ordre 2p, montrer que

k+1 E+1—t 2p 2p—1
R(k) = /k ((2}?)!)9(2:0“)@) dt + ;: b£72pf(2p+€)(k)
=1

[ est de classe C* sur R.
g étant elle-méme une combinaison linéaire de dérivées de f, elle est de classe C* sur R7.
La formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 2p appliquée a g, a < ket b+ k+1doncb—a=1:

2p (1) k+1 N\ 2p
ok +1) :g(k)+;g Z.!(k) +/k Wgupﬂ)(t)dt

Or le choix des nombres (a;) permet d’obtenir :

2p g(z) 2p—1

SRS WA

i=1 =1
Et donc en appliquant cette relation en & :

/ L gD (k) (k1= )P o) 2 (g0 (k) 22 opi0)
R(E) = glh+1)=g()—1 () = 30 S [ Bl ) ay s e 37 by, 00 k)
i=1 ’ ) i=1 ) =1
SR k) e = 2+t
R = [ LS 0 e 3 by, OO
b) Pour tout s € N*, donner une expression de £+ (z) pour z > 0.
. 1
Puisque f : 2z +— ——— de classe C™.
(1— )zt

—(a—1 1
On a alors, pour tout z > 0, f/'(z) = M = —. Cherchons une expression explicite de f(s+1), pour

(1 ) o o

—)x x
s> 1.
1) 1) ... ~1

Posons, pour tout s € N*, P, : < Pour tout z > 0, f(S'H)(x) = (=D(afatD)---(ats—1) >

xa—&—s

1 _a
— V>0, [ @) = f(z) = T
— Soit s € N*. Supposons que P est vraie. Alors pour tout z > 0,

donc P; est vraie.

—(a+s)  (-1)Ma(a+1)---(a+s—1)(a+s)

F @) = £ (@) = (1) (alat1) - (arts—1)x — Ty = oo+

Donc Ps41 est vraie.



(—)*(a(a+1)---(a+s—1) (—1)® (a+k)

- *  p(s+1) _
Ainsi pour tout x > 0, pour tout s € N*, f (x) = g = xa+s

¢) En déduire I'existence d’un réel A tel que, pour tout k € N*, [R(k)| < Ak~ 2P+e),

On exploite les deux réponses précédentes.
D’abord la majoration de la somme (en exploitant 2p + ¢ > 1)

2p—1

Z beapf PO ()

2p—1 2p+0—2

< lbeapl | [l | ko@D

0+1 §=0

2p—1

Z beapf PO (k)
=1

2p—1 2p+0—2

<K Y gl (] s | 1
(=1 §=0

1 1
ot My est bien indépendant de k. On a exploité : £+ = = < 1= 1.
Ensuite pour la majoration de I'intégrale

MLk +1— 1) Rk + 1 — 1) 1 e
ug(%ﬂrl)(t) dt < u‘g@;ﬂrl)(t” dt < |g(2p+1)(t)] dt
g (2p) g (2p)! (2p)! Ji
cart € [k,k+1],donc 0 < k+1—¢<1.
2p—1 (2p+1) 951
Ensuite, on a 9(27’“) = (Z aif(i)) _ Z aif(i+2p+1)'

i=0 i=0
Donc pour tout ¢ € [k, k + 1], (avec t > k)

2p—1 2p+i—1 2p—1 2p+i—1
gD < D Jail [ T et gl | o7 <m0y el | [T e il ) 17
i=0 J=0 i=0 §=0
=M

car k > 1. My est bien indépendant de k.
Enfin, pour tout k € N*, par inégalité triangulaire :

ML (k41 —1)% i My [FH
|R(K)| < / g () dt’+ > beapfEHO(k)| < < , / dt) k2P 4 Ny~ (et 2p)
k (2p)! = (2p)! Ji
M
Avec A= — indépendante de k, on a pour tout k € N*, |R(k)| < Ak—(@+2P),

(2p)!

d) En déduire le développement asymptotique du reste :

“+o0o
=3 o = () + aaf ) aaf () 4k a2 20)) 4 0 ()
k=n

n2p+a71

On obtient ainsi une valeur approchée de S(«) donnée par :

n—1
1
Suap-2l@) = 3 — (a7 () + @' (0) + ) -+ azg 27D ()
k=1



1 o
On a donc avec le calcul de f’ vue plus haut et la définition de R,(a) : Ry(a) = Z o= Z 1'(k)

N N
Orpour tout N >n: Y f(k)=> (glk+1)—g(k) — R(k)) = g(N +1) Z R(k
k=n k=n

Puis g(N + 1) = Z ai f® (N+1) — 0 par addition des limites, compte-tenu de la définition de f.
=0 N—+o0
A la question précédente, on a vu que |R(k)| < Ak~*72?P donc

N N N
1
(—a—2p) — -
’; R(k)| < ,; [R(k)[ < A}; TP < ARp(a+2p) = O (na+2p1>

d’apres la premiere partie.
On peut donc faire tendre N vers +oo et majorer la différence (on a reconnu —g(n)) :

+oo
=3 = (a0f ) + anf () + 0 f(n) + -+ azy 2P A ) +0 (H)
k=n

e) Donner le développement asymptotique de R, (3) correspondant au cas o = 3 et p = 3.

Comme p = 3, il faudra faire le développement jusqu’a l'indice 2p — 2 = 4.
On a donc 'approximation :

Z ~ — (a0f (n) + a1 f'(n) + azf"(n) + as [ (n) + ar fO ()
1
Oraozl,alz—g,azzﬁ, a3:Oeta4:%.
1 -1 —1 1 -3 —60
Et f(z) = “ox2  9z2 donc f(n) = o2 f'(n) = 3 f'(n) = pvlll FW(n) = R

400
1 1 1 1 1 1
3) = —_ = — N J— [— Ol —
) kZ: k3 2n? + 2n3 + 4nt + 12n6 + (n8>
=n

Partie 1II - Polynémes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

On peut calculer, pour n = 100 : 510074(3) = 1,202056903159594277 . ..
tandis que S(3) vaut 1,202056903159594285 ... (constante d’Apéry).
La méthode de la partie II semble satisfaisante, mais ne fournit pas d’information précise sur le terme

1
0] <2}Ha1> C’est pourquoi on introduit dans cette partie les polynémes de Bernoulli et la formule som-
n

matoire d’Euler-Maclaurin.

5. Polynémes de Bernoulli
On définit une suite de polynomes (Ap,)neny = (An(X))nen vérifiant les conditions suivantes :

1
Ag=1, A, = A, et / Ap41(t)dt = 0 pour tout n € N (1)
0

Les polynoémes B,, = n!A,, sont appelés polynémes de Bernoulli.



a) Montrer que la suite (A, )nen est déterminée de fagon unique par les conditions (1) ; préciser le degré
de A, ; calculer Ay, Ay et As.

Ap est connu précisément, il existe maniere unique.
Montrons que si A, existe et est connu précisément, de maniere unique, il en est de méme de A, 4q.

Ainsi, par récurrence, la famille des polynomes (A,,) sera parfaitement déterminée.
d

On peut supposer que A, = Z ap X* avec d = deg A,,.
k=0

d
a
Puisque A/, 1 = Ay, alors il existe une constante v, tel que A, 1 = v, + Z kf_”le ktl

k=0
Donc A, 41 est bien un polynéme (& ce stade, non unique), de degré d + 1 = deg A,, + 1 car ag # 0.

Mais par ailleurs, par linéarité :

1 1 d
0:/ An+1(t)dt:fyn+/ gk gy
0 0 k:0k+1

d
Donc v, = — Z Mﬁ, déterminé de maniere unique.

k=0

‘La suite (A, )nen est déterminée (existence) de facon unique par les conditions (1). ‘

Si on note d,, = deg(A;), on a dy = deg Ag = 0 et on a vu que dp+1 = d,, + 1.
Donc (d,,) est une suite arithmétique de raison 1.

’Ainsi, pour tout n € N, deg A,, = n.

On trouve enfin :

—A1:X—@:X—1
L2 2 1 11
— Ay==X?-2X = - ==
2 g g +V21avecw 2x3 2x2 12 1 1+2-1
__.l_ —
— A3=_X3--X%?4+ X = - ~ = =0
57 % 1 Tt saAvee = e T 3 T 12 x 2 24
1 1 1 1 1 1 1
Al=X -2, Ag=-X2— X+ —et A3=-X3—-X?4+ X
! 2 275 5t T T A= PR

b) Montrer que A4, (t) = (—1)"A, (1 —t) pour tout n € N et tout ¢ € R.
Il s’agit de composition et non de produit. ..On exploitera l'unicité de (Ay).

Notons pour tout n € N, B,, = (=1)"An o (1 — X). Par composition By, est bien un polynome.
Par ailleurs, By = (—1)°4p(1 — X) = 1 = Ag. Puis, pour tout n € N, par dérivation de polynomes
composées :

i = ()" A (1 - X))

!/

= (—1)"x(1=X)'x AL, jo(1-X) = (—1)" " x (1) A, ,(1-X) = (—1)"A,(1-X) =
et en faisant le changement de variable : u =1—1¢:
1 1 0 1
| Bt =0t [ A=t = (0™ [T - dw = (0 [ () du=0
0 0 1 0

Donc la suite B,, vérifie exactement les conditions (1), par unicité : V n € N, B,, = A,,.

‘Ainsi, pour tout n € N, A, = (—1)"A, o (1 — X)‘

c) Pour tout entier n > 2, montrer que A,(0) = A, (1) et que As,—1(0) = 0.



Soit n > 2, on a donc A;L = A,,_1, donc A,, est une primitive de A,,_1.
Ainsi (puisque n —1>1) :

1
o:/o Ap_1 = An(1) — An(0)

‘Donc pour n > 2, A,(0) = An(l).‘

En particulier en t = 0 : Ag,_1(0) = (—=1)>" "t A4y,_1(1) = —A9,_1(0) (car 2n —1 > 2 car n > 1,5), donc
2A9,-1(0) = 0.

‘Donc pour tout n > 2, Ag,—1(0) = 0.‘

d) On pose provisoirement ¢, = A, (0) pour tout entier naturel n. Montrer que, pour tout n € N,

2

X" X
An(X):COF—i_ +Cn 2 2 +Cn 1X+Cn

. . Co Cn—2 Cn—1
puis que, sin > 1, m+...+ ) + o

+c, =0

On va démontrer le résultat par récurrence (on pourrait également exploiter la méthode de I'unicité comme
pour la question (b).)
xn X2
Posons, pour tout n € N, H,, : < 4,(X) = -+ 4+t ep_a— 51 + 1 X +cp >,
— Ap=1= Ap(0) = ¢y donc Hy. .
— Soit n € N. Supposons que H,, est vraie.

n 2
Alors A, 41 est une primitive de A, = CQW 4+t cpe 2)5 +cp1X +cp.
Xn.Jrl X3 X2
Donc il existe vy € R tel que Apy1 =co——< + -+ Cno— + cn1— + cn X + 7.
(n+1)! 3! 2!
Mais v = A,4+1(0) = ¢pg1-
Ainsi H,41 est vraie.
n 2
On a donc montré, par récurrence, que pour tout entier n € N, 4,, = COF 4+t cep_o— 5 4+ cn_1X + cp.

Soit n > 1, on a vu que A,41(1) = A,41(0), d’apres la question précédente, donc

1n+l 13 12
COWJF Tt enagr T gy +cnl + Ccpp1 = Cpta
Ainsi
€0 Cn—2
Pourtoutn)l,m+...+ ]

e) En déduire que, pour tout n € N, on a en fait ¢, = a,.

On sait que la suite (a,,) était uniquement définie par
p+1

la donnée ag =1 et la relation Vp > 1, a, = Z %Jr,iﬁ_i. (question 3.(b)).
i!

=2
Or ici ¢g = Ap(0) = 1 et on vient de démontrer que pour tout n > 1 (en posant p =n+ 1 — i) :

n+1

:_Z 1—2 :_ch—]:#

p=2

C’est la méme relation de récurrence et initialisation.



Ainsi, nécessairement pour tout entier n € N, ¢, = ay,.

6. Variations des polynomes de Bernoulli

1 1
e On admet que, pour tout n € N, A, (2) = (271_1 — 1) Q.
e On admet également que, pour tout entier naturel n > 2, les variations des polynomes A, sur [0,1]
correspondent schématiquement aux quatre cas ci-dessous :

—_

y y y
| o~ ] N
0‘ ‘wo‘ ixo‘ i:ro‘ \\/w

n =0 mod 4 n=1 mod 4 n =2 mod 4 n =3 mod 4

En d’autres termes, pour n > 2, on a :

1
— Sin = 2 mod 4, alors 4,(0) = A,(1) > 0 > An(§); de plus la fonction A,, est strictement

1 1
décroissante sur |0, 5] et strictement croissante sur [5, 1].

1
— Sin=0 mod 4, alors 4,(0) = 4,(1) <0< An(i) ; de plus la fonction A,, est strictement croissante
1 1
sur [0, 5] et strictement décroissante sur [—, 1].

1 1 1
— Sin =1 mod 4, alors A4,(0) = An(ﬁ) = A,(1) =0; de plus A,, <0 sur |0, 5[ et A, > 0 sur ]5, 1].
1 1 1
— Sin =3 mod 4, alors A4,(0) = AH(Q) = A,(1) =0; de plus A,, > 0 sur ]0, 5[ et A, <0 sur ]5, 1[.
Montrer que , pour tout n € N* et tout x € [0, 1], |Azn(z)| < |azn| et |Azny1(z)] < |a;n|‘
b . o 1 1
D’apres le résultat admis : A, 5) =\~ 1) a,.
n—1 < ol 1 1 1
Orn > 2,donc 2" > 2" et |A, 3 <§—1\an]<§\an].

1 1
e D’apres la forme admise pour n = 0[4] ou n = 2[4], la fonction A4,, est monotone sur |0, 3 et sur |-, 1/.

A (3)] 1w ). 2

Donc pour tout x € [0, 1], |A,(x)| < max <]An(0)],

1 |an|
—)| < Bl
(3)|<

Or A,(1) = A,(0) = ¢, = an et

‘Ainsi, pour tout z € [0, 1], pour tout n > 1, |Aa,(x)| < \agnl.‘

e La fonction Ag, 11 est dérivable et Ay, = Aoy,

On applique I'inégalité des accroissements finis, pour x € [0, 2} :

1 1
Ve 03], Mana) - Aana O] < sup hya (0 e =0l = sup [An (0] < laz x

t€[0,2] t€[0,2] 2

ou I'on a appliqué le résultat qu’on vient juste d’obtenir pour n pair.

1
Et comme Ag,+1(0) = 0, on trouve que pour tout z € [0, 2], |Aopt1(z)| < a%'



1
Puis, pour = € [2, 1} , on peut appliquer également 1'inégalité des accroissements finis entre x et 1,

1
ou bien, on peut noter que d’apres la formule trouvée en 5.(b) (puisque 1 —x € [O, 2}) :

1 a2n
Ve 3]s Maa@) = D" Az - 2] < 2

’a2n‘

2

Ainsi, pour tout z € [0,1], pour tout n > 1, |Ag,41(x)] <

7. Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

a) Soit f une fonction complexe de classe C* sur [0, 1].
Montrer que pour tout entier ¢ > 1 :

- :i 4,059

J=1

e Notons S; la somme de droite, montrons qu’elle est invariante en passant de ¢ a ¢ + 1.

1
Sper— Sy = (~1)1+? [Aq+1<t>f<q+”< Dl / Aqra (2 / Ay f T (1) dt
- o (st [ oo ia | A

/
Or (Aq+1 f<q+1>) — AL FY b A flgeay = Agf Y 4+ Agyr fO). Alnsi

[Aqﬂ(t)f(q*l)(t)}; = /01 (Aq+1f(q+1)>/ (t)dt :/0

Donc Sg41 — Sq = 0 et la somme est invariante, pour tout g € N*.
e Reste a trouver sa valeur initiale pour ¢ =1 :

S [4,0790] / A, FD (1) dt = 4y / AW

Jj=1

1 1
A f (@) de + / Ag1 (8) £ (1) dt
0

1 1
Or (Arf') = ALf' + Ay f”, donc / = /(Alf’)' —/ A f”.
0 0
Ainsi, le calcul initial conduit a

1

3 (1)t [Aj(t)f<ﬂ'>(t)};+(—1)q/olAq(t) (1) (4 /Af t)dt = /Aof t)dt = /f t)dt = f(1)—£(0)

J=1

q A 1 1
Par conséquent, pour tout ¢ € N*, f Z 1)1 [ ; f(])(t)}o + (—1)‘1/ Ag(t) £ () dt
J=1 0

b) En tenant compte des relations trouvées dans la partie précédente, montrer que pour tout entier naturel
impair ¢ =2p+ 1 :

p 1
£~ F0) = 5(£(0) + )= Yoo (50 - 100) - | a0 0 a



On applique la formule trouvée pour ¢ = 2p + 1 impair.
Dans la somme pour j impair, supérieur ou égal a 3, A;(0) = a; = A;(1) = 0, donc le crochet s’annule.

1
Puis comme A1 = X — 2 on trouve pour j =1,

1 [ F O]y = 570~ S 0) =5 (7O + £(1)

p 1
Ainsi + (1)~ F(0) = S (7/(0) + F/(1) = Y azy (F29(1) — 7)(0)) /0 Aoy (1) FCPH2 (1)t
j=1

c) Soit n € N et soit f une fonction réelle de classe C* sur [n,+oco[. On suppose que f et toutes ses
dérivées sont de signe constant sur [n, +o0o[ et tendent vers 0 en +oco.
En appliquant, pour k > n, le résultat précédent a fi(t) = f(k + t), montrer :

—+00

+oo p
S £ = 1)+ 5 () D sy P () + i (0P (1) dt
k=n j=1 n

ot on a posé Aj(t) = A;(t — [t]) pour tout ¢t € R.
Pour justifier qu’on a le droit d’intégrer avec une borne infinie, on montrera que

‘A2p+1 t) fr+2) (t)’ < Y(t) avec x / Y(t)dt admet une limite pour x — +00

Cela conduira o déduire que :

[ At 0] < |2 100

Soit k > n. L’application t — k -+ t est dérivable sur R, de dérivé constante égale a 1.
Donc f, est dérivable sur [n — k, +o00[, par composition et V ¢t > n —k, f.(t) =1x f'(k+1).
Puis, par récurrence immédiate, fi est C*° sur [n—k,+oo[et Vit >n—k,V heN, f,gh) (t) = fMW(k+t).
Et ainsi, pour tout k > n, pour tout h € N, féh)(l) =M (n+1)et féh)(()) = P (n).

On applique ensuite la formule obtenue a la question précédente a fy, :

. 1
fe+1) =) = fill) = i(0) = %(f'f )+ £ Z%( 1) - £2(0)) _/0 Asp i (07 (1) at
P 1

Puis, on somme pour k de n a N, cela commence par un téléscopage :
1 N 1 N p
o _ T / - / (29)
FN+1) = f(n) = 2;f<k>+2sz<k+1 2 Z( (k+1) = (k)

+Z/ Agpi1 (8) f PP (ke 4 t) dt

Il
S

N |

(=f'(m) + /(N +1) +Zf =D ag (SN 1) = [P ()
N k+1 !
3 Agpri(u— k) FOD () du

k=n k



ol l'on a posé u = k +t dans le calcul intégral.
Par ailleurs, si I'on définit A5, (t) = Agpy1(t — [1]),
alors pour tout u € [k, k + 1], Agpr1(u — k) = Agpr1(u — [u]) = A5,4 1 (u).
Ainsi, en « déplacant >les nombres et exploitant une relation de Chasles

N+1

Zf PHFNHD) = FOVAL) = f )5 )+ ey (PO + 1) = 10O m) = [ Ay () )
j=1

n

D’apres les hypotheses, toutes les dérivées f) () tendent vers 0 pour x — +00.
Reste a montrer que < l'intégrale est (absolument) convergente .

Aidé par I’énoncé, on majore : )A§p+1(u)f(2p+2) (u) du‘ < ‘a;plef(zpﬂ)/(u) (:=(u)),

(2p+2)

ou ¢ indique le signe de f , constant par hypothese,

a
et on exploite |;p|5 f (2p+1),(u) intégrable car

N Jazgl_yopiay ) < Jaag) a3 az|
(2p+1) < 2p (2p+1) _ r(2p+1) < 2p (2p+1) _ 192pl ) ¢(2p+1)
[ e et () < e (OO 1) = O ) < = o n) = 2 ) o)

Nécessairement les signes de f(2p+1) et de f(2p+2) sont contraires pour tendre 0 en +oo.
Ainsi on peut donc faire tendre N — +o0o (nombre fini de fois : p + 2 limites) :

+oo
S Pk = —f(n) Zazjf@ﬂ / Ayt (O£ (1)
k=n

Et 'on a démontré au passage (pour justifier la convergence de l'intégrale) :

o0 . a
[ Ao ) < 1l | er ),

1
d) Montrer que, dans l'expression de R,(«) du 4.d), le terme O <2p+al> peut s’écrire sous la forme
n

d’une intégrale.

Il reste & comparer ce résultat pour f: x — (> 1) & celui obtenu en 4.d).

1
(a0 — 1)zt
On a vu que toutes les dérivées de f sont de signe constant, tendant vers 0 en 400 (4.(b)).

On peut appliquer le résultat précédent (jusqu'a p — 1) - puisque f'(k) = e

I e R e Loy NS A F(20+2)
Rofa) = 3 o= 30 f/(0) = —f(0) + 5/ (n) = 3z 9 A3 (072 (1) e
k=n k=n j

1 1 — , .
= g g oS [ a0 ar

1
On retrouve la méme partie réguliere puisque ag = 1 et a1 = —3 et une gagne en précision puisque le O

est remplacé par un calcul intégral explicite.

Feo —a(a+1)---(a+2p—2)

3y s OO dt = [ Agyale = 12) T at.

1 ..
O m est eXphCltement
n

n

On démontre, dans le sujet d’origine (MP - 2011 - Centrale I), en exploitant en particulier les séries de



Fourier (ce n'est plus au programme) que :

a2p+2f(2p+2) (n)
Qpr(Qp) (n)

_ (a+2p)(a+2p—1)S(2p +2)
B 4An?m2S(2p)

Cela donne, de maniere assez précise, le controle de cette erreur, et permet de conclure que les formules
sommatoires étudiées ne sont pas nécessairement convergentes.

Voici, pour finir, 'extrait du rapport du concours Centrale-2011. Cela est intéressant de le lire...On a le
tableau de correspondance des questions :

Questions d’origine Questions DS 9
LA.2 1.2
IT.A.1 I1.3.a)
IIT.A.1. II1.5.a)
II1.A.2. enlevé du sujet : série de fonctions de plusieurs variables.
v enlevé du sujet : série de Fourier
LA.1 Comparaison série-intégrale. Non donnée ici
I.B.2. I1.2.a) et b)
II. IT
I I




Epreuves écrites Mathématiques 1

Mathématiques 1

Présentation du sujet

L’objet de ce probleme était de donner une approximation de la somme des séries de Riemann
convergentes. Pour cela, on étudiait le reste Ry, (a) =Y oo 1/k“

Dans la premieére partie, on donnait une premiere approximation du reste. Cette méthode se géné-
ralisant mal, on utilisait dans la deuxiéme partie une formule de Taylor pour obtenir simplement
un développement asymptotique du reste. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne donne
aucun controle de lerreur.

Dans la troisieme partie, on retrouvait a partir de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin le
méme développement asymptotique avec une expression de Ierreur assez satisfaisante.

Dans la derniere partie, on étudiait de maniere assez précise le controle de cette erreur, pour
conclure que les formules sommatoires étudiées ne sont pas nécessairement convergentes.

Analyse globale des résultats

L’épreuve, trés progressive dans chacune de ses parties, a permis aux étudiants sérieux de montrer
leur rigueur, leur connaissance du cours et leur habileté & manier 'analyse fine.

Les connaissances nécessaires étant pour la plus grande partie du probleme, au programme de
premiére année, la compétence et la maitrise ont pu étre jugées.

Dans la Partie I, la question I.A.2 qui était une « question de cours », s’est révélée tres classante.
La formule de Taylor avec reste intégral encore mal connue du tiers des candidats a permis, elle
aussi, de trier les candidats.

La partie IT a été I'occasion dans la question II.A.1 de voir ceux qui font la différence entre condition
nécessaire et condition suffisante. Cette partie a tres rarement été bien traitée.

La partie III, pourtant classique, a été, surtout dans la question A.1, mal comprise par les candi-
dats. L’énoncé demandait une existence et une unicité et plus de trois-quart des copies proposent
seulement une preuve d’unicité.

De nombreux résultats ayant été donnés dans ’énoncé, les correcteurs ont été trés attentifs aux
justifications données. « Par produit de Cauchy » ne constitue pas une preuve.

La question ITI.A.2 a été la fin de copie du plus grand nombre de candidats.

La partie IV a rarement été abordée. Seule une poignée de candidats a réussi a donner une réponse
correcte a la question IV.B.2.

Commentaires sur les réponses apportées

I.A.1 Signalons qu'un dessin ne peut constituer une démonstration.
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Epreuves écrites Mathématiques 1

I.A.2 On a lu trés souvent que la fonction x — 1/z* est décroissante sur R* quel que soit o € R,
qu’une suite majorée et minorée par deux suites convergentes converge. On lit tres souvent Zzo:p Up
avant la preuve de l'existence d’une telle somme.

I1.B.2 Rappelons qu'un théoréeme s’énonce avec des hypotheses. Rares sont ceux qui donnent des
conditions d’application du théoreme de Taylor avec reste intégral. Signalons qu’une affirmation
non justifiée, méme juste, n’est pas une preuve. Des candidats ont ainsi affirmé, sans ’'ombre d’une
justification, que la fonction ¢ — (k 4+ 1 —¢)?/t®+2 était décroissante.

IT Rappelons que le produit (de Cauchy) de séries convergentes n’est, en général, pas une série
convergente.

Les correcteurs se sont interrogés sur la dénomination de série télescopique. Les séries > (—1)" et
Zn>1 1/ (n(n + 1)) en sont-elles ? Ils préfereraient expression, « par télescopage » pour exprimer

que la somme finie Y707 (up 1 — up) est égale & Up i py1 — Up.

Rappelons qu’il ne sert a rien de majorer le module de la somme partielle d’une série a termes
complexes pour prouver la convergence de la série.

Pour de nombreux candidats Zf;l 1/il < 3272, 1/il = € = 1. Nous laissons aux futurs candidats
le soin de trouver le nombre d’erreurs et/ou maladresses figurant dans ces relations.

III Disons seulement que le propos « par produit de Cauchy » ne peut constituer une démonstra-
tion.

Conseils aux candidats
— Préciser les hypotheses des théoremes.
— Préciser les hypotheses de récurrence.

— Eviter : ainsi, par récurrence immédiate, par identification, par analogie, série croissante, série
positive, série majorée, l'intégrale converge en +oo, les noms de théoremes dont on n’est pas
stir, tels que Taylor Young a la place de Taylor-polyndémes, Taylor Lagrange a la place de Taylor
avec reste intégral,. . .

— Alors que le « théoreme d’encadrement » est clair, éviter les dénominations enfantines, telles
) )
que théoreme des gendarmes, du squezze, du pincement, de 'étau,. ..

— Numéroter ses copies.

— Respecter la numérotation des questions : ne pas remplacer II.A.2)b) par b).

— Souligner les résultats ou tirer un trait entre les questions.

Les trois derniers conseils peuvent paraitre superficiels, mais ils contribuent & ne pas « braquer »
le correcteur avant la lecture de votre copie.

Conclusions

En conclusion, nous dirons que, malgré ses nombreuses questions abordables par les étudiants de
MPSI, cette épreuve a permis de classer correctement les étudiants sérieux.
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