Lycée Pierre de Fermat 2025/2026
MPSI Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°9

Sujet donné le mercedi 13 mai 2026, 3h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et
I’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait
horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DU RESTE DE SERIES CONVERGENTES

L’objet de ce probleme est de donner une approximation de la somme des séries de Riemann convergentes S(a) =
+oo

E — ou «a est un réel strictement supérieur a 1. Pour cela, on étudie le reste :
n

n=1

+o00 1
k=n

Dans la premiere partie, on donne une premiere approximation du reste. Cette méthode se généralisant mal, on utilise
dans la deuxiéme partie une formule de Taylor pour obtenir simplement un développement asymptotique du reste.
L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne donne aucun controle de I'erreur.

Dans la troisieme partie, on retrouve a partir de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin le méme développement
asymptotique avec une expression de lerreur assez satisfaisante. On a besoin dans cette partie d’une étude succincte
des polynomes de Bernoulli.

Partie I - Etude préliminaire

1. Somme de Riemann
a) Soit a < 0.

1« 1
En exploitant une somme de Riemann (et non une série!), montrer que ( T Z ko‘> admet une limite finie.
n
k=1 n
En déduire un équivalent de (Sn(oz))n (défini plus haut).
On démontrerait de la méme fagon que le résultat reste valable pour a € [0,1].

b) Pour cette question, on considére f une fonction continue et décroissante sur [0, 1].
n—1

1 1 &
On note alors, pour tout n € N*, G,,(f) = - Z f (:) et D,(f) = ~ Zf (i)
k=0 k=1

(i) Montrer que (Gn(f))n et (Dn(f))n sont convergentes. Quelle est leur limite (commune) ?

(ii) Plus précisément, montrer que pour tout entier n € N* :
182 [k ! 1, [k
— — > t)dt > — —
it (3)2 [ o 13 ()

Un dessin peut aider, mais ne fait pas démonstration.

k—1 k
On exploitera ’égalité des accroissements finis a la primitive F' sur chaque intervalle {, } .
n 'n

c¢) On considere a > 1.

1
(i) Rappeler (sans démonstration) la nature de la série Z —.
k>1
Quelle est alors la limite de (R, («)) (définie plus haut) ?



(r+1)n—1 (r+1)n

. * 1 1
(ii) On note pour tout (r,n) € (N*)? G,.,, = Z Ta et D, , = Z —.
k=rn k=rn+1
. . 11 1 1
En exploitant 1.b), montrer que : V r,n € N*, Gy 2 e T \ a1 1)t > D,

+o0 1 1 400 1

(iii) En déduire que V n € N*, D> ey >
k=n k=n-+1

(iv) Donner enfin un équivalent de (Ry(c)), .

2. Premiére amélioration de I’étude asymptotique du reste
Dans la suite du probléeme, « est un réel strictement supérieur a 1.
1
(1— )zl
En appliquant & f, la formule de Taylor avec reste intégral & ’ordre 2, montrer que, pour tout k € N* :

a) Soit f, la fonction définie sur R* par fo(z) =

falk+1) = falky= =~ 2 L4,

ke 2 kol
ala+1)

ot Ay est un réel vérifiant 0 < Ay < Shat2

b) En déduire que :

1 1 1
B fa) = (= 1)no—t o T © (na“)

On pourrait répéter le procédé pour obtenir un développement asymptotique plus précis de R, (a), mais la partie
suivante va nous donner une méthode plus rapide.

Partie II - Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

3. Nombres de Bernoulli
a) Montrer qu’il existe une suite réelle (a,)nen ayant la propriété suivante : pour tout entier p € N* | pour tout
intervalle non réduit a un point I et pour toute fonction complexe f de classe C™ sur I, la fonction g définie par :
g=aof +arf +---+a, 1 fPY vérifie :

1 1 1 = ,
g’ + ag” + g9(3) 4+ .4 Hg(P) — f’ + Zb&pf(lﬂ* )
=1

ou les b, sont des coefficients indépendants de f que ’on ne cherchera pas a calculer.

On pourra montrer que (ao, . ..ap—1) est solution d’un systéme linéaire (Sy) triangulaire tel que (Sp) C (Spy1)-
p+1

b) Montrer que ap = 1 et que pour tout p > 1, ap, = — Z
i=2

En déduire que |a,| < 1 pour tout entier naturel p. Déterminer aq et as.

Ap41—i
7!

¢) Pour tout z €] — 1, 1], justifier que la série Z a,z® est (absolument) convergente.
p=0

+oo
On note pour tout z €] — 1, 1], ¢(z) sa somme : ¢(z) = Zapzp.
p=0
d) On fixe z €] — 1,1].
On note pour tout (p,q) € N x N*, u, , = a—fzzﬂrq. Montrer que la famille (|up 4])(p,q)enxn+ st sommable
q!

e) On admet qu’on peut alors écrire :

ioioup,q = f( ) Up,q[Q#0]>

p=0 gq=1 n=1 \p+q=n

En déduire que pour tout z €] — 1,0[U]0, 1], p(z) = %1 On admettra que le résultat est < vraie >en z = 0.
oz _

f) Montrer que la fonction 6 : z — ¢(2) — a1z est une fonction paire.
En déduire que asg11 = 0 pour tout entier k > 1. Calculer ay.

Les nombres b,, = nla,, sont appelés nombres de Bernoulli.



4. Formule de Taylor
1

(1 —a)za—1’
Dans cette question 4, on fixe un entier naturel non nul p et on note :

Soit f la fonction défnie sur RY par f(x) = ou « est un réel strictement supérieur a 1.

g=aof +arf +-- +ag 1 fOY.

avec les nombres a; définis a la question précédente.
Pour tout k € N*, on pose R(k) = g(k + 1) — g(k) — f'(k) de sorte que :

g(k+1) = g(k) = f'(k) + R(k).

a) En appliquant a g la formule de Taylor avec reste intégral a l’ordre 2p, montrer que

k+1 2 2p—1
k+1—1t)P
R(k) = /k ((21))!)9(21’“)(1&) dt + ; b€)2pf(2p+€)(k;)
=1

b) Pour tout s € N*, donner une expression de f(”l)(x) pour z > 0.
¢) En déduire I'existence d’un réel A tel que, pour tout k € N*, |R(k)| < Ak~ ZrFe),
d) En déduire le développement asymptotique du reste :

+o00
Ry(a) =) kia =~ (aof(") +arf'(n) +axf’(n) +-- + a2p—2f(2p72)(n)> +0 <nzpia1>
k=n

On obtient ainsi une valeur approchée de S(a)) donnée par :

n—1
Sy 2p—2(a) = k:if’ - (aof(n) +arf'(n)+azf"(n)+-- + a2p72f(2p72)(n))
k=1

e) Donner le développement asymptotique de R,,(3) correspondant au cas o = 3 et p = 3.

Partie III - Polynomes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

On peut calculer, pour n = 100 : 5‘100,4(3) =1,202056903159594277 . ..
tandis que S(3) vaut 1,202056903159594285 ... (constante d’Apéry).
1
La méthode de la partie II semble satisfaisante, mais ne fournit pas d’information précise sur le terme O o gl B
n

C’est pourquoi on introduit dans cette partie les polynémes de Bernoulli et la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin.

5. Polynémes de Bernoulli
On définit une suite de polynémes (A, )neny = (An(X))nen vérifiant les conditions suivantes :

1
Ag=1, A, = A, et /0 Apy1(t) dt = 0 pour tout n € N (1)

Les polynomes B,, = n!A,, sont appelés polynémes de Bernoulli.
a) Montrer que la suite (A, )nen est déterminée de fagon unique par les conditions (1); préciser le degré de A, ;
calculer Ay, As et As.
b) Montrer que A, (t) = (—1)"A,(1 — ) pour tout n € N et tout ¢t € R.
Il s’agit de composition et non de produit...On exploitera l'unicité de (A,).
c¢) Pour tout entier n > 2, montrer que A4, (0) = A, (1) et que As,—1(0) = 0.
d) On pose provisoirement ¢,, = A,,(0) pour tout entier naturel n. Montrer que, pour tout n € N,

n 2
Ap(X) = COF +ot Cn—zj tenaX + e

. . Co Cn—2 Cn—1
> — - E— =
puis que, si n > 1, 1) tot St g e 0

e) En déduire que, pour tout n € N, on a en fait ¢,, = a,.




6. Variations des polynomes de Bernoulli

1
e On admet que, pour tout n € N, A, (2> <2n T 1) Q-

e On admet également que, pour tout entier naturel n > 2, les variations des polyndmes A,, sur [0, 1] correspondent
schématiquement aux quatre cas ci-dessous :

[N AN N }

d

n=0 mod 4 n=1 mod 4 n =2 mod 4 n=3 mod 4
En d’autres termes, pour n > 2, on a :
1
— Sin =2 mod 4, alors A,(0) = A,(1) >0 > A"(i); de plus la fonction A,, est strictement décroissante sur
1 1
[0, =] et strictement croissante sur [5, 1].
1
— Sin =0 mod 4, alors A,(0) = 4,(1) < 0 < An(§); de plus la fonction A,, est strictement croissante sur

1 1
[0, 5] et strictement décroissante sur [5, 1].

1 1 1
— Sin=1 mod 4, alors A,(0) = An(i) = A,(1) =0; de plus 4,, < 0 sur |0, 5[ et A,, > 0 sur ]5, 1[.
— Sin=3 mod 4, alors A,(0) = An(§) = A,(1) = 0; de plus A, > 0 sur |0, 5[ et A, < 0 sur ]5, 1[.
Montrer que , pour tout n € N* et tout x € [0, 1], |Aan ()| < |azn] et [Aant1(z)] < \a;n|‘

7. Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
a) Soit f une fonction complexe de classe C* sur [0, 1].
Montrer que pour tout entier ¢ > 1 :

_ :q ) (]) (q
)= 20 407 e [ aose o a

b) En tenant compte des relations trouvées dans la partie précédente, montrer que pour tout entier naturel impair
q=2p+1:

1
£~ £(0) = 5(7(0) + Zaz (1920 = 1) = [ Anp @ 0yar

c) Soit n € N et soit f une fonction réelle de classe C*° sur [n, +oo[. On suppose que f et toutes ses dérivées sont
de signe constant sur [n,4oo[ et tendent vers 0 en +o0.
En appliquant, pour k > n, le résultat précédent a fi(¢t) = f(k + t), montrer :

+oo
S F(k) = —f(n) Zaz £ (n / Ay (02D (1) dt
k=n

ot on a posé Aj(t) = A;(t — [t]) pour tout t € R.
Pour justifier qu’on a le droit d’intégrer avec une borne infinie, on montrera que

‘A2p+1 )f(2p+2) (t)‘ < Y(t) avec x / Y(t) dt admet une limite pour x — +00

Cela conduira o déduire que :

+oo a
‘/ 2p+ (2p+2)( )dt‘ < ‘ 2p’ ‘f(2p+1)( )‘

1

d) Montrer que, dans 'expression de R,(a) du 4.d), le terme O <712P+0‘—1

> peut s’écrire sous la forme d’une

intégrale.



