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ETUDE ET APPLICATIONS DE POLYNOMES DE TCHEBYCHEV

On considére la suite (Uy)nen de polynomes de R[X] définie par :

Uy=1, U} =2X et, pout tout entier n > 2, U, =2XU,_1—-U,_»
On pourra confondre polynéme et fonction polynomiale. Ainsi, pour tout entier n > 2 et tout x € C,

Un(z) = 22Up—1(x) — Up—2(x)

Partie I - Calcul de la somme d’une série convergente

™ 2 1
/ <t - t> cos(nt) dt = —
o \27 n

On réalise quelques intégrations par parties. On note I, I'intégrale recherchée
Il s’agit de fonctions polynomiales ou trigonométriques, donc de classe C! sur [0, 7].

e [ (B (& L[ (- s

1. Vérifier, pour tout n € N*,

27
=v/(t =
~ © —~—= =0
1 t 1 1 1 -1 1 T 1
= 0— E |:<7T — 1) ﬁ COS(nt)] — ﬁ /0 ; COS(TLt) dt = 0— ﬁ — |:n,37r Sln(nt):| . = ﬁ + 0

T t2
Ainsi, pour tout n € N*, / < - t> cos(nt) dt = —.
o \27 n

2. Monter que, pour tout m € N*, et pour tout ¢ €]0, 7] :

nt .
Ui cos (m; ) gin %t
E cos(nt) = —
— Sin 3

e Méthode 1. Les exponentielles complexes (avantage : pas besoin de connaitre la réponse).
m m m
Z cos(nt) = Re (Z emt> = Re (Z(e”)”)
n=1 n=1 n=1

Pour ¢ €]0, 7], et # 1, donc gréace & la sommation des termes d’une suite géométrique

_ eimt)eit) <ei(1+m/2)t(_2i) sin 7;%) COS(mTHt) sin
= Re = .t
111 b

= (1 t
)=Re % .
; cos(nt) = Re ( 1— et ¢i72(—2i)sin £ s

SR




ou l'on aura largement exploité I’angle moyen (moitié). ..
e Méthode 2. Une somme télescopique et : 2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b) = sin(b + a) — sin(b — a).
Pour tout t €]0, 7],

t — % 2n + 1 2n — 1
sin2nzlcos(nt Zsmfcos (nt) Z <n+ )—sin( n2 t)

=1

Par télescopage :

e 1/, (2m+1 s m+1)Y\ . /m
sin 5 Zcos(nt) =3 <sm < 5 t) — sin <2t>> = cos <2t) sin (Et)

. . <p+q p—q> . <p+q p—q>_ p+q . p—q
avec sinp —sing =sin { —— + —— | —sin = 2cos sin ——.

2 2 2
Reste & diviser par sin 3 # 0.

e Méthode 3. Par récurrence (mais pas ici!)

il cos Dt iy mt
Pour tout m € N*, et pour tout ¢t €]0, 7] : Z cos(nt) = 22
ne1 S1n 5

3. Soit w: [0,7] — R

a) Montrer que si u est de classe C,

/ "u(®)sin(M)dt —s 0
0

A——+o00

Puisque u est de classe C!, on peut faire une intégration par parties :

™

/07r u(t)sin(At) dt = [—u(t):)l\ COS(/\t>:| + i/oﬂ ' (t) cos(At) dt

0

On suppose A > 0. Par inégalité triangulaire et inégalité de la moyenne :

T 1 1 [T,
/Ou(t)sm()\t)dt‘S)\(\u(ﬂ)|+|u(0)|)+)\/0 ' (8)] dt

Puis u est de classe C*, donc u’ est continue sur [0, 7], donc bornée (Weierstrass).
Ainsi, il existe M € Ry, tel que pour tout t € [0, 7], |u/(t)] < M et donc

[lu(m)] + [u(0)]) + wM]

>| =

/O " u(t) sin(\) dt‘ <

Ce dernier terme tend vers 0 pour A — 400 et donc par le théoreme d’encadrement,

si u est de classe C', / u(t)sin(At)dt — 0.
0

A——+00

b) Montrer que le résultat reste vrai si u est seulement supposée continue.
Indication : plus généralement, on démontre que le résultat est vrai pour toute fonction uniformément
proche de fonctions en escalier sur [0, 7.



e Cas 1. u créneau.
On débute par u = sl ou I est un intervalle non réduit a un point.
On peut supposer |a,b[C I C [a,b], avec b —a > 0.
Alors
s b s
/ u(t) sin(At) dt = s/ sin(At) = 3 (cos(Aa) — cos(Ab)) — O
0 a

A——+o00

Dans le cas ou I est réduit a un point, c’est encore plus immédiat.
e Cas 2. u en escalier.

Il existe n € N, sg,...s, € R, Iy, ... I, intervalles disjoints tel que u = ZSlej.
J=0
Alors par linéarité de l'intégrale :

n

/ u(t) sin(At) dt = sj/ 1y, sin(At)dt — 0
0 0

=0 A—+o00

par addition finie de termes qui tendent vers 0.

e Cas 3. u continue (ou réglée : i.e. limite uniforme de suite de fonctions en escalier).

Soit € > 0. .

Il existe v en escalier tel que V ¢t € [0,7] : |u(t) — v(t)| < o Ainsi, par linéarité, pour tout A > 0
T

/0 w(t) sin(At) df = /D o(t) sin(M) di + /0 (u(t) — v(t)) sin(M) dt

/Oﬁu(t)sin(/\t)dt‘ < /Oﬂv(t)sin()\t)dt'Jr/ lu(t) — v(t)| | sin(At)] dt < ‘/ ) sin(\t) dt‘+2

/0 " () sin(M) dt‘ — 0.

Or, a v fixé, \
—+00

™

il existe donc A > 0, tel que V A > A,

u(t) sin(\t) dt‘

w\m

0

Ainsi, pour tout A > A, / u(t) sin(At) dt‘ e. C’est la définition :
0

s
si u est continue,/ u(t)sin(A\t)dt — 0.
0

A——+o00

(On a fixé, ¢, puis v., puis Ac . = Ac...)

t2
Dra .
4. Soit f : [0,7] — R l’application définie par f(t) = 2 sin & si ¢ €]0, 7] .
—1 sit=0

Montrer que f est de classe C' sur [0, 7).

t
Pour tout t €]0, 7], sin 3> 0.

Donc par théoremes classique (produit, inverse, fonctions de référence), la fonction f est de classe C! sur
0, 7].

t 3
Puis pour t au voisinage de 0, 2sin 5= =t— o1 + o(t?) = t + o(t?).
t
5= —1 t t
Donc, au voisinage de 0, f(t) = 12:_ ot) = <—1 + 27r> (I+o(t) =—-1+ o +o(t)  Ainsi, f admet

un DL;(0) donc f est de classe C! au voisinage de 0

f est de classe C! sur [0, 7).




Rappelons que ce théoréme ne s’étend pas ; il est en particulier faux pour la classe C2.

m
1 2 i 2m + 1)t
5.a) Montrer que pour tout entier m € N*, Z — = 4 / f(t) sin <(m+)> dt.
el n 6 0 2

Avec les réponses aux deux premieres questions de cette partie :

St S (o= [ (5 1) (Somon)

L (mADtE s omt
co sin 5~ Nt . mt
= / < t) i 2 tmz dt:2/ f(t)coswsin—dt
o \27 sin 5 0 2 2
ou f a été remplacée par sa définition. Enfin, comme sina cosb = — (sin(a + b) + sin(a — b)).
m
1 T 2m + 1)t 2m + 1)t 1 [7 (¢
> = | s sin @D P 4= | s sin“”ﬂdt_/ ) ar
— n? 2 2 2 2 )y \2m

B . 2m+1) 1 l)t 1 /72 73
- [ stosin g5 - 5], = [ 0 w3 (% -5)

m
1 (2 1)t
Pour tout entier m € N*, Z — = / (@) mn + @m+ 1)t dt.
n
n=1
1 X1
b) Justifier la convergence de la série Z 2 et montrer : Z 2=

n>1 n=1

La série converge, c’est un résultat du cours.

29m + 1
DG EDE 0 Atnsi

2 m—+oo

™
Mais par ailleurs, la fonction f étant de classe C', on sait 16, que / f(t)si
0

: w? .y .
le terme de droite converge vers 3 et donc par unicité des limites :

+001 2
> m=%

n=1

Partie II - Etude de la suite de polynoémes (U,),en

6. Calculer U; et Us

Le calcul est direct :

Uy =2XU; —Uy=4X%—1et U3 = 2X(4X? —2) — 2X = 8X> — 4X.

7. Démontrer que, pour tout entier naturel n, U, est un polynéme de degré n, dont on déterminera le
coefficient du terme de degré n et la parité.

Posons, pour tout n € N, P, : <« degU, =n et [U,], =2" et U,(—X) = (=1)"Un(X). >
— Up =1, donc degUp = 0 et [Up], = 1 = 2° et Up(—X) = Up(X), donc Py est vraie.



— Uy =2X, donc degUy = 1 et [Uy]; =2 = 2" et U1(—X) = —~U1(X), donc P est vraie.
— Soit n € N. Supposons que Py, et P,41 sont vraies.
D’apres la relation de récurrence : Uy41o = 2XUp 11 — U,.
Alors, pour tout k > n+ 3, [Uy]x =0, car degU,, = n < k d’apres P,
et 2XUpt1], = 2[Unt1]p_; =0 car degUp41 =n+1 < k—1 d’apres Pp1.
Ainsi, pour tout k > n + 3, [Upy2], = 0 donc deg(Up42) < n + 2.
Puis, comme [Uy],, 1o =0, on a [Unt2l, 0 = 2XUny1l,0 = 2[Unt1], = 2 X 2" Qapres Py,
Donc [Upa],,q = 22
De plus,

Unps2(=X) = 2(=X)Up41(=X) = Un(=X) = (=1)"22U;41(X) = (=1)"Un(X) = (—=1)""?Ups2(X).

Ainsi P42 est vraie. On a montré : Vn € N, P, et Ppi1 = Pria.

‘Pour tout entier n, le coefficient dominant de U, est 2" X" et U,, est de méme parité que n‘

i 1
8. Soit 6 €]0, 7[. Pour tout n entier naturel, on pose S, (0) = sm((n(;)%@)
sin

a) Soit n € N. Exprimer S, (0) + S,,—2(0) en fonction de S,_1().

Soit n € N. En utilisant les formules d’addition,

S0 (0) + Sh_a(0) = (sin(n + 1)98)11;08)1n((n —1)0) _ ZSin(S?f()ec)os(G) 98, 1(6) cos(0).

b) Etablir, pour tout entier naturel n ;

sin ((n + 1)6)

Uy (cosf) = Sn(0)
e Méthode 1. D’apres la question précédente, (S,(0)) et (Uyn(cos(f))) satisfont & la méme relation de
in(2
récurrence d’ordre 2. De plus, So(0) = 1 = Up(cos(0)) et S1(0) = 31.11((99)) = 2cos(#) = Ui (cos(h)).
sin

sin((n + 1))
sin(6)

e Méthode 2. Encore une récurrence a deux termes, mais on accélere la démonstration.

in 6 2sinfcosf in(26
Pour n =0 : Up(cosh) =1 = s?n et pour n =1 : Uj(cosf) = 2cos = Sm, st _ SH%( )
sin 0 sin 0 sin 0

Ainsi, pour tout n entier naturel, Uy (cos(0)) = S,(0) =

L’initailisation est faite.
Montrons I'hérédité, en supposant le résultat démontré en n et n + 1, quelconque.

Up+2(cosf) = 2cos x Uyyi(cos®@) — Uy(cosf) = 2cosfsin(n +2)0) — sin(n + 1)6

sin 0
sin((n +3)9) + sin((n + 1)8) — sin((n +1)8) _ sin((n + 3)6)

sin 6 sin 6

toujours avec la méme formule : 2sina cosb = sin(a + b) + sin(a — b).
Ainsi, ’hérédité est assurée.

sin ((n + 1)6) ‘

Pour tout entier naturel n et tout réel 6 €]0, 7[, U, (cos ) = -~
sin




9. Calculer, pour tout entier naturel n, Uy,(1) en fonction de n.

e Méthode 1.
Soit n € N. Comme la fonction U, est polynomiale, alors elle est continue. De plus,

sin((n +1)8) N (n+1)0

~ 1).
sin(6) 90 0 90 (n+1)
Ainsi,
, . sin((n+1)0)
n(l) =1 n = lim ————F = 1.
Un(1) QILI(I)U (cos(8)) 650 sin(6) n
Finalement,

| VneN U(1)=n+1. |

e Méthode 2.
Par récurrence, posons, pour tout n € N, Q,, : < Up(1) =n+ 1 >.
— Up(1)=1=0+1etUs(l)=2x1=2=1+1, donc Qp et Q; sont vraies.
— Soit n € N. Supposons que Q,, et Q11 sont vraies.
Alors Up42(1) =2 x 1 x Up41(1) = Up(1) =2(n+2) — (n+ 1) = n+ 3. Donc Q,, 42 est vraie.

‘Ainsi7 par récurrence, pour tout n € N, U, (1) =n + 1. ‘

10. Soit n € N*.
a) Montrer que U,, admet n racines réelles, toutes situées dans | — 1, 1[, que 'on explicitera.

km
Soit n € N*. Notons, pour k € [1,n], 6 = 1
n
Alors () est une suite croissante a valeur dans |0, 7r[ donc telle que sin 6y # 0.
La fonction cos est strictement décroissante sur [0, 7], & valeurs dans [—1,1].
Donc, en notant zp = cosf,ona: —-1<z, <--- <z <1

Puis, pour tout k € [1,n] :

i (( +1) x hm )
sin ( (n —
n+1 sin(2km)
n(2r) n(c0s Or) sin 0y, sin 0y,
‘Ainsi, nous avons trouvé n racines réelles distinctes de U, situées dans | — 1, 1]. ‘

n
b) Montrer que : U, = 2" H <X — Cos
k=1

km
n+1)"

Le polynome U,, est de degré n, de coefficient dominant 2",
on connait n racines distinctes, il se factorise donc :

Un

I
"3

—
=

—zp) =2" H(X — cos B)
k=1



n T km
U, =2 H<X—cosn+1>.

k=1

n
k
c) En déduire la valeur de s, := H sin 2777 en fonction de n.

o Al

En particulier, si on substitue la valeur 1 & X :

i km
1=U,(1)=2" 1-—
n+ (1) kl;[l< cosn+1>

.9 .
Or 1 — cosa = 2sin? 3 ce qui donne :

n
km
1=4"]]sin? -——
n + Hsm 2(n+1)
k=1
s __ﬁ sin km _vn+1
”'_k_l 20n+1))  2n

11. Soit n € N, n > 2. On définit sur |0, [ la fonction gy, : 6 — sin(0)U,(cos(0)).
a) Montrer que g, est solution, sur ]0, 7[, d’'une équation différentielle de degré 2 que vous expliciterez.

D’apres la question précdente,
V 0 €]0, 7], gn(0) = sin((n + 1)8).

Ainsi, g, est solution de ’équation différentielle

'+ (n+1)%y =0.

b) En déduire que, pour tout réel 6 de |0, 7|,

sin? @ x U/ (cos @) — 3cos @ x Ul,(cos0) + (n* + 2n) x Up(cos ) = 0

En utilisant la dérivation des fonctions composées, pour tout 6 €]0, 7|,

gh(6) = cos(0)Uy(cos(h)) — sin(0)U, (cos(6))
gr () = —sin(0)Uy(cos(0)) — 3 cos(f) sin(0)U/ (cos(8)) + sin®(0)U” (cos(h)).

Comme ¢/ (8) + n?g(#) = 0, alors
—Up(cos(8)) — 3cos(0)U,(cos(6)) + sin(0) U (cos(6) = 0.

Ainsi,

V 6 €]0, x|, sin?@ x U”(cosf) — 3cosf x U, (cos @) 4 (n* 4 2n) x Uy (cosh) = 0.

c) En déduire, pour tout entier naturel n :

(X2 - 1)U +3XU, — (n* +2n)U,, =0



Notons pour n € N, Q,, = (X2 — 1)U/ + 3XU!, — (n* + 2n)U,,.
@, est un polynome qui vérifie d’apres la question précédente :
¥ 60 €]0, 7], Qn(cosf) =0 (car cos’f — 1 = —sin?6).
Ainsi, pour tout u €] — 1, 1[= cos (]0, (), Qn(u) = 0.
Par conséquent, @), admet une infinité de racines, donc @,, est le polynéme nul.

pour tout entier naturel n : (X* — 1)U/ 4+ 3XU., — (n* + 2n)U, = 0.

12.a) On fixe t €] — 1,1[ et = €] — 1, 1], montrer que la série Z Up(z)t" est convergente.
n=0

1
V1—22

Indication : on pourra montrer que pour tout n € N, |Up,(z)| <

On note pour tout (z,t) € —1,1[2 Z Un(

x €] — 1,1[. Donc il existe un unique 6(= arccos z) €0, 7| tel que = = cos .

sin nd 1
Et d tout = N =m0 S smo
onc pour tout n € N, |Up(z)| = [Up(cos 0)| sin 6 sin
1
Ainsi, (Un(x))n est majoré (pour la variable n), par Sn(arceos 7) = it

1
V1 — 22

1
————|¢|" est convergente (série géométrique de raison [t < 1).
V1-—2a?

Ainsi, par comparaison des séries a termes positifs : E |Un,(z)t"| est convergente.

Ainsi, pour tout n € N, |Up(z)t"| <

2"

Or la série a termes positifs Z

Par conséquent, la série Z Uy (z)t" est absolument convergente.
n=0

Donc Z U, (x)t" est convergente.
n=0

1
b) Montrer que pour (z,t) €] — 1,1[%, U(z,t) = T omi 1 2
On calculera (1 — 2zt + t2) x Uz, ).
On fixe toujours x,t €] — 1,1].
+oo +oo
(1=2xt+1%)> Un(x)t" = D Un(x —2thU )"+ tQZU
n=0 122)
= > Unl ZQJ:U t”+1+ZU )+
n=0

- <U0(x)t0 + Uy (x)t + ZU ) — <2mUo )t + szU t”+1> + ZU )t t2

+00
= 1420t —2at+ Y (Un(z) — 20Up_1(2) + Un_2(x)) "
n=2

car Uy = 1, Uy (z) = 2.
Et comme, pour tout x € R, et tout n > 2, Up(x) — 22Up—1(x) + Up—2(z) =0, on a :

+00
1
pour tout (z,t) €] — 1, 1[27 1- 2$t+t2)n§0Un( = 1 ou encore U(z,t) ZU m




n
c) On définit la famille (ag ) n)en2 en posant pour tout n € N, U, = Z akak.

k=0
On a donc ay, = 0 des que k& > n.

On fixe z,t €] — 1, 1] tels que |2(1 4 z)t| < 1. Montrer que la famille (ak,nazkt”)(km)@\;z est sommable.

k
On admet que pour tout 0 < k < n, ap, = (—1)”*’“2” Z <H cos )
kel

T
n+1

Pour montrer la sommabilité, on étudie la famille & termes positifs <|ak,n:rkt”\>

k,n)eN?
Nous allons démontrer cette sommabilité, en exploitant (la condition suffisante) dfl t})léoréme de sommation
par paquets.
N? = H—J A, ou pour tout n € N, 4, = {(k,n),k € N}.
neN
— Pour tout n € N, la famille (|ak’nazkt"|)(k7n)7n€An = (|agna®t"|)ren est sommable.
En effet, pour k € A,, a;, = 0 des que k& > n, donc la famille est nulle & partir d'un certain rang.

n
C’est donc une famille finie. Et Z |ag na®t"| < (Z |ak,na:k]> t".
keN k=0

n
— 11 suffit maintenant de démontrer la sommabilité de la famille ((Z \ak7nxk|> t”)
k=0

n n
Mais malheureusement, Z ]ak,n:zk| + Zakmxk
k=0 k=0
Fixons n € N. Pour tout k < n, ai, = [Un]

- k
OI‘Un:2nH<X—COS _:_T
n

neN

= |Up(z)], ce qui aurait été pratique. ..

k

1), que 'on développe par relations coefficients racines.

k=1
Le coefficient obtenu devant X*, qui est ak.n est la somme de tous les produits possibles du choix
km
de k termes X et de n — k termes de la forme — cos T
n

On a donc, comme le dit I’énoncé :

ooe 5 (U)o 3 (1)

Ic (nN—nk) kel

On peut alors majorer :

<2 3 (H

1e(fy) Vet

Et donc

n n n
n

D lanaz®] <Y lagallat] <2 (k>x’f — (21 + )"

k=0

k=0 k=0

n

Ainsi : <Z |ak7nmkl> "< (2t(1+2))"
k=0

Et la série Z (2t(1+z))" est gbométrique de raison r := 2t(1 + ) €] — 1, 1[.

n=0

n
Par comparaison de série & terme positif, la série E ( g |ak’na§k|> t" converge.
n=20 \k=0

Pour z,t €] — 1, 1] tels que |2(1 + 2)t| < 1, la famille (akma}ktn)(,ﬂ’n)eNz est sommable.




2x 4

2 1)t =

1 1
On notera qu’avec x = 3 ett = 3

1
X — = — < 1. L’ensemble n’est pas vide.

d) Montrer les deux égalités suivantes, pour tout (z,t) €] — 1, 1[* tels que |2(1 + z)t| < 1

—+o00 +o00 +o0
_ k
z(z ) ) Jf

k=0 k=0

“+oo n 1
On a déj ) ah = ——
n a deja vu que T;) (kzo Qk.n ) x (1 T t2) v

Et comme la famille (ak,nJUktn)(k,n)eN? est sommable, on peut méme écrire :

+o00 n 1
kan k _
> (Z “) S (e T
n=0 \k=0

(k,n)EN?

Or on peut aussi, d’apres le théoreme de sommation par paquets, changer ’ordre de sommation :

St = 3 Y ap et Z(zakn>x

(kyn)EN2 keNneN k=0

Or agy, = 0 si n < k, donc par transitivité de 1'égalité :

+oo /+oo
e ()
n—

k=0

Par ailleurs, pour tout (z,t) €] — 1, 1[?,

1 1 " 1 Z < 2t >"
2y _ = 2 2% 2 2
(1+1t2) =2tz 14t l—fpr 1482 = \1+1
. " . . PSR . 2t
ou 'on a exploité le résultat bien connu sur la série géométrique de raison = 2T

Cela est permis, car 0 < (14 t)?, donc 0 < 1+ 2t +t2, donc —2t < 1+ t2;
et de méme avec 0 < (1 — )%, on a 2t < 1+t Donc [2t] < 1+ %,

Et ainsi, on a bien rl<x<l.

+¢2

k=0 \n=k

+oo /400
1
Alors, pour tout (x,t) €] — 1,12 tels que |2(1 + z)t| < 1, E ( E ak,nt”> z* = A+d o
— 2tz

>

k=0

1+t2

e) On admet que la réponse & la question précédente permet de faire I'identification :

11 (—2t)k
te|—=,=|,VkeN nt" =
v e} 272[,\7 €N, Zak aTeF

—+00

1 1
En déduire que pour tout 6 € } —arctang, arctan§ [, et tout k£ € N, Z Ak k+h tan @ = 2% cos2F+D) g

h=0

On peut simplifier ¢* (par prolongement par continuité, le résultat reste vrai en t =0 :

v L1l vien 5 (-2
t 55 e NN, z_:ak,kJrht Za Ent m




1 1
Puis, pour 6 € —arctani,arctani [, en posant t = tanf €] — 1, 1], on trouve

400 k
-2
VEke N, E Ak h+k tanh(e) = (1_|E*5311)29)/€ = (—Q)k COSzk 0
h=0

1
cos?a’

car 1 + tan®a =

+oo
1 1
Ainsi, V 0 € } —arctani, arctan§ [,V keN, Z ak prn tan™(0) = (—2cos? 0)F.
h=0

Partie III - Etude d’un produit scalaire

Dans la suite du probleme, n désigne un entier naturel fixé tel que n > 2, et on note F = R, [X], 'espace
vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n.
On note L, application qui, & un polynéme P de FE, associe le polynome L(P) défini par :

L(P)=(X?-1)P" +3XP

On considere également (-,-) I'application qui, & un couple (P, Q) de polynémes de E, associe le réel de
(P, Q) défini par :

(P,Q) = /_1 1—22P(2)Q(z)dx

Un réel p est une valeur propre de L s’il existe P € E, P non nul, tel que L(P) = uP.
On dit alors que P est un vecteur propre associé a la valeur propre p.

13. Montrer que L est un endomorphisme de ’espace vectoriel E.

La (double) dérivation est linéaire sur l’ensemble des polynomes.
De méme les applications @ — S x @) sont linéaires, pour tout polynoéme S.
Ainsi, pour tout A\j,Mo e R, P, P, € F

L(/\1P1 + )\2P2) = (X2 — 1)()\1P1 + )\QPQ)" + 3X()\1P1 + )\QPQ),
= (X2 1) (MP] + XoP") +3X (M P + \oP})
M(X2 = 1)P +3XP{] + \o[(X? = 1)Py + 3XPj] = M L(Py) + Mo L(P,)

’Ainsi L est linéaire sur FE. ‘

14. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur E. Nous noterons || - || la norme euclidienne associée.

e (-,-) est bien a valeurs dans R.

e (-,-) est symétrique :

1 1
YPQeE, (POQ)= /_1 V1= 22P()Q(x) dz = /_1 V1= 220(x)P(x) dz = (Q, P).



e (-,-) est bilinéaire :
V)\1>)\2€Ravplap27QeEa

<)\1P1 + Ao Py, Q> = / V1— 22 )\1P1 + )\QPQ)Q(:E) dx
= )\1/ V1—22P(2)Q(z) dz + Ao /1 V1—22Py(2)Q(z) dzx
1

= )\1<P1, Q> + )\2<P27 Q>

par propriétés classiques et diverses de I'intégration.
Ainsi (-, -) est linéaire a gauche. Et par symétrie, elle est également linéaire a droite.
e (-,-) est positive :

VPcE, (PP) \/ —22P%(z) dz >0
—,_/

par intégration d’une fonction positive.
e (-,-) est définie :

VPcE, (PP)=0= \/ —22P*(z) de =0=Vxc[-1,1], V1 —-22P(z) =0
\—v—’

car si I'intégration d’une fonction continue et positive est nulle, alors cette fonction est identiquement nulle
sur l'intervalle d’intégration.
Ainsi, V 2 €] — 1,1], P(z) =0 (car v/1 — 22 # 0). Donc P admet une infinité de racines. Ainsi P =0

‘ (+,-) est un poroduit scalaire sur E.

15. Démontrer que, pour tous polynémes P, ) de F :

(L(P),Q) = (P, L(Q))
Indication : On pourra, a I'aide d’une intégration par parties, montrer :
1

wP).Q) = [ (1= PE)Q ) o

-1

Soient P, € F.
Faisons une intégration par parties en posant u(z) = (1 — 22)*>2P’ de dérivée :

v (z) = %(—21:)(1 — )P 4+ (1 —2?)32P" = —32/1 — 22P' — /1 — 22(2® — 1) P"

et v(z) = Q(z), de classe C! sur [-1,1] :

1
(L(P),Q) = /_1 V1= 2L(P)(2)Q(x) dz _/ VI— 2 (2% — 1)P"(z) + 32P'(2)) Q(z) da
1

B /_11(_u,($))v(x) de = [~ u()o(@)]L, + /1 u(z)v'(z)dz =0 +/ (12?2 P (2)Q (z) de

-1 -1

Or cette derniére expression est symétrique en (P, Q), donc (L(P), Q) = (L(Q), P) = (P, L(Q)) par symétrie
du produit scalaire (-, -).

| Pour tout P,Q € E, (L(P),Q) = (P, L(Q)).|




On dit que L est auto-adjointe pour le produit scalaire (-, ).

16. Pour tout k € [0, n], calculer L(Uy).
En déduire que L possede des valeurs propres.

Soit k € {0,1,...,n}. D’aprés la question ??, (X? — 1)U/ 4+ 3XUj, — (k* 4 2k)U, = 0.

Donc L(Uy) = (X% — 1)U} + 3XU;, = (k* + 2k)Uy.

17.a) Etablir que (Uy)o<r<n est une base orthogonale de E.

On a alors, pour h,k € [0,n] et k # h.
(K + 2k) (U, Un) = (L(Ux), Un) = (Ug, L(Un)) = (h* + 2h)(Uy, Up)

On a done ((k? + 2k) — (h? + 2h)) (U, Uy) = 0.
De plus, = — x(z + 2) est strictement croissante sur R, . Ainsi, comme k # h, alors h% + 2h # k* + 2k.
On a nécessairement (Uy, Up,) = 0.
La famille (Ug)o<k<n est une famille orthogonale de E, composée de vecteurs non nuls.
Ainsi (Ug)o<k<n est une famille libre, composée de n + 1 = dim E vecteurs de E. C’est une base de E.

’La famille (Ug)o<k<n est une base orthogonale de E. ‘

b) Avec un changement de variable, pour tout entier k € [0, n], évaluer ||Ug||.
La famille (Uk)o<k<n est-elle une base orthonormée de E 7

Soit k € [0,n], ¥ : [0,7] = [~1,1], 8 > cos @ est C'-bijective (continue strictement décroissante).

On peut faire le changement de variable : © = cos, on a alors dx = —sin§d6.
in(k 4+ 1)0
On se souvient que Uy(cosf) = M :
sin 6

sin 6

1 0 : 2 m
U2 = /1 V1= 22Uf (z) dx = / sin @ (M) (—sinf) df = /0 sin?((k +1)0) do

1 e 1 T T
= 35 1- Wk +1)0) df == — | ——sin(2(k+1)0)| ==
2/0 ( cos(2(k +1)0) 5 [4(k+1)sm(( + ))}0 5
N e e, .9 1 — cos2a
ou on a linéarisé sin“ o« = —
pour tout entier k € [0,n], |[Uyl| = g - indépendant de k!

2
En revanche, la famille (W )o<k<n telle que Wy, = \/7 U, est une base base orthonormée de FE.
T

18. Montrer que, pour tout k € {1,2,...n}, vect(Uy, Ups1, - - ., Un)™ = Rp_q[X].

Soit k € [1,n]. Pour tout i € [0,n], degU; =i d’apres 1.
La famille (U;)o<i<k—1 est une famille (de degré) échelonné/étagé.
11 s’agit donc d’une famille libre de k = dim Ry_1[X] éléments de Ry_1[X].
Ainsi (Up, Uy, ... Ug—_1) est une base de Rg_1[X].



k—1
Pour tout P € Ry_1[X], il existe donc ag, a1, ...,ax—1 € R tel que P = ZaiUi.
i=1
Et donc pour tout j € [k, n],

k—1 k—1
<P, Uj> = Zai<Ui,Uj> = Zai x0=0
i=0 i=0

Donc P € vect(Uy, Upst, - .., Un)".
On a donc inclusion : Ry_1[X] C vect(Ug, Ugy1, - - -, Un)J‘.
Par ailleurs, la famille (Uy, ...U,) étant libre (de degré échelonné, ou sous-famille d’une famille libre),
on a dim (vect(Ug, Ugs1,...,Up)) =n—k+ 1.
On a donc dim (Vect(Uk, Ukt1,-- -, Un)L) =dim E—(n+k—1) = (n+1)—(n—k+1) = k = dim Ry [ X].
Ainsi par simple inclusion et égalité des dimensions :

pour tout k € {1,2,...n}, vect(Uy, U1, .. LU = Rg—_1[X].

19.a) On considere k € [1,n].
On note pour R € E, di(R) := inf{||R — S|, S € Rx_1[X]} la distance de R & 'espace Ry_1[X].
Montrer (cours) que, pour tout R € E, di(R) = |R — R||* oul R est le projeté orthogonale de R sur
Ri_1[X].

On considére R € E. On note R, le projeté orthogonale de R sur R;_1[X].
Onadonc R=R+ (R—R)avec R 1L (R—R)ie (R, R—R)=0 Et donc en passant & la norme
(au carré) (pour le produit (-,-)), pour tout S € Ry_1[X] :
IR~ S|I? =R~ S+ (R-R) =R~ S|*+|R - R|?
car (R—S, R—R )=0.
e S~——
ERy—1[X] €(Rp—1[X])+
Comme il s’agit de I'addition de deux nombres positifs :

VSeR[X], |R-S|*>|R-R|’

avec égalité si et seulement si [|[R — S||? = 0 i.e. si et seulement si S = R.
Ainsi, le cas d’égalité est possible (atteint) :

d?(R) = ||[R — R||? ot R est le projeté orthogonale de R sur Ry_;[X].

, 1 1 2
b) Application. Evaluer inf {/ V1-—1t2 (2752 —t+at + b> dt;a,be R 5.
-1 s

Il s’agit donc d’un calcul de distance

! 1 2 1
/ V1 —t2 <2t2 —t+at+b> dt = |(R—=S)|> ouS=aX+beR[X]etR= 27)(2 - X
-1 7T s

On a donc : 1 ) ) . 1 ) )
=X’ X=_—(4X*-1D+——-(2X)=—Us — - —
k=g 877( )+ 8 5 (2X) ol R

Et la distance est minimisée en S = R, projeté orthogonal de R sur R;[X] = vect(Up, Uy).
— 1 1
Ainsi R = —§U1 + S—UO, puisque Us L U; et Uy L Up.
T
Alors

2oy

1 1 2 — 1 1
inf / V182 —t* —t4+at+b) dt;a,b ERy = ||R—R|? = |-—Us|* = —— X
1 27 8 8272

d’apres un calcul précédent.



1
Onadoncmf{/ \/1—t2<t2 t+at+b> dtabER}
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20. On sait que L possede des valeurs propres. On note pg < --- < s toutes les valeurs propres de L.
Pour tout i € [0, s]|, soit P; un vecteur propre associé a la valeur propre p;, i.e. : Vi € [0, s], L(FP;) = w; P;.

a) Soit p une valeur propre de L et P un vecteur propre associé. Montrer que, pour k € N, Lk(P) =ukp.

On démontre ce résultat par récurrence. Elle est beaucoup plus immédiate que les précédentes, on peut
étre plus négligeant pour la rédaction.

L%(P) =id(P) = P = i’ - P, donc la relation est vraie pour k = 0.

Supposons qu’elle est vraie pour un k € N fixé quelconque. Alors

LFY(P) = L(L¥(P)) = L(W* - P) = p*L(P) = p* ™' P

ol on a appliqué la relation a 'ordre k et la linéarité de L. Le résultat est vrai a ’ordre k 4 1.

Ainsi, pour tout entier k € N, L*(P) = p* - P.

b) En exploitant, au choix un déterminant de Vandermonde ou un polynéme d’interpolation de Lagrange
bien choisi, montrer que (P;)p<i<s est une famille libre.

S
Soient (\;)o<i<s, une famille de réels (scalaires) telle que Z AiP; = 0.
=0
Si l'on compose par L¥, par linéarité, il vient :

0=L0 (ZA P) Z)\ LE(P sz (Ey)

On a donc obtenu un nombre infini d’équations (Ej). Elle sont linéaires mais les inconnues sont des po-
lynoémes \; P;.
On aimerait pouvoir arranger ces équations (combinaisons linéaires) de maniere a retrouver plus qu'un

seul )\hPh.
r—1

Encore autrement écrit, on cherche des nombres ag, a1,... tel que Z ap By = A Eh.
k=0
e Méthode 1 : Déterminant de Vandermonde.
11 s’agit de résoudre le systeme (que I'on choisit carré pour qu’il puisse étre inversible) :

MoPo +M P +... + A Ps 0 (Eo)
poroFy  +pPr + +usAsPs =01 (1)
: =
poroFPo  +piAPr + +pAsPs =0 | (Es)
Comme les polynémes Py, ..., Ps sont non nuls, ils possedent chacun au plus n racines (ce sont des

polynémes de degré au plus n), il existe donc un réel zy tel que pour tout k € [0, s], Px(z0) # 0.
Alors,
)\Opo(Z()) +)\1P1(Zo) +... —I—)\SPS(ZQ) =0
poroPo(z0) +uiAiPi(zo0) +usAsPs(z0) =0

+
+... :
+ +,U§)\SPS(20) =0

poroPo(z0)  +uiA1P1(20)



AoPo(z0)

Ainsi, en notant V la matrice de Vandermonde ((1;)")o<i j<s et X = : , le systeme s’écrit
>\sPs (ZO)

VX =0s41,1-

Comme les (115) sont deux a deux disjoints, d’apres les déterminants de Vandermonde, V' est inversible.

Ainsi, X = 03+171.

Comme V k € [0, s], Px(z0) # 0, alors ¥ k € [0, s], A = 0.

e Méthode 2 : Polynéme interpolateur de Lagrange (qui donne V! directement).

X — s
Soit k € [0, s]. Soit Ly = H ad , alors pour tout h € [0, s], Ly (ptn) = Ok, h-
WLy —
J#k
s—1 ‘
Si on développe Ly, de degré (au plus) s — 1, on trouve Ly = Z xj X7,
=0
s—1 )
Donc Ly (pn) = Opf = ij,u%. Ainsi
=0
s—1 ' s—1 s ) s s—1 ) s s
0=> 2;L7(0) =), (Z Am{ﬂ) = N | D omipd | P=) NLi(pa)Pi =Y AibinPi = MeP
=0 =0 i=0 i=0 =0 i=0 i=0

Or Py # 0 (car c¢’est un vecteur propre), donc A\ = 0.

‘Ainsi la famille (P;)o<i<s est une famille libre. ‘

c) En déduire que s < n.

Toute famille libre de polynomes de F a nécessairement un cardinal inférieur a la dimension de l’espace
E.
Or le cardinal de cette famille est égal a s + 1.

‘Doncs—l—lgdimE:n—i—l.‘

d) En utilisant la famille (Ug)o<k<n, montrer que s = n
et en déduire que, pour tout k € [0,n], Ker (L — k(k + 2)Idgx]) = Vect{Uy}.

D’apres la question ??, {k(k + 2), k € [0,n]} est un ensemble de valeurs propres distinctes de L. Ainsi,
s = n.

Finalement, s = n.

De plus, comme k — k(k + 2) est croissante, alors

V ke [0,n], ur = k(k+2).

Soit k € [0,n]. Notons Ey = Ker(L — k(k + 2)Idg[x])-

D’une part, Uy, € E), donc Vect{Uy} C Ej.

D’autre part, pour tout k € [0,n], notons (P 1,..., Py,,) une base de Ej. D’apres le point précédent,
e = 1.

En reprenant I’argument des déterminants de Vandermonde, la famille (Py1,...,Porys--- s Pots-- s Pogr,)

est une base de R,[X]. Comme R, [X] est de dimension n + 1, alors r; =--- =r, = 1.
Ainsi, pour tout k € [0,n], dim(E) = 1 et Ey, = Vect{Uy}.




Partie IV - Etude d’une fonction définie par la somme d’une série convergente

21.a) Montrer que, pour tout couple (z,y) € ([0, +00[)?, la série Z

n>1

. 1
(n+2z)(n+y) ctla Senez (n+2x)%(n +vy)

n>1
convergent.

Soit (z,7) € (Ry)%
Pour tout entier naturel n non nul, posons

1
n+z)2(n+vy)

un(x,y) = m et vp(z,y) = (

Comme x et y sont positifs et n > 1, alors, u,(z,y) et v,(x,y) sont bien définis.

D’une part, u,(z,y) ~ —. Ainsi, d’apres le théoreme de comparaison des séries & termes positifs,
n—+oo N

1
comme E — converge, alors E un(x,y) converge.
n

1
D’autre part, v,(x,y) ~ —- Ainsi, d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs,
n—+oo n

1

comme E — converge, alors E vp(z,y) converge.
n

Ainsi,

1 1
V(z,y) € (Ry)?, Z CETICEe) et Z CETLCED) convergent.

1
b) Soit (z,y) € ([0, +oc[)?, pour quelle valeur de (a, 3), la famille < ) est-elle
(n + x)a(m + y)ﬂ (n,'n’L)EN*2
sommable .
. 1 =
Le terme de la famille : eR.

(n+z)*(m +y)P
On a donc I'équivalence :

1
< o 5) est sommable si et seulement si :
(n + J)) (m + y) (n,m)eN?
1
1.V n € N¥, < = ﬁ> est sommable.
T2t 9P ) e
1
2.(8n)nen+ est sommable (ou l'on a noté s, = ( ) ).
& "= 2 e e e

Notons qu’on a la liberté sur le choix de la sommation par paquets disjoints. . ..
1. Or ici, pour n € N :

est sommable si et seulement si la série
<(n +z)*(m + )P ) en mZ;()

1 1 1
(n+z)*(m +y)Ps A, (n+z)e mb’

1
converge.
(n+2)*(m + y>ﬁ>meN2 &

Or

Et par comparaison de série a termes positifs, puisque Z b converge si et seulement 8 > 1,
= (n+x)*mpB
1
(n+2)*(m +y)°
On considére donc 8 > 1 (sinon la famille sur N*? n’est pas sommable, quel que soit a).

on peut affirmer que ( > est sommable si et seulement si 8 > 1.
meN*

- 1 1
On note Ag(y) = g — = E —.
2 2
= (mty)P = (mty)
2. Il faut et il suffit d’ajouter maintenant que (aAg(y)) est sommable si et seulement si
(n + f) meN*

a > 1, pour les mémes raisons.



est sommable si et seulement si o et 5 > 1.

Pour (z,y) € ([0, +00])?, la famille< >
(2,) € ([0, +oc]) T T IP) en

1 1
c) Montrer que, pour tout z € [0, +o0], la série Z < - ) converge.
1\ T

Soit x € R.
Si x = 0, la série est la suite nulle, donc est convergente.
Si  # 0. Pour tout entier naturel n non nul, n 4+ x # 0, donc la série est bien définie. De plus,

1 1 T x

n n4+zx nn+x) n—stoo 2’

x s - : s o 1 1
Comme Z 5 converge, d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, E - —

n n n+x
converge.
Ainsi,

1 1
Ve Ry, Z (n — n—l—a?) converge.

“+o00
1 1
On note S, lapplication définie, pour tout x € [0, +oo[, par S(z) = Z ( — )
22. Calculer S(0) et S(1).

N
Soit « € Ry. Pour tout N > 1, notons Sy (x Z ( o )
n n+x

n=1

Lorsque x = 0. Soit N > 1.

z<>

Ainsi, S(0) =

Lorsque z = 1. Soit N > 1. En reconnaissant une somme télescopique,

ST oY LN PR
NS = n n+1) N+1

n=1
Ainsi, S(1) =
Finalement,
] S(0)=0et S(1) = 1. \
. . 2 S 1
23.a) Etablir : V (z,y) € ([0, +o0)*, S(y) — S(z) = (y — x)nz_:l m

Soient (z,y) € (Ry)? et N >1

Mz

W) Z( n+y>

n=1

1 1
1n n+x

N
nzzl n—{—y n—i—a:)

N
N

1<n—|—x n+y

Comime ces suites convergent, en passant a la limite N — +o0,

\_/ ﬁ

n



“+o00

v@awe(Rn?S@)—S@)erﬂ@§:@%h;@A40

b) En déduire que S est lipschitzienne sur R .

Soit (x,y) € (R4 )2 D’apres la question précédente,

1S() = S = ly— ol x |3 —————
—_—

+oo 1 7T2
<|y—w|;nQ<6Iy—fﬂl-

Ainsi,

2
™
S est F—lipschitzienne sur Ry.

c) Montrer alors que la fonction S est continue sur [0, +oco[. Est-elle uniformément continue sur [0, 00| ?

Toute fonction lipschitzienne est continue, donc S est continue sur R .
De maniere analogue, toute fonction lipschitzienne est uniformément continue, donc

‘S est continue et uniformément continue. ‘

24.a) Montrer, que pour tout couple (z,%) de ([0, +00[)? tel que = # y :

o0 =
S =8 _§F_1_l 3L
n=1

y—x

n=1

Soient (z,y) € (Ry)? tels que z # y et N > 1

N N

PP RN S
2t )ty 2 mtap

n=1

Sn(y) —
Yy — n—|—:n

n=1

‘Z (n+x)? n—l—y)
N

1
_|x_y|;(n+m)2(n+y)
Al
S\%‘—y\ZE-
n=1

Comme ces suites convergent, en passant a la limite dans 'inégalité,

Sly) — S(z) X
R e S \y—x\Z




b) En déduire que la fonction S est dérivable sur [0, +oo[ et que :

400 1
vV ael0, ., S(z)= —
reled S0 =0 Gy
n=1
Soit € Ry. D’apres le théoreme d’encadrement,
+oo
i 2W) = 5(z) _ S 1 !
y—r Yy —x nzl(n—i—x)
Ainsi, S est dérivable et
400 1
VrzeRy, S'x) = —.
T +> (13) Z (n + $)2
n=1
c) Préciser les valeurs de S’(0) et de S'(1).
D’apres la question précédente,
2 2
S'0) = — et S'(1) = — — 1.
0)="ets(1)="

25. Soit x €]0, 400 fixé. On note ¢ la fonction définie sur [1,+oo] par :
1 1
Vie|l t)=—-—
[L+ool, () =7 -~

T

©(t) dt, puis montrer que T' — Lp(x) admet une

a) Evaluer, pour tout 7' > 1, la quantité Lp(x)

limite pour 7" — +o00. On notera L(z) cette limite.

Soit 1" > 1. En utilisant la primitive de la fonction logarithme neperien,

/ /T dt
t+x

(T) — (In(T' + z) — In(1 + z))

T
= T 1 .
ln<T+x>+ln( + )

Comme lim In (T) = (0, alors
T+z

T—4o00

T
VT >1,Ly(x)=1In (T—Hr) +In(l+x) et L(z) = TETM Ly =1In(1+ x).

b) Montrer que L(z) < S(x) < L(x) + 1.

et x > 0, alors ¢ est décroissante.

T

Soit ¢t € [1, +oo[. Comme ©(t) =
1, 40| 0= s
Ainsi, en utilisant la croissance de 'intégrale, pour tout n € N*,

n+1
wn+n</‘ (1) dt < o(n).



D’une part, d’apres la relation de Chasles,

N n+1 N
3 / Pt dt <3 o(n)

n=1v" n=1

N+1
L) = [ o)t < Su()
1
Comme ces quantités possedent une limite lorsque N — +o0, alors

L(z) < S(x).

D’autre part,

n=2

1
S —1+4——<L
N(@) =14 o < L (@)
Sn(z) < Lyy1 + 1.
Comme ces quantités possedent une limite lorsque N — 400, alors
S(z) < L(z) + 1.

Ainsi,

| Va2>0,L(z) < S(x) < L) + 1. |

c) Déterminer un équivalent de S(z) pour z — +o0.

Comme In(1+ x) et 1+1In(1+x) e In(x), en utilisant ’encadrement précédent,

26. Tracer 'allure de la courbe représentative de S.

La fonction S est croissante et équivalente a ln en 4oc0.
2

T
En 0, la fonction S posséde une demi-tangente d’équation y = Fw
2

En 1, la fonction S posséde une demi-tangente d’équation y = <7; — 1) (x—1)+1.
2

Comme 72 ~ 10, on obtient T ~16.

On obtient le graphe suivant
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