Lycée Pierre de Fermat 2025/2026
MPSI Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°10

Sujet donné le samedi 30 mai 2026, 4h.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et
I’énoncé des formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait
horizontal. Les résultats essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

ETUDE ET APPLICATIONS DE POLYNOMES DE TCHEBYCHEV

On considere la suite (U, )nen de polynomes de R[X] définie par :
Uy=1, U3 =2X et, pout tout entier n > 2, U, =2XU,_1—U,_»
On pourra confondre polynéme et fonction polynomiale. Ainsi, pour tout entier n > 2 et tout z € C,

Un(z) = 22U, _1(x) — Up—2(x)

Partie I - Calcul de la somme d’une série convergente

s 1
— =1 t)dt = —
/0 (27r )cos(n) 3

2. Monter que, pour tout m € N*, et pour tout ¢ €]0, 7] :

1. Vérifier, pour tout n € N*,

H1)t
i c S(m; ) sin 2t
E cos(nt) = —
sin £

3. Soit u : [0,7] — R
a) Montrer que si u est de classe C,

/Tf u(t)sin(At)dt — 0

A—+o0

b) Montrer que le résultat reste vrai si u est seulement supposée continue.
Indication : plus généralement, on démontre que le résultat est vrai pour toute fonction uniformément proche de
fonctions en escalier sur [0, 7].

t2
5 .
4. Soit f : [0,7] — R Papplication définie par f(t) = 2sin L si ¢ €]0,] .
-1 sit=0
Montrer que f est de classe C! sur [0, 7].
1 7r2 (2m+1
5.a) Montrer que pour tout entie e N*, — = — dt.
) Montrer que pour tout entier m ;n2 G < )
o0 1 2

b) Justifier la convergence de la série Z — et montrer : Z 2 G
n

77,>1 n=1

Partie II - Etude de la suite de polynémes (U, )nen

6. Calculer Us et Us

7. Démontrer que, pour tout entier naturel n, U, est un polynome de degré n, dont on déterminera le coefficient du
terme de degré n et la parité.

sin((n + 1)0)

8. Soit # €]0, w[. Pour tout n entier naturel, on pose S, (0) = in(0)
sin



a) Soit n € N. Exprimer S,,(0) + S,,—2(0) en fonction de S,,_1(0).
b) Etablir, pour tout entier naturel n
sin ((n + 1)0)
sin(6)
9. Calculer, pour tout entier naturel n, U, (1) en fonction de n.
10. Soit n € N*.
a) Montrer que U,, admet n racines réelles, toutes situées dans | — 1, 1[, que on explicitera.

. km
b) Montrer que : U, = 2" X — cos .
) Montre g IT (- eos 5

U, (cost) =

¢) En déduire la valeur de s, := H sin 2(?:—1) en fonction de n.

11. Soit n € N, n > 2. On définit sur ]0 7| la fonction gy, : 0 — sin(6)U, (cos(h)).
a) Montrer que g, est solution, sur ]0,7[, d’'une équation différentielle de degré 2 que vous expliciterez.
b) En déduire que, pour tout réel 6 de |0, x|,

sin? @ x U/ (cos ) — 3cosf x U}, (cos ) + (n* + 2n) x U, (cosf) = 0
c) En déduire, pour tout entier naturel n :
(X% - 1)U/ +3XU,, — (n* +2n)U, =0

12.a) On fixe t €] — 1,1 et = €] — 1, 1], montrer que la série Z U, (z)t" est convergente.

n=0
1
Indication : on pourra montrer que pour tout n € N, |U,(z)| < T
-z
On note pour tout (z,t) €] —1,1[2 Z U (z)t"
b) Mont (@.8) €] — 1,112, Uz, 1) !
ontrer que pour (x — T, b)) = ———.
q p ) ) ) ) 1 _ 21’t + t2

On calculera (1 — 2zt +1%) x U(x,t).
c) On définit la famille (ax,, )k n)en2 en posant pour tout n € N, U, = ZakynXk.
k=0

On a donc ag,, = 0 des que k& > n.
On fixe x,t €] — 1, 1] tels que |2(1 + z)t| < 1. Montrer que la famille (ag, nxkt")(km)eNz est sommable.

On admet que pour tout 0 < k < n, ag, = (—1)n=Fan Z (H cos
rc( ) \kel

d) Montrer les deux égalités suivantes, pour tout (x,t) €] — 1,1[% tels que [2(1 4+ z)t| < 1

1 X (—2t)k
Z (Za’” )x (1+2) — 2tx :kz:()(1+t2)kxk

k=0

e) On admet que la réponse & la question précédente permet de faire l'identification :

11 ©= (=20
Vte}—2,2[,VkeN, gakmt . A

(14 2)k
1 1 =
En déduire que pour tout 6 € ]arctan27 arctani [, et tout k € N, Z Ak k+h tan 0 = 2% cog2(t1D g
h=0

Partie III - Etude d’un produit scalaire

Dans la suite du probléme, n désigne un entier naturel fixé tel que n > 2, et on note E = R,,[X], I'espace vectoriel des
polynémes de degré inférieur ou égal a n.
On note L, I'application qui, & un polynéme P de E, associe le polynéme L(P) défini par :

L(P)=(X?—-1)P" +3XP



On considere également (-,-) 'application qui, & un couple (P, Q) de polynémes de E, associe le réel de (P, Q) défini

par :
(P.Q) = / VI PP@)Q(@)ds

Un réel p est une valeur propre de L 8’il existe P € E, P non nul, tel que L(P) = uP.
On dit alors que P est un vecteur propre associé a la valeur propre pu.

13. Montrer que L est un endomorphisme de 1’espace vectoriel E.
14. Montrer que (-, ) est un produit scalaire sur E. Nous noterons || - || la norme euclidienne associée.
15. Démontrer que, pour tous polynomes P, Q) de E :

(L(P), Q) = (P, L(Q))

Indication : On pourra, a I'aide d’une intégration par parties, montrer :

wLP).Q) = [ (1-)iP@Q @)

-1

16. Pour tout k € [0,n], calculer L(Uy).
En déduire que L possede des valeurs propres.

17.a) Etablir que (Uk)ogkgn est une base orthogonale de E.

b) Avec un changement de variable, pour tout entier k € [0, n], évaluer ||Ug]|.
La famille (Ug)og<k<n est-elle une base orthonormée de E?
18. Montrer que, pour tout k € {1,2,...n}, vect(Ug, Up11, ..., Un)t = Rp_1[X].
19.a) On considere k € [1,n].
On note pour R € E, dg(R) :=inf{||R — S|, S € Ri_1[X]} la distance de R a 'espace Rj_1[X].
Montrer (cours) que, pour tout R € E, di(R) = ||[R — R||* ot R est le projeté orthogonale de R sur R;,_;[X].

1 2
, 1
b) Application. Evaluer inf {/ V1—1t2 <2t2 —t+at+ b) dt;a,b e R}.
—1 7T

20. On sait que L possede des valeurs propres. On note pg < - -+ < ps toutes les valeurs propres de L.
Pour tout 4 € [0, s], soit P; un vecteur propre associé a la valeur propre p;, i.e. : Vi € [0,s], L(P;) = wu; P;.
a) Soit p une valeur propre de L et P un vecteur propre associé. Montrer que, pour k € N, L* (P)= ukP.
b) En exploitant, au choix un déterminant de Vandermonde ou un polynéme d’interpolation de Lagrange bien choisi,
montrer que (P;)ogi<s est une famille libre.
¢) En déduire que s < n.
d) En utilisant la famille (Uy)o<kgn, montrer que s =n
et en déduire que, pour tout k € [0, n], Ker (L —k(k+ 2)Id]R[X}) = Vect{Uy}.



Partie IV - Etude d’une fonction définie par la somme d’une série convergente

1 1
21.a) Montrer que, pour tout couple (z,y) € ([0, +oc[)?, la série n; hromTy et la série n; CES e
convergent.
1
b) Soit (z,y) € ([0, +oc[)?, pour quelle valeur de (a, 3), la famille ((n g Y p— Z/)B)(n,m)eN*z est-elle sommable

1
n n—+x

¢) Montrer que, pour tout x € [0, 400, la série Z <

> converge.
n>1

“+o0
1 1
On note S, application définie, pour tout = € [0, 4+o00|, par S(z) = Z ( — )

\non +x
22. Calculer S(0) et S(1).
+oo
23.a) Etablir : V (z,y) € ([0,400])?, S(y) — S(z) = (y — z) Z m

n=1
b) En déduire que S est lipschitzienne sur R .
¢) Montrer alors que la fonction S est continue sur [0, +oo[. Est-elle uniformément continue sur [0, +oo[ ?
24.a) Montrer, que pour tout couple (x,y) de ([0, +00[)? tel que x # y :

Sy) - S(z) X 1 =1
B S S — _
y—x Z(nﬂ)z sl w‘;”B

n=1

b) En déduire que la fonction S est dérivable sur [0, +o00[ et que :

400 1
Vael0,4oof, S)=) CEE

c) Préciser les valeurs de S’(0) et de S’(1).
25. Soit = €]0, o0 fixé. On note ¢ la fonction définie sur [1, +oo[ par :

1
t+ax

1
Vite [1,—|—OO[, W(t) = g -

T
a) Evaluer, pour tout 7' > 1, la quantité Lp(x) := / ©(t) dt, puis montrer que T +— Ly (x) admet une limite pour
1

T — 400. On notera L(x) cette limite.

b) Montrer que L(z) < S(z) < L(z) + 1.

c) Déterminer un équivalent de S(x) pour x — +oo.
26. Tracer l'allure de la courbe représentative de S.



