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Devoir surveillé n°2
CORRECTION

Exercice 1

Pour que f(z) soit définie, il est nécessaire et suffisant que 1+ 22 # 0, €[-1,1].

1+ a2
Or 1422 > 0 et pour tout z,

2y
1+ 22

—2x <1 2x <
1422 14227
Ainsi /0,5

0<(1-2)P2=1-224+22=1+2?>2r—

0<(+2)P=1+224+2 = 1+2"> 20 — -1

O Remarques !
<& On aurait aussi trés bien pu faire une étude de fonctions.

2x
Par composition, f est dérivable en tout point de Dy telle que 152 # +1
x

Or I’étude de signe précédent, nous montre qu’il y a alors un probléme en et uniquement en 1 et

~1. /1
‘f est dérivable sur Dy =] — oo, —1[U] — 1, 1[U]1, 4+00]. ‘

On a alors pour tout x € Dy,

2(1422)—(2z)?

f'(z) (+a?)? 2 —2? 2(1 —2?)
€Tr) = = =
or \2 (1 4+22)/(1+22)2—-422 (1+22)v1—-222+24
1= ()
5 /1,5
= = _2

(1+CC2) (1_12)2 m si 1_$2<O<:>$¢[—1,1]

Donc, en intégrant sur chacun des trois intervalles :
—2arctan(z) + k1 si x < -1
3 k1, ko, k3 € R tels que f(z) = 2arctan(x) +ky  si x€]—1,1]
—2arctan(z) + kg si x>1
Pour déterminer les valeurs de ces constantes, on prend des valeurs en des points particuliers :
£(0) = arcsi 0 0= ky=0
=arcsin ([ —— | = =
1+ 02 2
Par composition de limites :
zEl;r_loof(av) =arcsin(0) =0 = ks ==
De méme k1 = —7 (ou bien on exploite I'imparité). Une nouvelle expression de f : /2
9 —2arctan(z) — 7 si oz < -1
VzeR, f(r)=arcsin (12) = 2 arctan(z) si xel—1,1]
Tz 2arctan(x) + 7  si xz>1




O Remarques !
On notera que f est bien continue en 1 (et en —1 par imparité) :

lim f(z) =2arctan(l) — 7 = 2l —a=Z= lim f(x)
z—1+ 4 2 zo1-

On peut représenter les fonctions f est x — 2arctan(z) :

3 d
1 Ptas
s
7
l_
0
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
y="F(x)
-1
>
.
’,—’ -7
""""" y=2arctan(x) X

Exercice 2
Soit n € N*. On note pour tout entier k € [0,n — 1], & = exp(i
On note pour tout réel z, P,(x) = 2™ — 1 et pour tout complexe z, Pp,(z) = 2" — 1.

( 21977)

1. P, admet n racines distinctes : exactement les n racines complexes de 'unité (résultat du cours).

Donc

n—1

k=0

2. P, est un polynome, donc dérivable sur R et

‘V r € R, P () = na"* ‘

Si f =g, alors f/ = ¢/, on en déduit par dérivation d’un produit :

n—1
Vo eR,P(z)=nz"t = Z H(UC —&n)

k=0 h#£k

3. On admet que la formule précédente reste vraie pour une variable z complexe.
On applique alors la formule en z = &,

Py (&) =n&™ ZH & — &n)

Jj=0 h#j

Or si j # ¢, il existe un entier h tel que &, = &.

donc pour tout j # k, H({k — &) =0.
h#j
Ainsi dans la somme précédente, il ne reste que la situation j =k :

ng =[] - )

h#k

n—1
1
4. O idere d 1 lynéme R =1 — — —&n).
n considere donc le polynome ];) nﬁk }g(x &n)
Comme n = 2N + 1 est impair, la seule racine réelle du polynéme z™ — 1 est 1.

/1

/2

/2



(a) Alors, pour tout j € [1,n],

n—1
R(&)=1-Y_ ng — &)
k=0 h#k

Or sij #k, H(fj — &) =0, car 'un des h vaut j.

h#k
il reste donc, dans la somme d’indice k, la situation k = j : /1,5
= fj H gh = %(Tl.’ll‘?_l):l*x‘;lzo
h#J

Donc tous les nombres ;, pour j € [0,n — 1] sont racines de R.

Par conséquent R admet n racines distinctes.
MalsdegH (x —&,) =n—1 et donc deg(R) < n —1. /2

h#k
Ainsi, d’apres la remarque de ’énoncé R = 0 et donc
n—1
pour tout € C\ {&, k € [0,n — 1]} et donc pour tout € R\ {1}, Z —&k H(m —&p) =1
n
k=0 h#k

(b) Donc, en divisant par z™ — 1, pour tout z € R\ {1}

n—1
PR | (G N
k=0 h+#k 1 &k
a1 ﬁ &) T n kz—o r — &,
CL' — GCh -

Par ailleurs, comme pour & € [1,k], & = &, %, on a /1,5
N _
1 1 1
1 S €k n fkf
-1 n\z-1 kzlx—ﬁk T — Tg
Et donc en mettant au méme dénominateur
L1 L5 2Reltye 260
-1 nl\z-1 — 2% — 2Re(&p)z + |
/2
N 2k
1 2 cos( T —2
Pour tout z € R\ {1}, — = —|— Z 2n +21k)ﬂ
a—1 — a? —2cos(5,77)r + 1
(c) 11 s’agit maintenant d’intégrer ce calcul pour trouver une primitive sur un intervalle I C
R\ {1}. Or une primitive de z — —15 est  — In(z — 1).
Et comme
2cos(22nk+’71 Yo — 2 o 2k 2x — 2 cos( 2’“1 ) cos2(22k+“1) -1 /1
x? —2(;05(2275&)1‘—&—1 2n 41722 — 2 cos(22x To)r+ 1 —2(:05(22]“7r Jr+1
— cos( 2%k 20 — 2 cos(Qikfl) B sin?( 22nk+”1)
2n+1"22 — 2cos(Z )w + 1 (z — cos(2Em )2 + sin® ()
. e e 2 cos( 22nk+1 )z—2
alors une prlmltlve de z — W est
i 2 2km 2km
2%k sin x — cos
x +— cos( T ) In(z? — 2 cos( T e+ 1) — 2#2:1) arctan #
2n +1 2n sin(5, 7y sin(z,57)
2

1
Les primitives de z — — sur I C R\ {1} sont les fonctions de la forme z — —(ln(:zj -1
n

N

2hm 2hm 2h
+ cos In(z? — 2 cos z+1)—2sin
Z( (g Il (rmp)e+1) = 2sin(5 = )

h=0

x — cos( 2
T )arctan<2(hz7r"'~'1) +C >,C€R




Probleme
noindent Sur C, on considere

B={z=z+iyeC| (a* +y*)? =2 —¢*}

I. La lemniscate de Bernoulli.
Lorsque cette définition a du sens, on note g(6) = /cos(26)

1. On considere B©~ =BN{z=xz+iyeC |z >0,y <0}.
z=ua+iy=pe? €C

zeBYT = (®+y*)?=2>—-94%2>0,y<0

<« p*=p?(cos?f —sin®0),0 € [-Z,0]

< p=0oup?=cos(20),0 € [-3,0]

Or 0 c[-7%,0] et cos20 >0 = 0 € [-7,0].

Ainsi, on a I’équivalence :

z=pe? € BYT = p=g(f) ol g: [_TW,O} — R, 60— +/cos(20)

2. Dy ={0 €R | cos(260) > 0} Donc

0D, <= 3IkeZ|20¢ [2kn— %, 2kn+Z]
0eD, < 3JkeZ|Oekn—% kr+7]

m s
keZ

Pour tout 8 € Dy, 3 k € Z tel que 6 € [kﬂ'—%,kﬂ'-‘r%].

doncO+rebe [(k+1)r—F,(k+)r+F|etb—nmecbe [(k—1)m—T,(k—1)m+Z].

Donc 0+ m et 0 — 7w € Dy.
De plus g(0 + m) = /cos(20 + 27) = g(6).
Enfin, pour tout 6 € Dy, 3 k € Z tel que § € [kr — X, kr + Z].
donc —0 € 0 € [—kjﬂ' =1 —km+ ﬂ, donc —0 € D,. Et g(—0) = \/m = g(0).

‘Bilan : g est paire et ﬂ'—périodique‘

3. g est continue sur [—7/4,0] (composition de fonctions continues).
Si —% <01 <03 <0, par croissance (stricte) de cos sur [5%,0] : 0 < cos(26;) < cos(262) < 1.

Puis car croissance (stricte) de la fonction racine : g est strictement croissante sur [—m/4, 0].

‘g établit donc une bijection de [—7/4,0] sur [g(—7),9(0)] = [0,1]. ‘

4. On cherche a calculer la longueur de la branche de la lemnsicate BT
Pour cela on exploite le résultat donné en début d’énoncé.

(a) Par produit de fonctions de classe C!,

® est de classe C! sur [=F,0] et V z € [=F,0], ' = ¢'(0)e” +ig(0)e®

(b) Alors (puisque g(#) € R) :

[@'(O))2 = @'(0)2'(0) = (¢'(0)e” +ig(9)€i92 x (g'(0)e" —ig(0)e™"?)
o _( —sin(20) 2
= WP+ O = () -+ (Vo)
~ sin®(260) + cos?(20) 1
cos(26) ~ cos(26)
/ 2 _ 1
O = cos(26)

(c) D’apres la propriété donnée dans 1’énoncé :

0 , 0 1
e:/ o' (0 d0:/ a9
—m/4 ‘ ( )‘ —m/4 COS(20)

/2

/1

/1
/1

/2

/1

/2



On fait le changement de variable bijectif : [=7,0] — [0,1], 0 — —tan6 = u.
-1
La réciproque est donnée par 6 = arctan(—u), donc df = ﬁdu
u
1 — tan® 6
Donc, comme cos(26) = 78“12, on trouve
1+ tan®6

z—/low%g‘/olm_/:%

Ainsi :

1

du

La longueur de la branche B™~ est donnée par le calcul intégral : / —_—
& b S NN

O Remarques !
On pourra s’étonner de trouver une intégrale sur un intervalle ou la fonction intégrant n’est pas

définie. . .Ici, il y a un probléme en u = 1 pour \/% ..En réalité, le calcul existe bien (c’est la
—u
longueur de la courbe) ! C’est un peu comme si l'on devait calculer

1 1 T
du = [arcsin(w)]} = =
| g = faresinu)ly =

pour obtenir la longueur d’un quart de périmétre de cercle.

I1. Le sinus lemniscatique.
Dans cette partie on s’intéresse a

2) = / dr
0o V1—rt
1
On notera f : z +— \/j47 la dérivée de F.

1—x
(Les ensembles de définition sont étudiés au fur et & mesure de I’énoncé)

L. Dj={zeR|1-2*>0}={zeR|1-2)1+z)(1+2?) >0}=]-1,1].
Donc

\Dfﬂ—Lu:Dﬂ

Par composition de fonction de classe C*° sur leur domaine de définition ouvert, f est C*° sur
]—1,1].
F' est une primitive de f,

‘F est de classe C*° sur I =] —1,1]. ‘
2. Size]—1,1], alors —x €] — 1,1].
Puis on calcule F(—z), en faisant le changement de variable v = —7r, donc 7* = u* et dr = —du,
- r ¥ —du
—x) = —_— = —=-F(x
) /0 V1—rt /0 V1—ut @)
’ F' est donc une fonction impaire‘
3.(a) Sur I, f = F' >0, donc
\F est croissante sur I. \
(b) Soit z € [0, 1], soit r € [0,z], donc r € [0, 1],
1
et alors 7* <72, donc 1 —r* >1—7r2 et
V1—7ri \/1 —r2

Par positivité de I'intégration :

[arcsin(r)]§ = arcsin(z)

e e

On en déduit, par majoration de arcsin :

pour tout z € [0,1], F(z) < arcsin(x), puis que F(z) <

M\ﬁ

Des deux questions precedentes, on déduit que F' admet une limite en =z = 1.

On note cette limite o = /
Vv1-— N

Et ’on convient de prouver que F est continue sur [—1,1] & valeurs dans [—0,0].

/2

/1

/1

/1

/2

/1

/2



4. Pour la représentation graphique, on exploite 'imparité de F'. On sait aussi que F est croissante.

/2
T 1
1 0 1
X
5. Comme F' est dérivable, elle est continue.
Par ailleurs F/ = f > 0 sur | — 1,0[U]0, 1], donc F est strictement croissante sur | — 1,1][.
Finalement, F' est continue et strictement croissante sur [—1, 1], donc F établit une bijection de
[-1,1] sur [—o,0].
Ainsi /3
‘F admet une fonction réciproque F~1, continue, impaire (et croissante comme F) sur [—a, ). ‘
6.
O Remarques !
Gros probléme ici : F n’est pas dérivable en —1 et en 1.
Donc on est obligé de faire une premiére étude sur|—1,1[ et donc pour F~1 sur | —o,0[. Puis connaissant
(F~1), on regarde si on peut calculer (F~1) (o). Cela rendra F~1 de classe C' sur [—o,0].
Mais attention, il ne faut pas se tromper dans la définition de (F~1 )/((7), il s’agit bien du calcul de la limite
. F Y (2)-F"1(0)
lim ———————~.
T—0 xr— 0o
(a) Comme F est dérivable sur | — 1,1[, F~1 est dérivable sur {x €] — o,0[ | F/(F~(x)) # 0}.
1
Or F'(x) = ——== # 0 Donc /3
V1—azt
-1 1 -1y 1 1 1
F~'est declasse C' sur | —o,0[ et (F7') (2) = ———F—— = /1 = [FF1(2)]
1=[F= (z)]*
(b) Par composition, comme F~! admet une limite en o qui vaut 1, on a
/2
lim (F~Y)(z)=0
r—o

Piste de recherche...
F~1(z) - F (o
11 s’agit donc de calculer lim M
T—o Tr—0o
Si cette limite existe et si (F~') est continue,

alors elle vaut nécessairement lim (Ffl)/(a:) =0.
rT—o



Nous avons vu que F est croissante, il en est de méme de F~!, sa réciproque.
Nous savons enfin, que pour = > 0, F~(z) > 0.
Donc z +— F~1(z) = \/1 — F~1(z)* est décroissante sur [0, 0.

Donc pour tout x € [0,0] :

0< FY(o) - F\(z) = /0 PV ()dt < /U PV (2)dt = (0 — 2)F~) ()

0< Fﬁl(ag = 571@) = Fﬁl(m; = 571(0) < F\(x)

Or la limite de la fonction a droite est égale a celle de gauche : elle est nulle.

FYz)-F Yo
D’apres le théoreme de convergence par encadrement : lim (z) ()
=0~ xr—0o

=0 /3

‘F‘l est dérivable en o et F~1(0) = 1.‘

Nous avons donc montré que F~! est de classe C! sur [~0,0].
On prolonge la fonction F~! & [~0,30] en opérant sur son graphe une symétrie par rap-
port & la droite z = o, puis on prolonge F~! 4 R tout entier par périodicité, on note sl
la fonction ainsi construite. On a alors sl de classe C! sur R
7. La formulation trouvée en question 6.(a) donne une formulation précise sur [—o, 0] :
VaxzeR, sl(z)=4/1-sl(x)
Et par symétrie axiale, les coefficients directeurs des tangentes sont multipliés par —1.
On notera qu’on passe de u € [0, 30] & son symétrique de [ 0,0] en prenant 20 — u.

Vu € [o,30], sl'(u) = —s1/(20 —u) = —\/1 —s1*(20 —u) = —/1 — s1*(u)

puisque par symétrie s14(20 — u) = s1%(u) /2
La périodicité ne perturbe pas ce calcul : /1
YV ueR, siu € [(4k — 1)o, (4k + 1)),  sl'(u) = /1 —sl%(u)
et si u € [(4k + 1)o, (4k + 3)o], s1'(u) = —/1 — s1*(u)
8. Tracer le graphe de sl sur [—30, d]. /3

O Remarques !
En fait, on démontre (par exemple en exploitant la formule du binéme de Newton pour f :r — (1 — 7“4)’1/2

en intégrant) que :

puis

+oo
(=" (2n)! n
F(x) = argsl(z) = ngo mm‘l +1

Ce développement en série entiére de F' donne a cette fonction une grande robustesse et de nombreuses qualités

(elle est analytique donc holomorphe. . .)



