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Devoir surveillé n°3

Durée de I'épreuve : 3 heures
La calculatrice est interdite

Le devoir est composé de deux exercices et d’un probleme.

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire ().

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

BON COURAGE

Exercice 1
Soient E un ensemble non vide et f : E — E, une application.
On < rappelle > que f° =idg et pour n entier naturel non nul, f* = fo f*~1 = fn=lo f.
Pour tout entier naturel n, on note F,, = Im (™).

1. (a) Quel est 'ensemble Fy?

(b) Montrer que la suite (F,)nen est décroissante pour l'inclusion, i.e. : Vn € N, F,,11 C F,.
2. On suppose dans cette question qu’il existe un entier p telle que Fj,; 1 = F.

(a) Montrer que V k > p, F}, = F),.

(b) Justifier que {k € N | Fy41 = Fi} admet un plus petit élément.
3. On suppose dans cette question que f est injective.

(a) Montrer que si A et B sont deux parties de E telles que f(A4) = f(B), alors A = B.

(b) En déduire que, s’il existe un entier p tel que Fj4q1 = F), alors f est bijective.

4. Donner un exemple ol 'application f est injective et ol la suite (F),),en est strictement crois-
sante pour l'inclusion.

Probléeme
Pour ’ensemble du probleme, on fera bien attention aux variables considérées!! De maniere générale,
nos objets sont définis avec trois variables : n € N, 2 € R} et t € Ry. Enfin, dans I’ensemble du
probléme (et sauf précision contraire), toutes les fonctions sont continues sur R, .
A toute fonction f, et pour tout n € N, on associe la fonction :

Lo(f): Ry — R
7a:td
Tz > /Of(t)e t

Puis, lorsque (£,,(f)(z)),cy admet une limite on note :

. . . . —xt
L(f) anILrI;OEn(f)(z) fnhﬁngo ; fte ™ dt
L™(f) est appelée la transformée de Laplace de la fonction f.
On dit qu’'une fonction f est bornée sur Ry si ensemble image f(R.) est borné.
On note B, ’ensemble des fonctions bornées sur R .

A. Quelques exemples
1. Soit o € Ry et @, : t > e,

(a) Calculer, pour tout entier n, £, (¢q)
(b) Est-ce que L(p) existe ? Si oui, donner son expression.
2. Soit w € R4. On note C : t — cos(wt) et S : ¢ — sin(wt).
(a) Calculer, pour tout entier n, £, (C) et L,(S)
(b) Est-ce que L(C) et L(S) existent ? Si oui, donner leur expression.

3. Soit f: R} — R une application telle que, pour tout n € N, £, (f) existe.
Soient a € N* et h: 2 — f(x + a).
Montrer que pour tout n € N, L, (h) existe bien puis que,
pour tout x >0, L(h)(z) = e (L(f)(z) — Lo(f)(x)).



B. Propriétés asymptotiques et linéaires

1. Soit f € B. On souhaite montrer dans cette question que L(f) existe. On consideére x > 0.
+. v @) st f(H) 20 - ~_ ] —f@®) st f(H) <0
(a) Onnote f*:t— (f(t)) { 0 s f()<0 et f=:t— (f(t)” = 0 s (>0
Exprimer f en fonction de fT et f~.
(b) Montrer que f* et f~ sont également bornées.

(c) Montrer que la suite £, (f")(z) est une suite croissante et majorée.
De méme montrer que £, (f~)(x) est une suite croissante et majorée.

(d) En déduire que L(f) existe bien.
(e) Que vaut liIJP L(f)(x)?
r—r+00
. Soient f,g € Bet A\, u € R. Montrer que A\f + ug € B et que
LS+ ng) = AL(f) + pL(g)

3. On admet que la seule fonction f bornée qui vérifie : V & > 0, L(f)(x) = 0, est la fonction nulle.
Montrer alors que L est une application injective sur B.

[N)

C. Transformée de fonctions dérivées et de produit de convolution

1. Soit f, bornée, de classe C* sur R, et telle que f’ est également bornée sur R, .
Montrer que pour tout z > 0,

L(f)(x) = zL(f)(z) = f(0)

2. Soit k € N*. Plus généralement, on suppose que f est de classe C*¥ sur R, et que pour tout
heN, h <k, f" est bornée sur R, .
Montrer que pour tout z > 0,

k—1
LW (@) = 2" L(f)(x) = 2" FF1(0)
h=0
(Pour M. Benchekroun : I'intégration par parties généralisée n’est pas au programme. . .)

t
3. (**) Soient f,g € B. On counsidere h : t — / fit —x)g(x)de.
0
Montrer que L(h) existe et que L(h) = L(f) x L(g)

D. Application a la résolution d’équations différentielles
On considere les deux problemes de Cauchy définis sur R :
(PCy) :y" +3y +2y =2¢"3"  y(0) = 1,5/(0) =2
(PCy) :y" + 4y + 3y =sint, y(0)=1,4(0) = -3
1. (a) Résoudre (PCh).
(b) Résoudre (PC5).
2. On cherche & résoudre le probleme de Cauchy (PC}) en exploitant la transformée de Laplace.

(a) On consideére donc f; la solution de (PCh).
Calculer de deux fagons L(f{ + 3f] + 2f1).

(b) En déduire que pour tout x € R¥,
%+ 1—2390 + 12—9
(z+1D)(@z+2)(z+3)
¢) On admet qu’il existe A, B,C' € R tels que pour tout z € R\ {—1,-2,-31,
2
?+ Po+ A B C

L(f1)(x) =

+ +
(z+1)(z+2)(z+3) z+1 x4+2 z+3

En multipliant cette relation par (x+1), puis en prenant (par continuité) la valeur en x = —1,
montrer que A = 8.
De méme montrer que B =1 et C = —8.

(d) Résoudre alors (PCY) en exploitant les résultats de la partie A.
3. (*) De méme, résoudre (PCs) en exploitant la transformée de Laplace.
On admet qu’il existe A, B € R,C € C tels que pour tout z € C\ {—1,-2,},

B4 242 A B C C

(z+1)(z+3)(22+1) z+1+z+3+z+i+z—z’




