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Devoir surveillé n°3

CORRECTION

Exercice 1
1. (a) Fy =1Im (f°) = Im (idg).
Nécessairement, Im f° C E car f°: E — E.
Et réciproquement : V z € E, x = f°(x), donc z € Im f°. Ainsi £ C Im f°. /1

‘Donc par double inclusion : Fy = F ‘

(b) Soit z € F,11 = Im (f1).
Donc il existe a € E tel que x = f*"*1(a) = f*(f(a)).
Ainsi z € Im (f™) (en prenant A = f(a), x = f*(A)), donc = € F,. /1

’Par conséquent : Vn € N, F.y1 CF,.

2. On suppose dans cette question qu’il existe un entier p telle que Fj,11 = Fp.
(a) On va démontrer le résultat par récurrence.
Posons, pour tout k € N, Py, : <« Fpyp = F), ».
— F, = F,, donc Py est vraie.
— Soit k € N. Supposons que Py, est vraie.
On sait déja que Fjix+1 C Fpii (1.(b)), on va montrer 'inclusion réciproque.
Soit # € Fj1j. Donc il existe a € E tel que z = fPT*(a) = f*(f?(a)). /2
Or fP(a) € F, = F,11. Donc il existe b € E tel que fP(a) = fPT1(b).
Par conséquent : z = fF(fP+1(b)) = fETPH1(b) et donc @ € Fpypi1.
Donc Fpypt+1 = Fpyr et Fppp = Fp, d’apres Py.
Et donc Fpy 41 = Fj, et la proposition Py est donc vérifiée.
‘AinsL Vk>p, Fp=F, \

(b) L’ensemble {k € N | Fy,41 = F).} n’est pas vide, car p € {k € N | F41 = Fy}.
Par ailleurs, c’est un ensemble d’entiers naturels. /1

‘Donc {k € N| Fy41 = Fi} admet un plus petit élément. ‘

3. On suppose dans cette question que f est injective.
(a) Soient A, B deux parties de E telles que f(A) = f(B).
Soit © € A. Alors f(x) € f(A) = f(B). Donc il existe 2’ € B tel que f(z) = f(z').
Or f est injective, donc x = 2’ et donc z € B. Ainsi A C B
Par symétrie, on montre de méme que B C A. /2

‘si A et B sont deux parties de E telles que f(A) = f(B), alors A = B. ‘

(b) Supposons qu’il existe p tel que F), = Fpy1.
Nous avons déja que f est injective. Il suffit de montrer que f est surjective.
On a vu, en question 2.(b) que {k € N | Fi4; = Fj} admet un plus petit élément, noté h.
Donc Fjy1 = Fy et, si h > 1, F}, # Fy_1. Supposons donc que h > 1, et soit € Fj,_1.

Jac B tel que z = f""!(a) = f(2) = f*(a) = f(2) € Fy = Fpp1 = 3 b € E tel que f(z) = f*(b)

et par injectivité de f : x = f(b), donc = € F},.
Donc Fy—1 C Fy. L’inclusion réciproque Fj, C F},_1 est démontrée en 1.(b). /2
On a donc Fj,_1 = Fj, et une contradiction avec I’hypothese, donc h = 0.

Par conséquent ' = Fy = F; =Im f, donc f est surjective.

s’il existe un entier p tel que Fj,1 = F},, alors f est bijective. ‘

4. Si I'ensemble E n’est pas infini, on risque d’avoir quelques soucis. . .
Prenons par exemple E =R+ et f:x— x+ 1.
f est clairement injective (f(z) = f(2') =z +1=2"+1= 2z =2').
On montre par récurrence (a faire, pour avoir vraiment tous les points mais sinon, on n’a
déja beaucoup de points...) que pour tout n € N, F,, = f*(E) = [n, +o0|. /2

Par exemple, avec f : Ry - Ry, z— x4+ 1,
la suite (F},) = ([n,+o0]) est strictement croissante pour l'inclusion




Probleme
A toute fonction f, et pour tout n € N, on associe la fonction :

Lo(f): Ry =Rz~ /” f(t)e “dt
0

Puis, lorsque (£, (f)()),cy admet une limite on note :

L(f):z— lim L,(f)= lim f(t)e “dt

n—roo n—oo 0

On dit qu'une fonction f est bornée sur R, si I'ensemble image f(Ry) est borné.
On note B, ’ensemble des fonctions bornées sur R .

A. Quelques exemples
1. Soit o € Ry et ¢, : t > et

(a) On procede simplement au calcul (sans réfléchir particulierement. . .) :

n

n n 1
Vne N,Z’ > 07 En(wa)(x) — / eiateiztdt — / ef(a«km)tdt _ |: e(a+’ﬂ(t)t:|
0 0

a+x 0

cara+zx>0,cara>0et x>0.

1
Pour tout n e N, 2 >0, Ly (pa = 1 — ¢~ (ata)n
our tout n x (pa)(x) P ( e )
(b) Comme a4z >0, lim e~ (ata)n _
n—-+oo
. 1
Donc L(p) existe et L(p) = -
a+x

2. Soit w € R4. On note C' : ¢t — cos(wt) et S : ¢ — sin(wt).

(a) On procede simplement au calcul (on peut réfléchir et exploiter les nombres complexes. . .) :

n

w—x

L (C)(x) + Ln(S)(z) = /On ewle™tdt = [1e(iw—r>t]

0
car iw —x # 0, car > 0.
Et donc en prenant la partie réelle et imaginaire :
— —ilw—x (iw—z)n
La(O)(@) + Lu(S) (@) = ——5 (e 1)
1 —xrmn 1
Pour tout n € N, z >0, L,(C)(x) = i (x — e *" [~z cos(wn) + wsin(wn)])
Pour tout n € N, x >0, L,(5)(x) = 1 (w—e " [—zsin(wn) — wcos(wn)])
) ) n - w2 + Jj2

(b) La aussi, comme lim e~ *" =0, car z > 0, on a donc :

n—-+o0o

w

L(C) et L(S) existent bien et L(C) = P e

et L(S) =

w? 4 x2

3. Soit f:R% — R une application telle que L(f) existe.
Soient @ > 0 et h:x+— f(x+a).
On commence par faire ’étude avec n.

L, (h)(z) = /0" h(t)e™“'dt = /On f(t+a)e "tdt

On fait le changement de variable u = t + a, admissible car t + t + a est bijective de classe C*.

Dans ce cas du = dt et donc

n+a

L, (h)(z) = / " f(u)e =9 dy = ™ / f(u)e ™"du

a

/1,5

/1

/2

/1,5

/1



car ¢*® est indépendant de wu.
Puis par relation de Chasles, comme fonm Y(u)du = [ ¢(u)du+ f:m ¥ (u)du,

La(h)(@) = e ( / " e - / ) f(u)e”dU) — e (Lol )(@) — Lalf)())

On peut alors passer & la limite pour n — oo (par addition de suite convergente). /1

pour tout n € N, £(h) existe bien et V z > 0, L(h)(z) = e**(L(f)(z) — La(f)(x))

B. Propriétés linéaires

1. Soit f € B. On souhaite montrer dans cette question que L(f) existe. On considere x > 0.

0 Onae e o = 1) 3 4020 e = 40 3 4050

C’est un résultat du cours : f = fT — f~. Et donc, par linéarité de 'intégrale : /1

[ £a(N)@) = £a () (@) = £a(f ) (@) |

(b) Comme 0 < f*(z) < f(z), alors f1 est également bornée (comme f).
De méme pour f~. /1

‘ fT et f~ sont également bornées sur R%.

(¢) Soit n € N. D’apres la relation de Chasles :

n+1
Lrna(£1)@) = £alF)@) = [ e
Or pour tout t € [n,n+ 1], fT(¢t)e=*" > 0,
donc par croissance de U'intégrale : £, 1(f1)(z) — L,(fT)(z) > 0.
De méme, pour tout ¢t € [n,n + 1], f~(t)e** > 0, puis : L,+1(f ) (z) — L.(f7)(z) = 0. /1,5

‘Donc les suites (£, (fT)(x)),, et (Ln(f7)(x)),, sont croissantes. ‘

En outre, en notant M+ un majorant de f* (bornée),

n n M+ Mt
0< / frt)e"dt < M*/ et = —(1— e ") < —
0 0 xr X

Et de méme, avec M~ un majorant de f—, /1,5

n " M- M-
0< / F (e "tdt < M‘/ e "tdt = T(1 —e M) L ——
0 0

X

‘Donc les suites (£, (fT)(x)),, et (Ln(f7)(x)),, sont majorée. ‘

(d) Toute suite croissante majorée converge, donc L, (f7)(z) et L, (f7)(z) convergent.
Puis par soustraction de deux suites convergentes : /1

‘En(f) (x) converge également, c’est-a-dire L(f) existe bien. ‘

(e) La question précédente, montre que L(f)(z) = L(f1)(xz) — L(f7)(x).

n +
Puis par ’encadrement donné en question (c) : 0 < / fr (t)e_‘”tdt < —,
0 X

en passant a la limite (n — 00) : 0 < L(fT)(z) < —

Puis pour finir, pour z — +o00 : L(f")(z) — 0 (par encadrement).
Et de méme 0 < L(f7)(z) < MT et pour x — 400 : L(f7)(z) — 0.
Donc par addition /2
lim £(f)(z) =0

r—+400




. Soient f,g € Bet A\,peR.
il existe My, Ms € R tel que V oz € R, My < f(
il existe N1, No € R tel que V o € RY, Ny < g(x
Donc pour tout > 0, AM; + Ny < Mf(x) + pg(z

) <
) < N
) < AMQ + uNo. /1

’Donc)\f+ug€[5‘

Puis par linéarité de I'intégrale : /1,5

VneN, Ly(Af+pg)= /On(Af(t) +ug(t))e™ ' dt = ALn(f) (@) + nLn(g)(2)

Puis par limite d’une addition de suite

|LOV + ng) = AL(f) + nL(g) |

. Soit f1 et fg telle E(fl) = ,C(fz)

Alors par linéarité de £ : L(f1 — f2) = L(f1) — L(f2) = 0 (la fonction nulle).

Or par hypothese, la fonction nulle d’admet que ’application nulle pour antécédent par L.

Ainsi f; — fo =0, ou encore f; = fs. /1,5

‘L’application L est donc injective sur I’ensemble des fonctions bornées‘

. Transformée de fonctions dérivées et de produit de convolution

. Soit f, bornée, de classe C! sur R, et telle que f’ est également bornée sur R, .
Soit n € N, > 0. On effectue une intégration par parties, en considérant

u(t) = f(t) o(t)=—e" de classe C* /1

/f et = [f(t)e "]} + /Onwfa)e“dt:f(n)ew"—f<0>+w£n<f><w>

On peut alors faire tendre n — 0o, comme x > 0 et f bornée : /1

| L(f)(w) = 2L(f)() - £(0)]

. Démontrons le résultat par récurrence.
Posons, pour n > 1, H,, : < Si f est de classe C* sur R, et que pour tout h € N, h <k, fM est /1,5
k—1

bornée, alors pour tout = > 0, L(f*))(z) = 2" L(f)(z) — thf(k_l_h) (0) >

— Le cas H1 correspond a la question précédente. /0,5
— Soit k € N*. Supposons que Hj, est vraie.
Soit f de classe C**1 sur Ry et tel que pour tout h € N, h < k+ 1, £ est bornée.
Comme f* est de classe C' et que f* et f**! sont bornés, on a donc (d’aprés la question
précédente) : /0,5
L(f*HD) () = 2L(f P () - fP(0)

Puis, on applique Hy & f, qui est (aussi) de classe CP avec toutes les dérivées bornées.

k—1
L(f®)(x) = a"L(f) (@) =Y a"f*(0)

Donc -
L(f*) (@) == (m”ﬁ(f)(cv) = ety <0>> AR
h=0
k—1
"L () = Y 2" FETE(0) — 2% F 0 0)
h=0
On fait le changement de variable ¢ = h + 1 dans la somme : /1,5

k k
L) (@) = a™HL(f) (@)=Y ol fOHDTI0(0)=a® fEFDTD(0) = 2™ HL(f) (2) = D' FETDI0(0)

=1

Donc Hjy1 est vraie.



La récurrence est démontrée :

pour tout k € N*, si f est de classe C* sur Ry et que pour tout h € N, h < k, f™ est bornée.
k—1

Alors pour tout x > 0, L(f®)(z) = 2" L(f)(z) — thf(kflfh)(o)
h=0

t
. Soient f,g € B. On considere h : t — / f(t —x)g(x)dz.

0
SoitneN, etz >0

Ln(h)(z) = /On h(t)e *tdt = /0" </Ot flt— u)g(u)du) e~ "tdt

Or, comme pour les sommes doubles, lorsque u varie de 0 a t et t de 0 a n,
c’est que 'on integre sur la condition : 0 < u <t < n;

ou encore comme si ¢ variait de u a n et u de 0 a n. /2
eai@) = ([ - weiat) glagan
0 u
Puis, on fait le changement de variable de ¢ & v =t — u, donc dt = dv et e~ *t = ¢~ #(utv), /1

Lo(h)(z) = / ' <ew /O o f(v)e”dv) g(u)du
e = [ (e ([ rweran= [7 s -“dv))gwmu
Lo(h)(z) = / ! <em / f(v)e”dv) g(u du— (  fwe ”dv) g(w)du

Lo(h)(z) = /0 =g (u)du x / Fv)e=dy — ( R )_”“’dv) o) du
£ali)(a) = £0(a) x £al) = [ (e / fo “dv)ud

Il reste & passer a la limite en montrant que / (e‘m/ f(v)e_“”’dv) g(u)du — 0. /1,5
0 n—u

Comme f est bornée entre M7 et M :

/ Mie "’dov S/ fw)e ™ *dv §/ Mse ™ dov

% (@_ﬂn _ e_ﬂf(n—u)) < n f(v)e_xvdv < % (e—ﬂn _ e_x(n_u))

On integre :

T T

Puis comme g est bornée entre M3 et My :

My M. " My M.
1413 e TU (e—mn _ e—z(n—u)) < e / f(v)e—zvdvg(u) < 244 e T (e—a:n o e—w(’n—u))
x S T

M M. " M5 M,
143 (e—acn—:cu _ e—.’rn) < e Tu f(v)e_mdvg(u) < 24Vi4

z n—u

~ (e—zn—mu _ e—rn)

Puis on integre entre 0 et n pour la variable w :

My M. —rn Mo M. xn
173 (6 [1 . e—acn] —acn) / / f —m;dvg( )d S22 V4 (6 [1 _ e ne—xn)
x x x

[1—e "] —ne ”’”) — 0.

e~
Etcommex>0,pourn—>oo:(
x

Ainsi par addition de limites : /1,5

| L(h) existe et L(h) = L(f) x L(g)]




D. Application a la résolution d’équations différentielles
On considere les deux problemes de Cauchy

(PCy) 1y +3y +2y=2e"2"  y(0)=1,y/(0) =2

(PCy) iy + 4y + 3y =sint, y(0) =1,y (0) = -3

1. (a) Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
L’équation caractéristique associée est #2 + 3z +2 = (z + 1)(z + 2).
Donc I'ensemble des solutions de I’équation homogene est {t — Ae~* + Be=2!, A, B € R}. /1
Comme % n’est pas solution de I’équation caractéristique, on peut chercher une solution

particuliere de la forme ¢ — Ce~ 51,
Elle vérifie alors :

9 3
Vi 0,(; - 3x §+2)067%t:267%t:>0178
Donc I'ensemble des solutions de I'équation y” + 3y + 2y = 2e~ 3% est {t — Ae~! 4+ Be 2t —
8e 3! A, B € R}. /1,5
On cherche maintenant la solution de la forme ¢ — Ae~! + Be =2t — 8¢~ 3¢ qui vérifie les
conditions de Cauchy : y(0) =1, y'(0) = 2.

Nécessairement :
A+ B-38 = 1 — A=28
—-A-2B+12 = 2 B=1

Pas besoin de faire réciproque, un probleme de Cauchy admet toujours une unique solution. /1,5

La solution de (PC}) est ¢ —» 8¢t + 1e~2f — 8¢ 3¢,

(b) Tl s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
L’équation caractéristique associée est x2 +4x + 3 = (z + 1)(x + 3).
Donc I’ensemble des solutions de I’équation homogene est {t — Ae~ + Be™3', A, B € R}. /1
Comme ¢ n’est pas solution de l’équation caractéristique, on peut chercher une solution
particuliere de la forme ¢ — C cos(t) + D sin(¢).
Elle vérifie alors :

2C +4D

Vt>0,(—C+4D+3C) cost+(—D—4C+3D)sint = sint <= { _4C 42D

[
— O
—N
o Q
I
H|
Ut

(car on peut identifier - I’égalité est vraie pour tout ¢ > 0).
Donc I'ensemble des solutions de I'équation y” + 4y’ + 3y = sint est {t — Ae~! + Be 3t +
T5(sint — 2cost), A, B € R}. /1,5
On cherche maintenant la solution de la forme t +— Ae™* + Be™3' 4 {5 (sint — 2cost) qui
vérifie les conditions de Cauchy : y(0) =1, 3/(0) = —3.
Nécessairement :

A+ B— % = 1 A=1
{A3B+110 3 7\ B=Db
Pas besoin de faire réciproque, un probleme de Cauchy admet toujours une unique solution. /1,5

La solution de (PC5) est ¢ — fe~' + 8¢5 + L(sint — 2cost).

2. On cherche a résoudre ces problemes de Cauchy en exploitant la transformée de Laplace.

(a) On considére donc f; la solution de (PCh).
Par linéarité et d’apres la relation vue en partie C :

L(fI+3f1+2f1) (@) = L) (@) +3L(f1) (2)+2L(f1)(x) = 2> L(f1)—2f1(0)—f1(0)+32L(f1) () =3 f1(0)+2L(f1)

= (2% + 32+ 2)L(fi)(x) —z 5

d’apres les valeurs de f1(0) = 1 et f{(0) = 2. Et comme f; est solution de (PC}) (avec
les notations de la premiére partie) :

LU + 31+ 21)(2) = L(203) (@) =

/2

2
Bilan : L(f{' +3f] +2f1)(z) = (2?2 + 32+ 2)L(f1) —2 -5 = gl
2




(b) On a donc
2 2+ Pr4+ P
R

Et ainsi

13 19
(z+1)(z+2)(z+32)

VIERi, ‘C(fl):

(c) On admet qu’il existe A, B,C € R tels que pour tout = € R \ {—1, -2, —%},

2?4+ B+ L A B C

= + +
(z+)(z+2)(z+3) z+1 z42 z+3

En multipliant cette relation par (z + 1), on obtient :

2,13 19
VmERi\{l,Z?)}, T+ Fr+ 5 4 B(x+1)+C(x+1)

2 (z+2)(z+3) T +2 z+3
Puis en prenant (par continuité) la valeur en = —1,
1— 13 + 19
—2 2 =A+40+0< A=38
Ix3

De méme, en multipliant la relation initiale par (z + 2), on obtient :

3 248+ A2 Oz 42
VxeR:\{—l,—z—}, T Y 2 — (x+)+3+($7+3)
2 (x+1)(z+3) z+1 T+ 5
Puis en prenant (par continuité) la valeur en © = —2,
4-134+%
———— 1 =0+B+0«<=B=1
(=) x(5)

Et enfin, en multipliant la relation initiale par (z + %), on obtient :

3 2?24+ 8B+ A@+3) B+?d
VoeeRL\{-1,-2,—=¢, 2 2 _ Al 2)+ ( 2)+C
2 (x+1)(z+2) z+1 x+2
. . L2 _ 3

Puis en prenant (par continuité) la valeur en x = —3,
9 _ 39,19
442 _Ce(C=-8
(%) x(3)

‘OnabienA:&leetC’:—&‘

8 1 8
(d) Onadoncﬁ(fl)—x+1+w+2+$+%

En prenant le résultat trouvé en premiere question (et la linéarité) :

8 n 1 n 8
r+1 x+4+2 x—i—%

= 8L(p1) + L(p2) + 8L(p3) = L(8p1 + 02 — 8p3)

Puis par injectivité de £, on peut affirmer

J1=28p1+ 2 —8ps

3. On applique la méme méthode On consideére donc fo la solution de (PCs).
Par linéarité et d’apres la relation vue en partie C :

L(fy +4fy+3f2)(z) = 2°L(f2) — 2 f2(0) — f5(0) + 4xL(f2)(z) — 4f2(0) + 3L(f1)

= (22 + 42+ 3)L(f2)(x) —x — 1

d’apres les valeurs de f2(0) =1 et f5(0) = —3. Et comme f5 est solution de (PCs) (avec les
notations de la premiere partie et w = 1) :

1
1+ 22

L(f5 +4fs+3f2)(x) = L(S)(z) =



1 B 4+r2+r+2

4. On a donc
(m+1)(x+3)£(f2)($):x+1+1+m2: 1+ 22

N 2+ +x+2
VeeRL,  Llif2)= (x+1)(z+3)(22+1)

Et ainsi

On admet qu’il existe A, B € R, C € C tels que pour tout z € C\ {—1,-2,},

B2 +z4+2 A B C C
+ -+ -

z+3 z4+i z—1

(z+1)(z+3)(z2+1)

:Z—|—1

En multipliant cette relation par (z 4+ 1), on obtient

C(z+1) C(z+1)

B+ +z2+2 B(ZJrl)+
(z4+3)(22+1) z+3 z41 z—1
Puis en prenant (par continuité) la valeur en z = —1,

1
e —A40404+0e= A=
g = ATOT0+0 1

En multipliant cette relation par (z 4+ 3), on obtient
C(z+3) N C(z+3)

P24 242 A(z+3
_AETY) gy

(z+1D)(22+1)  z+1 z+i z—1
Puis en prenant (par continuité) la valeur en z = —3,
—27+9-3+2 —19
=0+B+0+0<«<= B=——
(—2) % 10 TEAOE 20

En multipliant cette relation par (z + ¢), on obtient
B2+ z42 A(z+1 B(z+1i Clz+i

_AG+i) | BG+) |, Ot

z+3 zZ—1

(z+1)(z+3)(z—1) z+1

Puis en prenant (par continuité) la valeur en z = —i,
i—1—14+2 1 2—1 =241
=0+0+C+0=C= = =
(1=1%)(3—1)(—20) HOe —8—4i =20 20
1 —19 .
n 2417 1
On a donc £ —4 2R, .
n a donc L(f2) = o +3+ e( 50 x—H')
Or 2Re 2“ (2+i)@—9)  —22+1
x+i 10(xz2 + 1) 10(z2 + 1)

En prenant le résultat trouvé en premiére question (et la linéarité et w = 1)

1 19

7 55 —2x+1 1 19 2

4 20

= (501 + 5ows — 50+ —5)
r+1 743 0@ 1) 1T T 10" T 10
Puis par injectivité de £, on peut affirmer /10
1 19 1 1
=- —p3—-C+ —S5
f=got 959 1




