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Devoir a la maison n°4
CORRECTION

Exercice
On considere I'ensemble £ = RN des suites numériques non nulles & partir d’un certain rang.
On définit deux relations sur cet ensemble :

(tn) ~ (vp) <= lim -2 =1 et (tn) = 0((vy)) = lim =% = 0
Un Un
1. (a) En trois temps :
— Soit (uy,) non nulle & partir d’un certain rang ny,
pour tout n > ng, == = 1, donc lim Un _ 1 et ainsi (un) ~ (up).

Unp
La relation est donc reflexive.

— Soient (u,) et (v,) non nulle & partir d’un certain rang ng et telles que (u,) ~ (vy,)
pour tout n = ng, lim 2 = 1, donc lim O —— = — = Letainsi (v,) ~ (un).
Un Un  ljm—= 1
Un
La relation est donc symétrique.
— Soient (uy), (vp) et (wy,) non nulle & partir d'un certain rang ng et telles que (uy,) ~ (vy)
et (vy) ~ (wy)

u v u u v
pour tout n > ng, lim — = 1 et lim — = 1, donc lim — = lim — X lim — =
n Wn, W, Un, W,
1x1=1et ainsi (u,) ~ (wy).
La relation est donc transitive.
‘ ~ est donc bien une relation d’équivalence définie sur F.
n?+4n—1
(b) Par exemple 2 1, donc (n? +4n — 1) ~ (n?).
2
n® +In(n)
Ou encore W 1, donc (n? +1In(n)) ~ (n?).
2. (a) Ce n’est pas une relation d’ordre, car = o(-) n’est en particulier par réflexive.

Elle est seulement transitive :  Soient (u,), (v,) et (w,) non nulle & partir d’un certain
rang no et telles que (u,) = o((v,)) et (vn) = o((wy))
pour tout n = ng, lim& =0et lim — =0, donc limu—n = limu—n Xlimv—n =0x0=0
n Wy, Wn, Un W
et ainsi (un) = o((wy)).
La relation est donc transitive.

‘ = 0(-) est donc bien une relation transitive, qui n’est pas une relation d’ordre sur E.

O Remarques !
En fait il s’agit d’une relation d’ordre strict.
En effet, la relation g( ) définie par :

(un)g((i)r,,)) <> (un) = o((vn)) ou (un) = (vn)
est une relation d’ordre. En effet, par construction elle est réflexive et antisymétrique.
(b) Elle n’est pas totale, en particulier elle n’est pas reflexive.
(c) Par exemple (b,) = (n —1) et (c,) = (n® —2n), on
n—1 2

b
lim =™ = lim -0 lim &% = lim— =0
an n? Cn n3 —2n

Ainsi (b,) = o((an)) et (an) = o((cn)).




O Remarques !
En fait on définit ainst une sorte d’échelle ou de niveau par la relation d’ordre stricte.
On pourrait alors penser que les classes d’équivalence serait les étages de cet échelle.

Et c’est presque vrai...mais la question suivante monitre qu’il faul étre un peu moins strict dans nos

classes d’équivalence et donc dans la relation d’équivalence a considérer. Il faudrait prendre : = ()( . )
3.
Non, par exemple avec (u,,) = (n?) et (v,) = (2n?), on n’a pas
(un) ~ (vn) ou (up) = 0((%)) ou (vn) = 0((un))
Probleme

Ici on reprend (notations...) ce qui a été vu dans le probléme du devoir surveillé n°2. On rappelle les
notations/définitions :

1 dr
S M
F(x) = /0“’ \/% (2)

Et sl est le prolongement & R, par symétrie puis 20-périodicité de F~1.

III. Equation différentielle et trigonométrie lemniscatique.
1. On a montré en partie 2 : V u € R, s1'(u) = ++/1 — s1*(u).

Et doncsl’ est de classe C!, puisque u — v/1 — u? et sl sont de classe C! et par composition.

‘ On a alors sl est de classe C? ‘

En outre, V u € [0, 0],

woon —4s1/(u)s13(u) _ 913
s17(u) = 2y/1 — s1%(u) = 2l (u)

De méme, YV u € [0, 30],

N e (S ) NN
s17(u) = 2y/1 — s1%(u) =2l

Dans tout les cas

‘ s1 vérifie 'équation différentielle suivante sur R, s1”(z) + 2s13(z) = 0 ‘

Soit f une solution de (3) sur R.

2. f étant de classe C2, nécessairement, H est de classe C' sur R.

VaeeR, H'(z)=2f"(2)f (2) +4f (2)f*(2) = 2f'(@)[f"(x) + 2f*(2)] = 2f'(2) x 0 =0

\Donc H est constante sur R. On note encore H cette constante. \

On choisit désormais de considérer le cas ou H > 0, et on définit la fonction ¢ par

pla) = F(H V" f()) ()
ou F a été définie a la formule (2).
_ 4 _ (=) 2t
3. Pour tout z € R, (H~Y*f(z))" = 7= f,(xl)tg(ﬁf(x)él € [0,1].

Et donc H /4 f(x) € [-1,1]

‘ @ est donc bien continue sur R‘

4. F étant dérivable sur | — 1,1[, ¢ sera dérivable (a dérivée continue) en tout point z tel que
H=VAf(x) €] - 1,1],
et donc, d’apres les calculs précédents,

‘ © est dérivable en tout z tel que f'(r)? > O‘




Soit Ja, B[ un intervalle ott f’ ne s’annule pas. On vient de justifier que ¢ € C!(Ja, B]) et les
théoremes d’opérations donnent, apres calcul,

/
Yz €la, B, ¢ (x) = HY/* z) = signe(f'(z))H*
/()]
Par théoréme des valeurs intermédiaires (appliquées a '), f
(elle ne s’annule pas).
On distingue deux cas
— SiVae]o, B, f'(x) >0alors V€|, B, ¢ (x) = HYA
Il existe donc une constante b telle que ¥ = €]a, B[, F(HY*f(z)) = p(z) = H/*z +b.
En particulier, H'/*z 4 b est dans [~0, 0] et en composant par F~' on obtient

" est de signe constant sur |o, ]

Va €la, 8], f(z) = HY*F Y HY 2 + ¢) = H/*s1(H*z + b)

— SiVaze€]a, B, f'(z)<0alorsV z €la, B[, ¢'(x) = —H™
1l existe donc une constante c telle que ¥ = €la, B[, F(H-Y4f(x)) = p(z) = —HY 42 + c.
En particulier, —H 4z + ¢) est dans [0, 0] et en composant par F~! on obtient

Vo €la, B, f(z) = HY*FY—HY4z + ¢) = HY/*s1(—HY*z + ¢)
Pour y € [—0,0], on a s1(20 — y) = s1(y). En posant b = 20 — ¢, on obtient alors
Va €, 8], f(z) = HY*s1(HY*z + b)

On admet que pour toute solution f de I’équation différentielle (5),
il existe une constante b € R telle que V 2z € R , f(z) = HY/4s1(H*x +b)

O Remarques !
Dans la version originale du sujet, ce résultat (le plus difficile du sujet) est & démontrer.

Mais aujourd’hui, nous n’avons vraiment pas les moyens de le faire.

La fonction cl est définie sur R par
sl/(z)
cl(z) = ———5—
() 1+ s12%(x)
5. D’apres les questions II.1. sl vérifie les mémes propriétés que f
et donc d’apres 11.2, s1/(x)? + s1(z)* est une quantité constante.
Comme s1(0) = 0 et s1/(0) = 1, la valeur de cette constante est 1 et donc

VezeR, s1%(z)=1-s1%z)=(1-s12))(1+s1%(z))

s1%(x) _1-s1%(2)

VzeR, C12( ) (1+Sl2($))2 o 14,-312(1‘)

Par conséquent :

‘V r €R, c1?(x)(1 4 s1%(x)) = 1 — s1%(x) = s1%(x) + c1%(x) = 1 — s1%(z)c1?(2) ‘

6. Dérivons cl (de classe C? car s1 est C*, & partir de sa définition ;

VreR:
Cl'(x) . S]_”(a:)(l + 812(1‘)) — 281(1‘)51/2(3}) B sl”(m)(l + Slz(x)) - 281(37)(1 _ Sl4(x))
B (1+ s12(x))2 o (1+s1%(z))2
_ —281%(2)(1+ 81%(x)) — 281(2)(1 — s1%(2)) (1 + s1%(x)) _ —2s1%(x) — 2s1()(1 — s1%(x))
(1+s1(2)?)? 1+ s1(2)2)

On peut alors dériver de nouveau
—2s1'(x) + 2s1%(x)s1/(x)  2s1'(x)(s1%(zx) — 1)
Q@2 (+s@)
2s1/(x) 1—s12%(x)
1+sl(x)?2 " 1+sl?(x)

VzeR, cl’(z)=

VezeR, cl’(z)=-— = —2cl(z)?

Ainsi

‘ cl est solution de I’équation différentielle (3) ‘




7. D’apres le résultat admis, il existe une constante b telles que
VaeR, cl(z) =sl(z+0b)

puisque la constante H associée & cl est c1’(0)? + c1(0)* = 1.
Appliquée en = = 0, cette égalité donne s1(b) =1 et donc b = o + 4ko (k € Z).
Par 40-périodicité de sl et avec la symétrie par rapport a * = o, on a ainsi

’V:ceR, cl(x):sl(x—l—a):sl(a—x)‘

On définit la fonction G sur R x R par

s1()s1'(y) + s1(y)sl'(a)

1+ s1%(z)s1%(y)

G(z,y) =
8. On a, en dérivant par rapport & la premiere et la seconde variable (1+s1%(z)s12(y))G(z,y) = . ..

(1+ Slz(w)slz(y))%(x, y) +2s1(2)s1(2)s1%(y)G (2, y) = s1'(x)s1'(y) + s1(y)sl”(x)

(1+ sﬁ(z)sﬂy»%m, y) + 281(y)sL (1)s12(x)Gla,y) = s (2)s1(y) + s1(x)s1” (y)

La soustraction donne :

(1+s1%(z)s1%(y)) (gf(x,y) — gj(x,y)> + ZSl(x)Sl(y)(sl’(x)sl(y) — sl’(y)sl(x))G(x,y)

= s1(y)sl”(z) — s1(z)s1l”(y) = 2s1(y)sl(z)(s1*(y) — s1*(z))

Ainsi

(1+812(@)s12(y))’ (aG ) () = 221(0)8200) [ (427 -512%(0)) — (2 (82(4) 51 (1)51.(0)) Gl )] (1+22%()s2* ()

=2sl(z [(sl2 —81%(z)) (1 + s1%(2)s1%(y)) — (51’2(x)s12(y) - sl’2(y)312($))}

Or on sait que s1’(z)? = 1 — s1(x)*, on vérifie que cette égalité est nulle et donc

0G _ 06
dr Oy

Soita e Ret h : z— G(z,a — x).
h est dérivable sur R et h/(z) = %g (x,a—2)— G2(r,a—x) =0
h est donc constante sur l'intervalle R. i.e.

‘ G est constante le long de la droite d’équation z +y = a

9. En particulier, pour tout a et tout ¢, G(t,a — t) = G(0,a) = s1(a).
Pour tous z,y € R, en prenant ¢t = x et a = x + y, on obtient

‘G(x,y) =sl(z+y) ‘

En utilisant Pexpression de G(x,y) et la relation s1’(z) = (1 + s1(z)?)cl(z), on obtient alors

s1(2)(1+ s1(y)?)cl(y) + sl(y)(1 + sl(x)?)cl(x)
1+ sl(x)?sl(y)?

sl{z+y) =




