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Devoir Surveillé n°1

CORRECTION

Dans la marge, vous trouverez les coefficients de chaque question pour la notation.
Exercice

1. Nous écrirons deux nombres par case : celui obtenu par addition comme pour le triangle de Pas-
cal (en petit), puis celui obtenu par la multiplication par p. C’est ce dernier qui est le nombre

S(n, p).

n\p | 1 2 3 4 5 6 7

1 [T 1

2 [T 1T 2

3 [T 13 6 | 2 6

4 [T 117 142 36 6 24

5 [T 1] 30 [ 150 [ 60 240 | ** 120

6 [T 13 62 [™0 540 | 3% 1560 | 350 1800 | ™0 720

7 [T 1719 126]%2 1806 | 2100 8400 | 3350 16800 | 2529 15120 | 720 5040

2. On peut faire une récurrence, mais on peut aussi remarquer que :
VneN, Sn,n)=n(Sn—-1,n)+Sn—-1,n—-1)) =nS(n—1,n—1) et donc S(n,n) =nl
Puis S(n + 1,n) = n(S(n,n) + S(n,n — 1)) = nn! + nS(n,n — 1).

k+1,k
Notons vy, = %, on a donc
_Sn+1,n) S(n,n—1)
Un = n! B (n—1)! = Un

donc par télescopage :

n—1 n—1

nn—1 n

Up — Vg = E Vk41 — U = E k=(2)=(2>
k=0 k=0

Et comme vy = 5(1,0) = 0 on a donc

1
S(n+1,n) :n!vn:n!<n+ )

2
3. Posons, pour tout p € N*, P, : «Vne N, nP = Z (Z)S(p, h) >.
h=0

— Pourp=1: ;;:(Z)S(l,h) - (Z>S(1,0)+ (?)S(l,l) —1x0+nx1=n

Donc P; est vérifiée.
— Soit p € N*. Supposons que P, est vraie.
On va démontrer que P,11 est alors vraie. Soit n € N,

n

n n n n
> ()5 1m0 =3 () (s + St~ 1)
h=0 h=1
La somme commence & h = 1; dans le cas h = 0, le nombre additionné est nul.
Puis comme | = |h = n! h = nn — ! =n n-l (sin>1)
h)"  h(n—-n)!"  (h—D(n—-1)—(h—-1)) "\h-1 -

é(Z)S(pH,h)—n(

Puis en faisant le changement d’indice & = h dans la premiere somme et &k = h — 1 dans la

seconde :

D

h

n

=0

(Z)S(w 1,h) =n (Z

>

h=1

n

k=1

n—1
h—1

(v

>S(p, B+ hzi:l <Z B 1>S(p,h - 1))

B i) S(p, k) + :Z_:: <" . 1) S(p, k))



S (G (5 s (75 s

Et d’apres la formule du triangle de Pascal (et comme S(p,0) = 0) :

n

i (Z)S(p+ Lh)=n [Z (Z) S(p, k)] X P = Pt

h=0 k=1

d’apres la relation P, qui est vraie.
Par conséquent, on a prouvé que dans ce cas Pp41 est également vraie.
Donc la récurrence est démontrée et 2

n

pour tout n,p € N*, nP = Z (
h=0

n

h) S(p, h).

n\ [k _ n! k! _ n!
(_1)k</€> <q> = (1 q(‘”qma(q"“)l:(‘”k q(_l)q(n—k)!q!(q—k)!

PV R R
Vol oY
et comme n —k = (n—q) — (k — q), on en déduit

Vg<k<neN, (-1)* (Z) (S) = (-1 (Z) % (Z B Z)(_l)k_q

On a alors avec le changement d’indice h =k — ¢ :

kz;(_”k@ (5)- (—1>Q§<—1>’f-Q(Z) (29 =) };O (", v

S () - (o { e 20

k=q

d’apres la formule du binéme de Newton.
. D’apres la question 3 qui exprime kP en fonction d’une somme :

n

S0 = oS () (Z ()50 h))

k=0 k=0 h=0
n k n k
=y <Z<—1)k () (i) h>>
k=0 \h=0
n k n n
Or on peut échanger les deux sommes : Z = Z Z ... Donc
k=0 h=0 h=0 k=h

<—1>”§<—1>’“ (3)w = _ (;Lh(—l)’“(Z) ()50 h))

- k
Or nous avons vu que Z(—l)k <n) < ) = 0 des que , il reste donc

k) \h
k=h
(=" y (—)*( )k = (=1)" THS( s h) x 04 S(p,n) (=1)") | =S(p,n)
S (@)oo (S oo soncn) -5
On a bien /2

Spm) = (1" 2(—1)’6 BE

k=0




Probleme

On cherche a trouver une formule équivalente a celle du discriminant pour résoudre les équations de

degré 3.
ax® +ba? +cr+d=0 (1)

A. Mise sous forme réduite
Considérons 1’équation (1).
1. OnposeT =r—a<=zr=2+aq,
d

b
am3—|—bx2—|—cx+d:a(m3+fx2+gx+f
a a a

b b b d
<:>:r,3+<3a+>x2+(3a2+2a+c>x+<a3+a2+ca+> =0
a a a a a a

En prenant

b

O(:—@,

alors x est racine de (1) ssi T = o — « est racine de (2) : T° = 3pT + 2¢

ou

-1 b2 — 3ac
= (302 -2 )= __""
1p g (e a)gb M _ o702
g= — (a®+ba? + a4 4y = 2 ¢

2 54a3
2. On peut par exemple prendre b = 0.
L’équation (1) est presque sous la forme (2) avec 3p = —¢ et en effet : p = —% = —5.
et avec 2¢ = —% et on a en effet : ¢ = _—gzgsd =—4.

Puis avec par exemple prendre a =d=1et b=c=3.
L’équation (1) devient 2® + 322 +3r+1=(z — 1) =0, avecT =2 — Ll on a 7> = 0.

b2 —3ac 9-9 9abe — 2b® — 27a?d 81 — 54 — 27
Dans ce cas : p = = =0etq= F13 — = _

9a? 9 0

’ Ces cas particuliers semblent confirmer les résultats obtenus

3. Application.

b 12 1
P I'équation : 8x% — 1222 — 1 27 = =——= == is :
our ’équation : 8x T 8r+27=0,0n a« 32 3<% 27puls
_b2—3ac_122—3><8><(—18)_32><24—|—33><24_1+3_1
P="92  ~ 9x8 32596 T2 T
79ab672b3727a2d73526+273373‘3263‘3732+273‘377167 1
1= 54a’ T 2x$x20 28 16

1
f::cfiracinede§3:3f72

B. Méthode de Viete : usage de la trigonométrie
1. On applique la formule d’Euler :

cos(30) = Me(e*?) = Re(("?)?) = Re((cos O + isin6)?)
= Me(cos®  + 3isin 6 cos® § — 3sin” O cos§ — i sin® 0)
= cos® 0 — 3sin® O cos @ = cos® O — 3(1 — cos® ) cos§ = 4cos®  — 3cos b

On a donc

’cos(39) =4cos 0 — 3(‘,089‘

Par la suite, on notera C' = cos#.
2. On a donc dans (2)
23(\/p)*C? = 6p\/pC + 2q <= 4C® — 3C = TE]

On en déduit que

cos(30) = 4cos® ) — 3cosf =

_q
P32

b d
) =0+ (5+0¢)3+5(E+a)2+2(§+a)+g:0

/1

/2

/1

/1

/1



3. On suppose alors que ¢? < p?, donc -1,1].

q
e S

Dong, il existe un unique angle ®, de [0, 7] tel que cos(®) = 3L/2 (En fait ® = arccos %)
p p
On a donc : .
30 = ®[2n] 0 = 30[57]
cos30 = cos ¢ <= ou = ou
= — 1

Ce qui donne a priori 6 angles différents pour 6 dans [0, 27].
Puis, on trouve alors T = 2,/pcosf), ce qui conduit a 3 racines, car cos est paire.
Finalement, /2

les trois racines de (2) sont T = 2,/pcos (§® + 2km), avec k € {0,1,2}

4. Reprenons Péquation (1) : 823 — 1222 — 18z + 27 = 0.

La transformation 7 = 2—3, conduit & 1'équation (2) : 7% = 37—2 On vérifie que ¢ = 1 < p* = 1.

-1
Puis, on cherche ® tel que cos® = — = —1, donc on prend ¢ = 7.
Les racines de (2) sont alors T = 2cos (% 4+ 2km). On trouve Tg = T3 = 1 et 77 = —2.
Ainsi /2

L’équation 823 — 1222 — 18z + 27 = 0 a pour racine 1 + % = % (double) et —2 + % = %3 (simple)

C. Méthode de Cardan-Tartaglia : usage de la symétrie
Notons x1, 72 et x3 les trois racines (complexes) de (2) : 23 = 3px + 2¢.
On notera également j = e27/3

1. (a) 1l s’agit d’appliquer la méme méthode que pour I'exercice du DL1.
On a donc

3 —3pr—2q = (x—z1)(x—22)(x—23) = £L'3—(.1‘1+ZCQ+£L’3).’L‘2+(l‘1$2+$1$3+$2$3)$—$1$21‘3

On peut alors identifier (I’égalité est vraie pour tout z € R) : /1

’xl +ax0+2x3=0 T12T2 + T123 + Tox3 = —3p T1Xox3 = 2q‘

(b) On a 02 = (z1 + 72 + x3)?, ce qui se développe x? + 23 + 25 + 2122 + 22173 + 22923 = 0. /1
Et donc

’J;? + a2+ 22 = 22120 + 1123 + Tox3) = Gp‘

(c) De méme, 03 = (z1 + x2 + 3)3, ce qui se développe
o3+ a3 4+ 2+ 3(xtwy + 2frs + 3wy + 25w3 + w3y + 2520) + 6112023 = 0
En additionnant et retranchant : 3(x3 + 23 + 23) : /2

—2(x% + 23+ 23) + 3(23 + 2wy + 2fas + 2dry + 25 + 23ws + 2371 + 2500 +23) + 6312025 = 0

1
3 (3(2F + 23 + 23) (21 + 22 + 43) + 6z17223) = 6¢

(23 + 23 + a3) =

2. (a) Les calculs donnent

. 3 )
j3 _ (6217r/3) — 62171' -1

Soient a,b € Z

j¢ = 7% < j° = j°7¢ = 1 (En multipliant par ;=% ou j)

. ) 2
§o = 5% & li2r/3)(b=a) — £i0 o %(b —a) =0121] & (b—a) = 0[3]

Bilan : /2
VabeZ j%=j"<= (b—a)=0[3




(b) La somme d’une suite géométrique permet d’affirmer : /1

.9 1
1+]+] :ﬁ

1 1
3. On consideére u = §(x1 + jao + j2x3) et v = §<x1 + jws + j2as).

(a) Comme 21 + 22 +23=0¢t j+j2=—1,0na

1 L 1
utv=g 2+ +5°) (@2 +a3)) = 3221+ (=1)(=21))

Et donc /1

(b) De méme, comme j* =j et j3 =1 /1
. .2 1 . .2 .2 . 1 . .2

Ju o= ((G+7°) (@1 +w2) + 223) = 3 Frutjo =3 ((+7°)(21 +3) +20) = 5

(c) Puis, en exploitant j4 = j, j + j2 = —1 et les relations en C.1. : /2
w=g (2} 4 25 + 23 + jrras + j102 + jramy + JPT0ws + jPT3T1 + jT37T2)

1 . . 1
=5 (23 + 25 + 23 + (j + 77 [w123 + 2122 + 2273]) = 9 (6p —[-3p]) =p

1 , ‘ ’ 1 ) , ’
4. On note o = (3(x1 + jxo +32x3)> et f= (3(:51 + jxs +32x2)> )

1 , , 3 1 _ , 3
On note . ¢m = (3(31:;f + jxy +12xm)> et Brem = <3($k +iTm —|—j2$g)> )
(a) On a
1 3 1 3 1 3
Q231 = (3(952 +jz3 +j23?1)) = <3(j3$2 + jtas +j2331)> = (3(j2($1 + jxg + j2$3)> = j’a

Et donc, comme B2 13 = az 31 (il suffit de I'écrire), et que j3 =1: /1

’0!2,3,1 = 52,1,3 = Oé‘

(b) On peut compléter le tableau suivant /1

Ok tm a 8 ! ! B

5k,z,m B « B B «

REMARQUE : Cela signifie que les permutations sur x; n’affectent pas les valeurs de I'en-
semble {«, 8}. Si I'on trouve « et [3, on trouvera (a4 permutation preés) les trois racines x1,
To et x3

(k,t,m) | (1,2,3) | (1,3,2) | (2,3,1) | (2,1,3) | 3,1,2) | (3,2,1)
B

5. D’apres les résultats précédents : /0,5

(a)

3 3

’aﬂ =u?v® = (w)? =p

(b) Toujours avec les propriétés de j :

1 L
a+B = ud+v® = o7 (2(2F + 23 + 23) + 12312005 + 3(j + 5°) (2i22 + 2i2s + 2321 + 2323 + 2521 + 2522))

(2(2F + 23 + 23) + 12312005 — 3(2 22 + 223 + 2321 + 2323 + TjW1 + 2322))

T2
1 3., .3, .3 2 2 2
=5 (5(z3 + @5 + 3) + 12z @wows — 3(2i (w1 + 2 + x3) + 25 (21 + T2 + 73) + 23 (21 + 2 + 73)))
1
oa+f= 77 (5(x% + 25 + 23) — 3(27 + 23 + 23) (z1 + 22 + 23) + 1231 2023))
Continuons : /1,5

1
a+ﬂ:2f7(30q+24q):2q




(c) Enfin /1
(x—a)(w—p)=2"—(a+ Pz +ab =2" - 2qz +p°

6. On suit la démarche de I’énoncé. En premiere partie, on a fait la premieére transformation. En

_ 1 .
posant T = — —, on a Z racine de 23 = 3z — 2.

Par conséquent, onap=1et g = —1.

Ensuite, a et 3 sont les racines du polynome : 22 — 2qz +p3 =22 + 22+ 1 = (v + 1)2.

On trouve donc o = 8 = —1. Il faut calculer ensuite u = Ja = —1 et v = J/B = —1 pour
obtenir /2

T=u4+v=-2 wzo=jut+jiv=—j—j2=1 et x3:j2u+jv:1‘




