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2016-2017

Devoir Surveillé n°2

CORRECTION

Dans la marge, vous trouverez les coefficients de chaque question pour la notation.

Exercice 1

On note ¢ : 6 — cosf. Il sagit d’une bijection (décroissante), de classe C!, de [0, 5] & valeurs dans
[0,1]. On peut donc faire le changement de variable z = ¢(0),
comme sin? @ = 1 — cos? 0 et ¢/'(§) = —sinh, on a :

™

s .. 3 0 2 1 2
2 sin® 6 1—x 1—x
I= do = —— = (—dz)= S |
/0 cos28 + 2cosf + 2 /1 x2+2x+2( z) /0 22+ 22+ 2 .

En faisant la division euclidienne de 1 — 2% par 22 + 22 +2: —22 + 1= — (22 + 22+ 2) + 22 + 3

1 1
22+ 3 27 + 2 1
/0 <x2+2x+2 ) v /0 (x2+2x+2 +z2+2x+2) v

Et comme la dérivée de o +— 22 + 22 + 2 est o — 22 + 2 et que 22 + 22 +2 = (z + 1) + 1, on a donc

I = [In|2® + 2z + 2| — z + arctan(z + 1)](1J =In(5) — In(2) — 1 + arctan(2) — arctan(1)

T .3
2 sin® 5 1
df =1n— tan — — 1(~ 0,23804...
/0 cos? 0 + 2cosf + 2 "y Tarctang (=0, )

Exercice 2
1. Si z =y =0, on a un probléme pour la premiere équation. Et de méme pour les autres.

’ Donc I’étude de (S) peut étre réduite & une étude sur £ = R3\ {(0,0,0} ‘

9 3T—y
x—3y
Concernant la réciproque, il faut s’assurer que nécessairement x — 3y # 0, i.e. x # 3y.
Or si (32 —y) = 2%(z — 3y) et  — 3y = 0, on aurait 3z —y = 0,
et donc 9x = 3y =z, donc x =0 et y = 0.
Il n’y a donc pas de solution de (3x — y) = z2(x — 3y), avec & — 3y = 0 autre que (0,0).
Ainsi, comme on se place sur R3\ {(0,0,0)}, on a également :

2. On a l'implication : z = (32 —y) = 2%(z — 3y).

3z —
2= y<:(3x—y):m2(x—3y)

z — 3y
On peut donc affirmer, que sur R?\ {(0,0,0)}, on a la suite d’équivalences :
3r —
r? = x:c_ 35 — 3z —y) = 2%(x — 3y) = 2% — 32y <= y(1 — 32°) = 3z — 2°

La encore, pour diviser par 1 — 322, il faut s’assurer que 1 — 322 # 0.
Supposons le contraire, donc que 322 = 1, dans ce cas 3x — 2% = (3 — 2%) = 0.
Si x =0, on aurait 1 — 322 =1 # 0.
et si 3—a? =0, alors #2 = 3 = £, cest impossible.
Donc I’équation n’a pas de solution avec 1 — 322 = 0, et on a donc la derniére équivalence :

s Bz—y 3z — a8

= = y=—""
T — 3y Y71 32

De méme pour les autres équations, on a donc 1’équivalence (équations par équations)

2 - 3z —y y = 3z — a3
ngy :1))—3:10;
y—2 -
VayeB (5] = L e ©)) = L
2 - 3z — 23
4 == X = _—
z— 3z 1—322

/1

/3

/0.5

/3



3. Soit # € R, 0 # g[w], donc tan @ et tan 30 existent bien,
cos 30 4isin30 = %% = (") = (cos @ +isinh)> = cos® O+ 3i cos® fsin § — 3 cos O sin® § — i sin® 0
Donc, en prenant les parties réelle et imaginaire :

sin 30 3cos? fsinf — sin® 0
tan 30 = = )
cos30  cos3 @ — 3cosfsin® O

puis en divisant tout par cos® # 0

3tand — tan® 6

tan 30 =
an 1 —3tan?6

[, il existe u tel que

o

4. Soit z € R, par bijection de la fonction arctan définie de R sur ]_;,

tanu = x (u = arctan x).

On a alors

3z —2%  3tanu—tan®u tan3 . 3y —y®  3tan(3u) — tan®(3u) tan9

= = = tan 3u puis z = = = tan9u
YT178322 T T 1 3tanu P 1342 1 — 3 tan®(3u)
On a donc démontré :
. . -7 .
il existe u € ] 503 [ tel que x = tanw et alors y = tan 3u puis z = tan9u
5. On peut continuer selon la méme stratégie :
3z — 2%  3tan(9u) — tan®(9u
tanu =z = = (9u) > ( ):tan27u
1—322 1 — 3tan®(9u)
Cela permet d’affirmer
u = 27u[7]
6. On obtient donc 26u = 0[r] et donc u =0 [35], avec u € | -7, 5 |.
Dans ce cas, au bout de cette analyse, x doit prendre les 25 valeurs :
i —127 ¢ —6m ¢ 117 tan 0 — 0 i us £ 127 ¢ 67
an —— = tan ——, an , .. an0 =0, an—, ... an — = tan —

26 13 26 26 26 13
Cela conduit aux tableaux suivants, selon les 25 valeurs distinctes prises par k :

k —12 —11 e 0 1 e 12

x tan =% tan =35~ - [tan0=0 | tan g | ... [ tan o

y | tan =37 :tan%‘r’ tan g’g’”:tang—? 0 tan 5% | ... | tan 7%

z | tan _igﬂ = tan 53° tan _gé’r e 0 tan 5% | ... | tan 1%

Réciproquement il faut vérifier chacun des calculs. Cela ne pose pas de probleme.

Probléeme

Préliminaires. A propos des applications homographiques
1. Soit A, A’, A" € (K*)*.
— Comme A = 1A, avec A = 1, on montre que = est reflexive.
— Si A=A, alors il existe A€ K,A# 0 tel que a=Aa’, b= AV, c = A et d = \d'.
en prenant p = % #0,onaa =pa, b =pb, ¢ =pcet d = pd.
On a donc alors A’ = A. Donc = est symétrique.
— SiA=A' et A/ = A",
alors il existe A € K, A # 0 tel que a = Aa’, b= A/, c = M\ et d = A\d'.
et il existe N € K, A # 0 tel que ' = Na”, b =NV, =N et d = Nd".
En prenant g = AN #0,0on aa=pua’, b= ub’, c=puc’ et d=pd".
On a donc alors A = A”. Donc = est transitive.
On a ainsi démontré que la relation = définie sur (K*)* est une relation d’équivalence.

/2
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/1



2. On suppose que ad — bc = 0. Soient x,y € K avec x # y,

(az +b)(cy +d) — (ay + b)(cx +d) _ (ad —be)(x — y)

f@) = 1) = (cx +d)(cy +d) ~ (o +d)(ey +d) !

Donc,

’ si ad — bc = 0, alors fa est une application constante ‘

Si d # 0, on a pour tout z € K, fa(z) = fa(0) =4

et si d =0, alors bc = 0 et comme ¢ # 0 (sinon A ¢ K%), donc b =0 et fq:x — %:
Ainsi /1
danscecaszzg:%,sid;«éOet/ouc;«éO

ole

Les deux nombres d et ¢ ne pouvant étre nul en méme temps.

3. Soit A = (a,b,c,d) et A’ = (a’, ¥, ,d"), avec ad — be # 0.
Si A= A’ alors /0,5
ar+b Adx 4+ N
fa(z) = = = far(z)

cx+d Az + M\
Réciproquement, si f4 = far, alors

ar +b dz+V
cx+d cJdx+d

Vaek,

Vo ek, (ad —d'c)a® + (b +ad — Ve —ad'd)x+ (bd —b'd) =0

On peut identifier au polyndéme nul, donc

acl —a'c = 0
b +ad —bc—a'd = 0
bd —bd = 0

U
Comme au moins ¢ ou d est non nul, on peut considérer par exemple ¢ # 0, puis A = <

=
Sic’est d £ 0, on prend A = %. .

On a donc
d = X
a = %a:)\a
b +ad —bec—dd = Mc+ad —bec—rad= A —-b)e— (A —-d)a=0
bd —bd = 0
a = Aa
d = e
M- = (Md—d)a
bd —bd = 0

Les deux derniéres équations donnent (impliquent) : d’ = Ad 4 £(b — Ab) puis

bc(b, ) —bd = Aabd + beb’ — \b*c — b ad

a a

0=bd —b'd=\bd+

Et donc, en factorisant le numérateur :

(Ab —b')(ad — be)

a

0:

Et comme on a ad — be # 0, alors nécessairement b’ = A\b.
Et enfin, comme bd’ = b'd, on a donc b(d’ — Ad) = 0 et donc b =0, ou d’ = Ad.
Orsib=0, on ab =0 et donc 'équation (Ab —b')c — (Ad —d')a =0
donne également d' = \d (a # 0).
Donc dans tous les cas : b/ = Ab et d' = Ad.
Par conséquent, si f4 = far alors A = A’. On a donc démontré ’équivalence : /1,5

’si ad —bc # 0, alors : f4 = far si et seulement si A = A’

4. Soit f € E*, il existe donc A1 = (a1, b1,c1,d1) € K4, tel que aydy —bicy #0et f = fa,. Faisons
un raisonnement sous la forme analyse-synthese.



— Si il existe A = (a,b, ¢, d) normalisé tel que f4 = f, alors d’apres 3, A = A;.

Et donc il existe A € K, X\ # 0 tel que a = Aay, b = Aby, ¢ = ey et d = Ady.

Par conséquent, 1 = ad — bc = A\?(ayd; — bicy) et donc comme ajd; — biep # 0, et donc il

existe deux nombres A et —\ racines de ————— (qui peut étre complexe).

a1d1 — b101
— réciproquement si p = ayd; — byey # 0, et A une racine de i et enfin A = AA; = (a,b,¢,d).
On adonc A= Ay, donc fa = fa, = f et ad—bc = N\?(ard; —bacy) = %(aldl —bicy) = 1.

Par analyse-synthese, /1

pour tout f € E*, il existe exactement deux quadruplet A € K4, normalisé tel que f = fa |-

5. Soient A = (a,b,c,d) et A" = (a’, ¥, c,d") € K*.

a/am—i-b b
'az + a'b+b'cx +b'd
v K / _ _cx+d _ aar
pele Jwelal) c/ax+b+d/ dar+db+dcx +dd
cr+d

(@'a+bc)x+ (a'b+b'd)
(da+dc)x+ (b+ d'd)

On a donc bien (il s’agit juste d’une vérification fa~ est bien égale & fas o f4). /1,5

VrzekK, faofalr)=

Pour A = (a,b,c,d) et A’ = (a/,b',c',d') e K* et A” = (a'a +b'c,a’b+bd,ca+dc,db+dd),
on a fA/ O fA = fA”

Notons que A” € K4, sinon da+d'c=0et ¢b+dd=0 /0,5
6. On considere A = (a,b,¢,d) € E*, puis A = (d, —b, —c, a).

D’apres la question précédente, en notant A” = (ad+b(—c), a(—b)+ba, cd+d(—c), c(—b)+da) =

(ad — bc,0,0,ad — be), on a

(ad — be)x
Ve ek, faofz(x)= fau(z)= “d—be ¥
car ad — bc # 0. Donc f4 o f7 = id.
Et de méme : fgo fa = far avec A” = (da + (=b)c,db + (—b)d, (—c)a + ac, (—c)b + ad) =
(ad — bc, 0,0, ad — be) = A” Donc /1

’fAOfZ:fZOfA:id‘

7. D’apres les questions précédentes, /0,5

pour toute f de E*, il existe A = (a,b,c,d) telle que f = fa et f est inversible avec f~1 = f4 4 _ca

Mais il n’y a pas unicité d’écriture, en particulier tout A’ = (d, —b, —c, a) vérifie f=! = fa

A. Suite récurrente définie & partir d’une homographie
1. On suppose que pa = c(x — a)(x — ), avec a £

2 2

(a) Si a =%, comme ca’ —aa +da —b = 0, on aurait donc 0 = ca® — aa et ca? —aa = b—da.
Par conséquent b — d¢ = 0 et donc ad — be = 0, ce qui est impossible.
Le raisonnement est identique pour 3. Donc /0,5

a et 3 sont différents de <.

(b) Notons ’équivalence :
ar +bcx+d=r<=ar+b=cr’ +dr < pa(r) =0z =aouz =,
On suppose que ug = « (resp. ug = f3).

Posons pour tout n € N, P,, : < u, = o >(resp. < u, = 8 >)
— Py est vraie.



— Soit n € N, supposons que P, est vraie, donc u, = a (resp. u, = f3).

Un+1 = fA(un) = fA(O‘) =«

d’apres la remarque initiale.

(De méme si u,, = S, alors up+1 = f(un) = f(B) = B).
Donc P, 41 est vraie. /1,5

’si ug = «, alors pour tout n € N, u,, = « et si ug = 8, pour tout n € N, u,, = 5‘

On suppose donc que ug ¢ {«, 8}.
On fait un raisonnement par I’absurde, si il existe n € N tel que u,, = a.
aup—1 +b R . . da—b
Alors ———— = «, donc (d’apres la formule d’inversion) : u,_; = ———.
ClUp_1 +d —ca+a
Or pa(a) = ca® + da — aa — b = 0, donc da — b = a(a — ca) et ainsi u, 1 = a.
On notera que grace a la premiere question, on sait que a + ca # 0.
Notons ng = min{n € N | u,, = a}.
On sait que ng existe bien car par hypothese {n € N | u,, = a} # 0.
Et alors u,, = « alors que u,,_1 # o. Cela est impossible. /1,5

’pour tout n € N, u,, # a. ‘

On considere alors v,, = un — s et g = Zg 13
Soit n € N,
Un+1 — 6
Un+1 Up41 — O _ (.f(un) - f(/B )(un - a)
Un uniﬂ (f(u’ﬂ)_f(a)(u”_ﬁ)
Uy — Q
Or,
(Un - a) Up — & (un — a)(cuy, + d)(ca+d)

(F(un) — f())  @un+b _aa+b ~ (au, +b)(ca+d) — (cup + d)(ac + b)
cu, +d ca+d

(up — a@)(cun +d)(ca+d)  (cun +d)(ca+d)

(bc — ad)a + (ad — be)u, ad — be
On a de méme avec § (par symétrie) :
(un—B) _ (cun +d)(cB+d)
(f(un) = £(8)) ad — be
Puis en retournant a la premiere fraction, /2
Vg1 (cup +d)(ca +d) " ad — be _ca+d
Up ad — be (cun+d)(cﬁ+d)_c,3+d_q
La suite (vy,) est donc géométrique de raison ¢, on a donc pour tout n € N, v, = ¢"vg.
: up — B —av, + 8 aq"vy —f
Puis comme v,, = , on a donc u,, = =
Up — O —v, +1 q"vg — 1
Finalement, on a une expression explicite (pas facile) : /1
aqn% - B ca+d
vVneN un:"_iﬁavecq:
qn 723_(1 — cf+d
ca+d
0] 11 = .
n rappelle que ¢ B1d

— si|q| < 1, alors (uy) — 8
— si |g] > 1 alors (u,) — a (terme dominant en facteur)

— si |g| =1, alors ¢ = —1 (en effet ¢ = 1 est impossible sinon on aurait a = 3) et la suite
ne peut pas converger.
Bilan : /1
B si |ea+d| < |cf+d|
(Up) — o si |ea+d| > |cf+d|
diverge si cla+p)+2d=0




Questions a aborder seulement s’il reste du temps

2. On suppose que psg = c(z — a)?

(a) Il s’agit exactement de la méme démonstration qu’en 1.(b).
(b) La encore, si u, = «, alors u,_; = a.
Par argument de type descente infinie, ou par l'absurde en considérant ny = min{n €

N | w, = a}, on trouve une contradiction.
Il ne peut exister de n € N tel que u,, = a.

(c) Soit n € N,

cu? + (d—a)u, — b
Vnit — vn = 1 I Up, — Unt1 cu, +d

Unii—a tn—a (f(un) — (@) (un — ) (f(un) — (@) (un — )

Le méme calcul qu’en 1.(d) donne

1 _ (cup +d)(ca+d)

(f(“n) - f(a)) (Un - 04) (ad — be)(un, — a)?

Donc

pa(un) X (cup +d)(ca+d)  c(ca+d)
Un41 — Un = =

(cun, +d)(ad — be)(u, — )2 (ad — be)
car pa(z) = c(z — a)?
d
Ainsi pour tout n € N, v, 41 = v, + 7 avec r = M
ad — bc
(d) La suite (vy,) est arithmétique de raison 7.

Donc pour tout n € N, v,, = vy + nr et donc pour tout n € N,

+ 0

Up = =

" v + nr 14+ nr(ug — @)

(e) On a alors lim(u,) = a, car 7 # 0 sinon a = —% = =% et ad = be.

B. Etude des homographies, comme fonctions de R sur R
1. La fonction f4 est définie sur Dy =R\ {—4}.

Sur cet ensemble, elle est dérivable et pour tout x € Dy :

ad — be 1

!
falz) (cx+d)?  (cx+d)?
Donc f,4 est strictement croissant et continue sur | — oo, —%[
donc établit une bijection de | — oo, —4[ vers ] lim_, fa,lim_ay- fal=] = ¢, 400,
et établit une seconde bijection de | — <, +o0[ vers ] Hm_ays fa,limyo fa,[=] — 00, —¢[,
La courbe admet donc une asymptote horizontale d’équation y = —% et une asymptote verticale
d’équation z = —g. Il reste a tracer la courbe :
12
104 r=2
8 4
6 4
4 4
_x+2 a
{’f —r+2 . /n/
—~l0 8 —6——4 -2 o b 4 6 8 10 12 14
y=-1 2]
-4
=6 4




2. On suppose que =24 ¢ [0, 1].
On commence par une division euclidienne : az+b = ¢(cz+d)+ (b— %) (c # 0). Par linéarité :

1 1 1 1
b bc — ad 1
/ fA(x)dx:/ ar + dx:/ e+ 222 / dz
0 0o cx+d 0 € c 0o cx+d

a 1
= 2falb + 5[ Jex + dlf}

Donc /1,5
ac+ In [ <2 |
/ fala)de = I
c
On notera que comme =2 ¢ [0, 1], x + cx + d est de signe constant sur [0, 1]

et donc le signe de cl +d=c+d et celui de c0 + d = d est le méme et donc |%d| = %

3. Approximation en 0. On consideére une fonction f de classe C? sur R.
On note ¢ : x — (cx +d) f(x) — (ax + b).

(a) On raisonne par équivalence pour chacune des trois questions qui suivent.
p(x) =0<=df(0)—b=0

/0,5

’La relation (Rq) cherchée est df (0) — b = O‘

(b) De méme, ¢ est dérivable R et pour tout z € R,

¢'(x) =cf(z) + (cx +d) f' () —a

/0,5

’La relation (R2) cherchée : cf(0) + df'(0) —a =0 ‘

(¢) De méme, ¢’ est dérivable R et pour tout = € R,

¢ (x) = 2¢f"(x) + (cx +d) f" ()
/0,5

’La relation (R3) cherchée : 2¢f(0) + df”'(0) = O‘

(d) Si f/(0) =0, alors on a ¢f(0) = a et avec (R1) : df (0) = b. /0,5

’On a donc ad — be = cf(0)d — df (0)c = 0‘

(e) On suppose que f'(0) # 0. On va exprimer les variables a, b, ¢ en fonction de d. Puis trouver
une condition sur d.

— Avec (R1), b= f(0 )xd
— Avec (Rs), ¢ = 550 x d (car f(0) £0).

2
— 1" (0) F(0)+2( f(0)
— Avec (Ra2), a = cf(0) +df'(0) = 2f’(0)( ; xd

— Enfin, puisque A est normalisé : ad — bc = 1, donc

(OO 2 0) OO
1‘( 277(0) 277(0) )d = F(0d

2

(On voit que si f/(0) =0, on a un probléme. . .)

On a donc d = :t\/% (par hypothese, f/(0) > 0) et puis :

[0 +20O)° FO) o) 1
2(VFO) 70 (@) VIO

Il n’y alors qu'une solution telle que ¢ > 0 : /1,5

(a,b,c,d) =+

(a,b,c,d) =€ x

—FOFO +2(£0)° f0)  —f0) 1 { LS f1(0) <0
2(vFO) VPO 2 (yrwm) VIO

1 si f7(0)>0




(f) Soit X > 0. On suppose qu’il existe M € R tel que pour = €] — X, X[, |¢®) (x)] < M.
On integre les inégalités, il faut faire attention a l'ordre des bornes. Si z > 0

~M <P @) <M = —M/ dt</ so<3’(t)dt<M/ dt
0 0 0

— e (z)dt < Mz car ¢"(0) =0

—Max <
— fM/ tdt</ ot dt<M/ tdt

— M 5 < ¢ (z)dt < M? car ¢’'(0) =0

$t2
—  -M —dté/g& M/ —dt
0 2 0

3

= —M% <plx)dt <M 6 car p(0) =0

3 3
—  (ax+b)— M“% < (ca + d)f(2)dt < (az +b) + M% car (0) = 0

Et donc, puisque cz + d # 0, car —< ¢] X[:
3

5
pour tout z € [0, X] : fa(z) — & ra S fl) < fA( )+ % et
Dans le cas ou z < 0, le raisonnement est le méme sauf qu’on intégrera de x a 0, pour garder
la croissance des bornes. La démarche est la méme, et on obtient en fin de calcul :

3 _ 3
M= < —p(z)dt < Y
6 6
il suffit de multiplier par (—1) pour trouver le résultat attendu. /2

Ainsi pour tout = €] — X, X[, fa(x) — %C;”+d < f(x) < fa(z) + %%M

4. Application :

(a) Pour la fonction exponentielle, en 0 il faut considérer f = f' = f” = exp,
on considere donc : (a,b,¢,d) = (—4;—1;1; —1) et on choisit la fonction déja rencontrée en

B.1.: /1

*%1‘*1_ x4+ 2

r—1 —z+2

fAZl"—> T
2

On admet que dans ce cas et pour X = 1, on trouve pour tout = €] — 1, 1[, |¢®) (z)| < e.

(b) On a donc d’apres la partie précédente :

3 3
Voe—1,1] - % (e t¥2 e @
6—x+2 —x+2 6 —r+2

Pour obtenir un logarithme, on peut intégrer entre 0 et 1 ces inégalités et exploiter la réponse
> i d _

a la question 2 (=< = 2 €0, 1]).

Or d’apres la question 2

(e —1)—

(& —_ =
0 —r+2 (—3)?

1
z(el—l)—(—1—|—4ln§):e—4ln2

Alors que

1 3 1 3 1
e x e 8 e|—=x
- dr = —x? — 2z —4 de = — | —— —2? — 4z — 8In(|2 —
/06—a:+2m 6/()(;10 x +—a:+2> x 6[3 x x n(] :r|)0

1 3
/ ez dx ¢ 7E+8ln2
0o 6—x+2 6 3

Or d’aprés I'énoncé, € (—18 +81In2) ~ 0,095, on a donc /2

1
4In2 — ¢ < g (—36 +81n2> ~ 0,095

Le calcul donne 41n2 =2,772...



5. Approximation en xg.
On cherche a trouver f4 homographique approchant f en x.

—_

Or

en considérant ¢ : h — (c(xg + h) +d) x f(zo+ h) — (a(xo + h) +b),

on trouve une fonction 1 a étudier comme dans le cas 3, pour sa variable proche de 0.
C’est la méthode employée pour les développements limités ailleurs qu’en 0

. Etude des homographies, comme application de C sur C

On obtient le tableau suivant qui donne I'image de Q par fa, selon A :

A= (1,0,0,1) | (-1,1,0,1) | (1,0,1,-1) | (0,1,1,0) | (0,1,-1,1) | (1,-1,1,0)
fa:z7 Zz z—>1—2z z = 5 z»—)% z»—>1iz z*—)%
fA(Q) (007 07 1) (CX)717O) (170700 (07 w? 1) (07 17m (15005 O)

Soit (u,v,w) € T.

Si oo ¢ {u,v,w}, alors on cherche A = (a,b, c,d) tel que F4(,0,1) = (u,v,w).
Or Fa(oo)=u=2 Fa(0)=v=>2et Fy(l) =w= ZT"’db.
“jgd, donc (u — w)c = (w — v)d.

(w =)

On a donc a = uc, b = vd, puis w =

w—1v

( )xd,b:vxdetc:
uU—w u—w
Puis pour que A soit normalisé, il faut

On adonca=u

1:aalfbc:udcfvdc:wd2 —d== u-w

w—w (u—v)(w —v)

On a par suite les valeurs de a,b et ¢. Ce qui donne donc exactement deux quadruplets
solutions A; et As.

Mais il code la méme fonction f4, puisque A; = —As et donc A; = A,
~— Si u = oo. On trouve ¢ = 0 avec la condition Fu(o0) = oo, puis Fa(0) = v = & et
Fa(l) =w= %5

[ 1
Donc b =wvd et a = (w — v)d et enfin 1 = ad — 0, donc d = 4/ ——. Ce qui donne donc
w—v

exactement deux quadruplets équivalents.
Si v =00. On a F4(0) = o0, il faut un dénominateur nul en z = 0, donc on trouve d =0

Puis Fa(oco) =u =42, donc a=wucet Fa(l) =w = (Clis = uetb — g 4 b

1
On a donc a = ue, b = (w — u)e. Et enfin 1 = 0 — be, done ¢ = £,/ ——. Ce qui donne
Vw—u

donc exactement deux quadruplets équivalents.

Si w = 00. On trouve F4(1) = oo, il faut un dénominateur nul en z = 1, donc on trouve
c+d=0

Puis Fy(oc0) =u= 4

1
Et enfin 1 = ad — bc = ued — ved = (v — u)d?, donc d = +y/——. Ce qui donne donc
v—u

exactement deux quadruplets équivalents.

donc a = uc et F4(0) =v =% donc b = vd.

Ainsi, dans tous les cas,

pour tout triplet (u,v,w) € 7, de points distincts,
il existe une unique application f4 € E* tel que (u,v,w) = f4(Q)

3. Soit u,v,w,z € P, on appelle birapport de ce quadruplet (u,v,w, z) le nombre noté [u, v, w, z
obtenu par fa(z), ot fa(u,v,w) = Q.

(a) Soit (u,v,w,z) € P4, [u,v,w, z] = fa(z), avec A tel que fa(u,v,w) = .

b
On a vu qu’il existe (un unique) A = (a,b,c,d) tel que fa : 2 — Zi—td (en fait une unique
classe d’équivalence).
Or fa(v) =0, donc av + b =0, donc (az +b) — (av+b) =az+b=a(z —v).
De méme f4(u) = oo, donc cu+ d =0, donc (¢cz+d) — (cu + d) = ¢(z — u).

az—v
Ainsi fa(z) = — .
cz—u
aw—v a w-—u
Enfin, fa(w)=1= — , donc — =
cw—u c w-—v

w—v
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vrai (par continuité) lorsque 1'un des trois nombre est infini.
Donc

g
g

g
S

pour tout quadruplet (u,v,w,z) € P4, [u,v,w, z] =

Y
S

83

<

Soit un quadruplet (u,v,w,z) € P* et une homographie f, Il existe une homographie fa,
tel que fa, (u,v,w) = Q et une homographie fa, tel que fa,(f(u), f(v), f(w)) = Q.

On a donc [u,v,w, 2] = fa,(2) et VZ € P, [f(u), f(v), f(w), Z] = fa,(Z).

Or fa, (f(u)vf(v)vf(w)) = Q= fa, o f(u,v,w) = fa,(u,v,w).

Notons, que la composée de deux homographie est une homographie, donc fa, o f est une
homographie. Et nous avons vu 'unicité de la description homographique ayant pour image
2, donc fa, = fa, o f Et en particulier (avec Z = f(z)

([, 0,w,2] = fa,(2) = faz 0 f(2) = fa(F(2)) = [F(w), £(v), f(w), f(2)]]
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