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Devoir surveillé n°6
CORRECTION

Probléme - Paire complémentaire et polynéome de Rudin-Shapiro

Le sujet proposé est librement inspiré de I’épreuve X-PC-2006.
Dans les commentaires de correction, on pourra lire des extraits du rapport du concours en question.
Ces extraits seront notés dans un cadre spécial : extrait du rapport

I. Ensemble de paires complémentaires
On désigne par £ I'ensemble des entiers ¢ pour lesquels il existe au moins une paire complémentaire
de longueur ¢. Autrement dit, £ est 'ensemble des longueurs de paires complémentaires. Dans cette
partie, on se propose d’étudier certaines propriétés de ’ensemble L.

1. Dans le cas £ = 2. Seule une condition de corrélation est a vérifier : la premiere.
Considérons @ = (1,1) et b= (1, -1).

0

Z(aiaiﬂ + bibi+1) = apgaq + b0b1 =1-1=0
=0

‘ 2 appartient a £ ‘

Dans le cas £ = 3. Il faut vérifier deux conditions de corrélation : j =1 et j = 2.
Considérons a = (ag, a1, a2) et b = (bo, b1, ba). Supposons que (a, b) est une paire complémentaire.
La deuxiéme condition énonce :

0

> (@sira + bibiya) = agas + boby = 0
=0

Comme a;,b; € {—1,1}, pour que ce nombre soit nul, il faut nécessairement que ag et as de
méme signe et by et by de signe contraire (ou U'inverse : by et by de méme signe et ag et as de
signe contraire).

Sans perte de généralité, on peut supposer que ag = ag et by # bs.

La premiere condition donne ensuite :

1

Z(aiai—H + bibiy1) = agay + ajaz + boby + b1by =0
i=0

En exploitant ce que l'on sait sur a et b, on a 2aga; = 0, ¢’est absurde puisque ag et a1 € {—1,1}.
Donc, (a,b) ne peut pas étre une paire complémentaire. Il n’en n’existe aucune de longueur 3.

3 n’appartient pas a L

@Extrait du rapport...
II ne faut jamais se précipiter sur la premiére question d’un probléme. Il est étonnant de constater le nombre
de candidats qui ne savent pas manier la logique nécessaire a la réponse a la simple question : tel élément
appartient-il a tel ensemble 7 En 'occurrence il fallait simplement montrer qu’il existe au moins une paire
complémentaire de longueur 2, et qu’il n’existe aucune paire complémentaire de longueur 3. Une simple

suite de calculs (ici trés faciles) ne suffit pas & convaincre le correcteur de la logique infaillible du candidat !

2. (a) Ici, on fait une boucle for avec une possibilité de sortie si le calcul ne donne pas 0.
Dans le méme esprit, on aurait pu une boucle while avec deux conditions : sur la longueur
et le calcul égal a 0.

/1

/2



/3

1| def Complementaire (A,B):

2 """Test pour savoir si A et B sont complémentaires
3 nnn

A 1,m=1len(A),len(B)

5 if 1==1 and m==

6 return(True)

7 if m!=1

8 return (False)
9 for j in range(1,1)
10 S=0

11 for i in range(1l-3j)

12 S=S+A[i]*A[i+j1+B[il*B[i+j]
13 if S!=0

14 return(False)

15 return (True)

(b) Le <« meilleur des cas »correspond & une situation ou les listes ne sont pas de méme longueur,
ou bien des le premier calcul, on sait que les paires ne sont pas complémentaires. Cela donne
une complexité en O(1).

Le <« pire des cas »correspond a une situation ou tous les calculs sont nécessaires.
Dans la boucle repérée par i, il y a K(¢ — j) calculs (K =4:2 4 et 2 X).
Puis il y a ¢ telles boucles, avec j qui varie de 1 & £ — 1

donc il y a un nombre de calculs égal a (avec h = ¢ —j) :

£—1 £—1
S K(t—j)= ZK:K@
j=1 h=1

Il faut additionner a ces calculs, des nombres constants (par rapport a £).
Cela n’impacte pas la complexité algorithmique.
Dans cette situation, on a une complexité en O(¢?). /2

Dans le < pire des cas sla complexité algorithmique est en O(¢?),
dans le < meilleur des cas »elle est en O(1)

3. Soient a et b des séquences (non nécessairement de méme longueur).
On considere la fonction définie pour x réel, x # 0, par

Fyp @ Py(2)Po(27") + Py(w) Py(a™").

|
O Remarques !
§ On effectue le calcul, comme en début d’année, sans précipitation. A noter que les premiéres questions ict

qut donne explicitement une expression de Fg j, ont été ajoutées par rapport au sujet initiale.

(a) Exemple. On note a = (ag, a1, az,az). Soit x # 0

1 1 1
Pa(m)Pa(x_l) = (ao + a1z + asa® + a3x3) X (ao +ar— +tar— + a33)
T x x
1,5

Py(z)P,(z7 1) = aoagx—lg, + (apas + alag,)gc—l2 + (apayr + aras + agag)% + (apap + arar + asas + asas)
+(arag + azay + azaz)z + (azag + azar)r? + azagx®

(b) Soit x # 0, on commence par calculer P, (x)P,(z™1).

-1 £—1 1 -1
PQ(I)PQ(I‘il) = Zai;z:l X Zajx—] = Z a,-aij]
i=0 7=0

i,j=0
On va regrouper ensemble les monémes de méme degré ¢ — j, mais avant cela on va séparer
les cas i = 4,4 < j et i > j (le calcul de la question précédente nous inspire).

-1 —1i—1 -2 (-1
P,(x)Py(z™1) = E a? + g g a;a;zt 7 + g E aajz™?
i=0 i=1j=0 i=0 j=i+1

Y
Jj=i Jj<i J>i




On consideére donc une nouvelle variable & = ¢ — j dans la deuxiéme somme et k' = j — ¢
dans la troisieme.

i =2 0-1—i
2 /
P,(z) E a; + E E a;a;_pz" + g E a;QK ;T
=1 k=1 =0 k’'=1

Dans la seconde somme, on a la condition (en terme d’indices) : 1 <k < i< € —
0<i<g<l—2 @{ 1<k’ <l—-1

et pour la troisieme somme, on a les conditions : { 1<k <l—1—i 0<i<l—1—k

-1 =1 /- -1 [e-1-F
Pg(x)Pg(a:_l) = Zaf + Z <Z a;a;_ k) "+ Z Z TRy
i=0 kE'=1 \ i=0

Enfin, on fait le changement de variable i’ = ¢ — k dans la seconde somme et i = ¢ dans la
troisieme

" zaffgf(ff

/=0

1 =1 [fe—1-k
k —K
Qi kG | TV aiGivk | T

k'=1 /=0

Et donc /4,5

—1
aza2+k> b+ 27"

On suppose que a et b ne sont pas deux séquences de méme longueur.

On peut, sans perte de généralité supposer que a est de longueur ¢ et b de longueur m avec
m < £.

On a d’apres le calcul précédent, pour tout x # 0 :

-1 A—1 L—k—1 m—1 /m—k—1
Za +Z b2+z ( Z aiai+k> (aik +$_k)+ ( Z bibi+k> (a?k +x_k)
i=0 i=0 k=1 i=0
Un équivalent de F, y(z) en +o0o est donné par le monéme de plus grand degré (k =¢—1) :
—(t—1)—1
. -1 _ -1 _ -1
F,u(2) e te ZO aiGire—1 | x apap_1x €r
1=
avec € = agag—1 € {—1,1}.
Et donc lir+n Fop(x) = eco /2
xTr—r oo -

‘ Si a et b ne sont pas deux séquences de méme longueur, F, , n’est pas bornée sur |0, +oo]. ‘

On suppose que a et b sont de méme longueur, notée £.
D’apres le calcul précédent :

—1 l—k—1
= Z aj; —|—b2 )+ Z < Z a;Qitk + by bH_k) (xk —|—x_k)
i=0

=0

— Si a et b forment une paire complémentaire,

—k—1 -1
alors, pour tout k € [1,¢—1], Z a; Gtk +bibipr, = 0 et done Fy p(x) = Z(al2 +b2) =
=0 =0
-1
QZ 1 =2/, car a? = 1 puisque a; € {—1,1}. /2
i=0
— Réciproquement, supposons que a et b ne forment pas une paire complémentaire,
f—k—1
alors, il existe k € [1,¢ — 1] tel que Z a;i@irk + bibirg # 0.
i=0
ho1
Soit kg = max{k € [1,¢ — 1] tel que Z a;0;t + bibiyr # 0} (ensemble non vide).
i=0

f—ko—1
Alors, comme précédemment F, ,(z) ~ ( Z itk + bibi+k0> x*o et donc Fou(z)
- T—+00 o i
i—
n’est pas bornée, donc ne peut étre constant. /2



a et b forment une paire complémentaire si et seulement si Fy (z) est constante.
Dans ce cas F,p(z) = 2¢

@Extrait du rapport...
Pratiquement aucun candidat n’a obtenu la note maximale & cette question, car la rédaction est difficile.
Beaucoup parlent d’équivalence de polynémes. Mais sauf mention expresse du contraire, un polynéme
en x n’a que des puissances positives de x, ce qui n’était évidemment pas le cas ici. Le plus sage était de

k s et d’invoquer les critéres de comparaison de

s’en tenir a < une somme finie de fonctions puissances x
leurs croissances respectives en 0 ou en l'infini, aprés avoir soigneusement développé la formule proposée
pour reconnaitre les relations demandées. A ce sujet, trop nombreux sont les candidats qui n’isolent
pas correctement les monémes degré par degré, avant de conclure hativement <par identification des

degrés>.

Soient a et b sont des séquences de méme longueur /.
On note K, la nombre de —1 dans la séquence de a.

On a donc £ — K fois le nombre 1 dans la séquence de a,
-1

et Py(1) =Y a;=({—K)x1+Kx (-1)={-2K.

=0
Et donc P,(1) = £[2], ce qui est indépendant de la séquence a considérée. /1,5

‘Si a et b sont longueur ¢, P,(1) et P,(1) sont des entiers de méme parité, égale a celle de £. ‘

Soit £ € L.

On considere g et b deux séquences qui forment une paire complémentaire de longueur £.
On a vu & la question précédente que 2¢ = F, (), indépendamment de x €]0, +oo].

On choisit = tel que x =z, donc x =1 :

20 = [P, (V)] + [P(1)

Mais il y a ce facteur 2, qu’a cela ne tienne :
P,(1) = B()\* [P(1)+PB1)\> 1
(SRR (RO L e+ 20 —¢

Or ces nombres sont bien des entiers, car nous venons de voir que P,(1) et Py(1) sont de
méme parité. 4,5

‘Ainsi, tout élément de L peut s’écrire comme la somme de deux carrés d’entiers. ‘

@Extrait du rapport...
La question sur la parité a été bien résolue, soit par récurrence (a + b est toujours pair si a et b sont
dans {—1;1}!), soit par un argument < & la main >.
Attention néanmoins a bien lire I’énoncé : plusieurs candidats ont supposé que a et b étaient complémentaires.
La décomposition en somme de carré a été massivement ratée. L'égalité immédiate était 2¢ = Pg(1)? +
Py(1)2. On pouvait alors par exemple écrire

(Pg(l) ; Pg(l))2 n (Pg(l) + Pg(l)>2

? =
2

La réussite a cette question est souvent allée de pair avec une bonne note sur ’ensemble du sujet !
Notons que le 2¢ a perturbé bon nombre de candidats. Certains ont manifestement bidouillé en amont

pour obtenir { comme par magie. D’autres ont méme supposé que le sujet devait étre erroné!

Si ¢ e L, alors £ est somme de deux carrés.
Soient a et b tel que £ = a? + b>.
Or si a =0[2], a2 = 0[4] et si a = 1[2], alors a? = 1[4].
Par conséquent, a® + b% = r[4] avec r € {0+ 0,1+ 0,0 + 1,1+ 1} = {0,1,2} On note
As ={k € Z | k = 3[4]}. On en déduit que £ ¢ As.
Cela signifie exactement que Az est inclus dans le complémentaire de £ dans N.
Or Aj est un ensemble infini. /2,5

‘ le complémentaire de £ dans N est un ensemble infini. ‘




@Extrait du rapport...
> Cette question n’a pas eu beaucoup de succés. On peut supposer que peu de candidats sont a I’aise avec
les raisonnements simples d’arithmétique. Il suffisait de remarquer qu’une somme de carrés d’entiers
n’est jamais égale a 3 modulo 4. Le complémentaire de L est donc infini car il contient un ensemble

infini, celui des entiers égaux a 3 modulo 4.

4. (a) Soient a et b des séquences de méme longueur. On pose U = (P, + P,) et V = 3(P, — B).

U)U(z™!) = (Pg(x)Pg(afl) + Pg(z)Pé(afl) + Pg(a:)Pg(xfl) + Pé(x)Pg(afl))

V(@)V(a™) =

N

(Pa(2)Pa(2™") + Py(w) Py(a™") = Po() Po(a™") = Py(x) Pa(a™"))

Donc pour tout x > 0 :
U(@)U(a™") + V(@)V(z™") = o (Pa(2)Palz™) + Py(z)Po(a™1)) =

On exploite alors la réponse a la question 2.(d) : /1,5

a et b forment une paire complémentaire si et seulement si

1
la fonction z +— U(z)U(z™1) + V(2)V(z™1) = §F2,b(x) est constante (égale a £) sur R*.

@Extrait du rapport...
C’est probablement la question qui a été le mieux résolue par les candidats. Il suffisait de développer
Pexpression. Certains (bons) candidats ont eu des états d’ames sur <le domaine de définition>, ce qui

n’était ici pas crucial.
(b) Dans ce cas présent :

Py (X) =14+ XX+ X3 X4 x5 X0 - X"+ x84 X7 Py(X) = 1+ X - X2+ X3+ X X5 X0 X7 x8 X9

U=1+X-X24+X3+X° V=-X*— X X"+ X%+ Xx°
Pour tout x # 0,

1 1 1 1 1 1 1
1y 2 3 5 _ 4 5
U(CL’)U(&E )— (1+$7$ +x° +x )X<1+xl‘2+l‘3+l‘5> —5*1($+;)+1($ +9)+1(93 +ﬁ)

1 1 1 1 1 1 1 1
-1 4 6 7 8 9 4 5
V@)V )= (-2" -2’ —2"+2 +9c)><(—4——+ +9>—5+(x+)—(at +—)—(@"+—=)

Donc, pour tout x # 0, U(z)U(z~ 1) + V(z)V(z~!) = 10 /2

‘ Les séquences, a et b données forment une paire complémentaire. ‘

@Extrait du rapport...
> Bote question de calcul. Bien siir, 'usage du 3.a) permet de simplifier un peu, mais la vérification directe
était également possible. On ne demande pas au candidat tous les détails du calcul, mais il doit justifier
qu’il les a faits correctement. Affirmer que toutes les conditions de corrélations sont satisfaites sans en

écrire au moins quelques unes n’est pas recevable.

5. Soit v une séquence de longueur paire égale & 2m. On note K, le nombre de —1 dans la séquence.
On a vu plus haut que P,(1) = 2m — 2K.
Puis, comme vy + ... 4+ vo;,—1 = Py(1), on a donc vg +v1 + ... + vom—1 = Py(1) = 2(m — K).
On a donc les équivalences :
dvg +v1 + ... + Vo1 <= 4]2(m — K) <= 2Im — K < K = m|2]

Donc (4) et (it) sont équivalentes.

2m—1
Puis comme v; € {—1,1}, H v; = (=DE x 12K = (—1)K,

i=0
Ainsi on a les équivalences :

K= m[2] <~ (—l)K = (_1)m < VU1 ...Vom—1 = (_1)m

Ainsi (i) et (it9) sont équivalentes. /1,5

‘ Finalement on a 1’équivalence entre les trois propositions énoncés. ‘




@Extrait du rapport...

Ceux qui ont osé faire cette question se sont en général rendus compte qu’elle était facile. Seuls ceux qui ont
eu le malheur de tenter une récurrence ne s’en sont pas sortis. Une récurrence était trés difficile a utiliser

ici. Des petits calculs modulo 2 ou 4 démontraient toutes les équivalences en quelques lignes.

6. Pour tout entier 4, 1 < i < ¢ — 1, on pose x; = a;b;.
(a) Soit j € [1,¢—1].

()

Comme cela est proposé, on s’intéresse & la séquence ¢ = (aga;, . .., ar—1—-jar—1,bobj, ..., be—1_jbe_1)
Alors la longueur de ¢ est 2 x (¢ — j) = 2m, paire.
Donc on a I’équivalence

2m—1 2m—1
4> ¢ = ] a=E)m=(-1)"
=0 1=0

Or, comme g et b forment une paire complémentaire,

2m—1 l—1—j
E c; = E aiGiyj + bin_j =0
=0 =0
Donc
2m—1 m—1 m—1 m—1
i
(—].) J = H C; = H A;Qj45 X H bib7;+j = H TiTiq
=0 =0 =0 i=0
/2,5
(—1—j
. . . ]
Pour tout entier j, 1 <j </ —1, H Tt = (1)
k=0
@Extrait du rapport...
Les candidats ont souvent réussi a utiliser I’équivalence entre les points (i) et (iii) de la question
précédente. Attention malgré tout a bien rappeler que la somme des coeflicients (ici nulle) est bien
divisible par 4!
Soit h € [1,¢ — 2]. On peut alors appliquer la formule précédente appliquée en j = h et
j=h+1
{—1—h {—1—h {—1—h
H LkLk+h H Lk H Lk+h
(_1)é—h
1= _ k=0 _ _k=0 k=0 — .
(—1)f~h=1 "~ t=2-h —2—h —2—h £-1-hLh
H LkLh+h+1 H Lk H Lh+h+1
k=0 k=0 k=0
Puis, pour h = 0 (et du méme coup : ou h =¢—1) :
On considere le résultat de la question précédente pour j =/¢ —1 :
(e-1)—(¢-1)
—(0—1
(-1) R H ToZo(e—1) = —1 = Toxe—1
k=0
/3
‘Donc pour tout entier j, 0 < j <l -1, xjz—1—; = —1.
@Extrait du rapport...
Cette question s’est révélée trés délicate pour les candidats. Il fallait soigneusement manipuler les indices
pour s’en sortir par exemple avec une < récurrence finie >, en vérifiant bien que les cas extrémes (j = 0,
j =¥ —1) sont validés. On pouvait pour cela s’aider de la symétrie de la question en j <> ¢ —1 — j.
Si ¢ est impair, on considere £ = 2n + 1, puis on a pour j =n
2
—l=2;x_1-j = TnTonti—1-n = (Tn)
C’est impossible car 22 = 1, donc ¢ ne peut étre impair. /2

Tout élément ¢ de L, £ > 2, est pair. ‘




@Extrait du rapport...
% II fallait bien visualiser la suite des x; , en liaison avec la question 5.b), pour trouver I'argument, qui

tient sur une ligne. Encore une question qui a souvent distingué les bons candidats.

I1. Paires de Rudin-Shapiro
Cette partie est consacrée a 1’étude de certaines paires complémentaires de polyndmes, dites paires de
Rudin-Shapiro.

On définit deux suites de polynémes (P,)nen et (Qn)nen par les conditions initiales

Po(X) = Qo(X) =1

et les relations de récurrence

Poni(X) = Pa(X)+ X7 Qu(X) (1)
Qni1(X) = P?L(X)_XTLQYL(X)- (2)
1. (a) Les calculs sont immédiats et donnent /2

P=14X P=14X+X?>-X? P=14+X+X>-X34+X*4+X°-X64+XT7
Q=1-X Q=1+X—-X24+4X3 P3=1+X+X2-X3_X*-X°4+X6_X7

@Extrait du rapport...
La plupart des candidats ont bien abordé cette question facile, mais il y a eu des échecs malheureux

(comme Pi(z) =1+ 2 ou Pi(x) = 2), méme parmi les bons candidats.

(b) On remarque que Py(1) =1, Pi(1) =2 (Py(1) = 2 et P3(1) =4),
alors que Qo(1) =1, Q1(1) =0 (Q2(1) =2 et Q3(1) = 0),

Posons pour tout n € N,
M, <sin=2p, Po(1) =27 =Qn(1) =27 Bt sin=2p+1, Po(1) = 2°*! et Qu(1) = 0 ».
— La relation H,, est vraie pour n =0, n =1 (et aussi n =2, n = 3)
— Soit n € N. Supposons que H,, est vraie.
Sin=2p. Alorsn+1=2p+1et

Poi1(1) = P,(1) +1Q,(1) = 2P + 2P = 27 T!
Qur1(1) = Po(1) = 1Q,(1) = 27 — 2P =0

On vérifie bien la formule attendue dans le cas n+ 1 = 2p + 1, impair. Sin = 2p + 1.
Alorsn+1=2(p+1) et

Poyi1(1) = Py(1) +1Q, (1) = 2P 40 = 2¢H!

Qni1(1) = Py(1) —1Q, (1) = 2T — 0 = 2P T!

On vérifie bien la formule attendue dans le cas n+1 = 2(p+1), pair. Ainsi H,, = Hy 1.
Par récurrence, on a démontré : /2

2p sin=2p 2p sin=2p

vneN, Pn(l):{zpﬂ Sim—2p+l Q"(l):{ 0 sin=2p+1

Pour le cas x = —1, on peut faire le méme genre de raisonnement, ou exploiter des suites
récurrentes linéaires d’ordre 2.
Pour tout n € N :

Poi2(=1) = Poy1 (1) + (=17 Qui1(~=1) = Pugr(=1) + Quir(~1) = 2P (1)

n+1 n+1
Qua2(=1) = Pog1(=1) = (=1)*" Quy1(=1) = Pog1(=1) = Qni1(=1) =2(=1)*" Qn(-1)
On a donc une régularité en deux temps.
Comme Py(—1) =Qo(—1) =1, Pi(-1) =0et Q1(—1) =2,
les suites (P, (—1)), et (Qn(1)), vérifient les mémes relations donc sont égales.
de mémes les suites (Q,,(—1)), et (P,(1)), vérifient les mémes relations donc sont égales. /2

. 2p sin=2p 2 sin = 2p
vnel, Q”(l)_{%’“ sin=2p+1 1l 1)_{ 0 sin=2p+1




@Extrait du rapport...
L’abus de I’algébre linéaire a joué un mauvais réle dans cette question. Les candidats qui ont calculé
deux ou trois premiers termes, puis deviné la formule générale, ont bien réussi. Mais les candidats qui
ont essayé la méthode <matricielle> se sont perdus dans des calculs énormes et ne sont pratiquement
Jjamais arrivés a la solution.
Une autre source d’erreurs était le manque d’attention. Un grand nombre de candidats ont bien noté
que les relations de récurrence étaient les mémes pour P et pour @, sans observer que les conditions

initiales étaient différentes.

(¢) Pour tout n € N, P,4+1(0) = P,(0).
Il s’agit d’une suite constante. Pour tout n € N, P,(0) = PO(O) =1 et donc P,(0) #0
De méme pour tout n > 1, @,(0) = P,_1(0) =1 et Qo(0) =
donc pour tout entier n, @, (0) # 0 /1

’ 0 n’est pas racine de P, ni de @,. ‘

On note D, = P, A Q..
On sait que Dy = Py A Qp = 1.
Et pour tout U,V € R[X], Dy 41|UPpi1 + VQni1.
Donc avec U =V =1, on Dy,11|2P,, donc Dy 11|Pp.
Et de méme avec U = -V =1, D, 11|2X2" Q.
Or 0 n’est pas racine de Py, 41 et Qp41, done Dy 1 A(X —0) =1et Dyyyq AXZ =
Et donc d’apres le lemme de Gauss : Dy, 41|Qn.
Donc Dy, 41|Py €t Dypy1|Qr done Dyyyq|Dyy.
Réciproquement : D,,|P, + X2"Q,, = Poy1 et Dy|P, — X2 Qp = Quy1.
Donc Dy, | Dy 1.
Ainsi la suite (D,,) est constate égale & 1 /3

\vneN, PnAQn:1\

2. Onnote U={z€e C tq |2z| =1}.
Soit n € N,

Pai (2P + 1@ (2P = Pa(z) + 22 Qui2)? 4 [Pul2) — 2 Qu(2)P

= (Pa(2) + 22" Qu(2) (Pal2) + 22 Qul2)) + (Pal2) — 22 Qu()(Ple) ~ QD))
= [Pu(2)? + 27" 1@n ()P + 2Re(Pa(2)22" Qu(2)) + | Pa(2)? + 217" @n(2)” — 2Re(Pa(2)2' Qu(2)
= 2(|Pu(2)? + Qu(2)P)

car |z| = 1, puisque z € U.
Ainsi, la suite (rn)n = (|Poy1(2)]* + |@nr1(2)[?),, est gbométrique de raison égale & 2.
Comme ryp =1+ 1 =2, on en déduit /1

’pour tout z € U, et tout n € N, |P,(2)]? + |Qn(2)|? = 2"*1 ‘

3. Posons pour tout n € N, P, : <degP,, = deg@,, = 2" — 1, puis qu’ils sont séquentiels, et,
finalement, qu’ils forment une paire complémentaire. >
— degPy=degQo=0=1-1=20—1;
les coefficients de Py et Qo sont dans {—1,1}, donc Py et Qg sont séquentiels ;
Enfin ils forment la paire complémentaire particuliere avec £ = 1
— Soit n € N. Supposons que P,, est vérifiée.
degP, =2" — 1, deg @, = 2" — 1, donc deg X2"Q,, = 2" 4+2" —1=2x2" —1=2"t1 _1
Comme le coefficient dominant de P, ne peut annuler celui de X2"Q,, :
deg Ppi1 = deg(inQn) =2 -1
Un raisonnement, tout & fait équivalent, donne deg Q, 1 = 2"+! — 1.
Mais on a < mieux », chaque monoéme de degré h de P, 11 vient
exclusivement de P, (si h < 2™) ou exclusivement de @, (si h > 2").
Et de méme pour Q41
Plus précisément :

B [P,] si h <27 B [Pn] si h <27
[Pn-l—l]h = { [Qn]h_hzn sih > on [Qn-i—l]h - { _[Qn}h}izn sih > on

Or P, et Q,, sont séquentiels, d’apres P,

donc [Pn]h S {717 1}7 [Qn]h—Zn S {71, 1} et 7[Qn]h—2n S {*1; 1}
Ainsi P,y et Qny1 sont séquentiels.



Dans I’énoncé, on donne naturellement une application de ’ensemble des séquences dans
I’ensemble des polynomes séquentielles. Cette application est clairement bijective.

On peut donc noter ay, la séquence tel que P, = P,.

De méme, on définit by, any1, et b1 tels que?b =Qn, P, anp1 = Pui1et an+1 Qni1-

Calculons Fy,,,, b, (), pour z # 0.

F,

Qnt1,0n41 (.’L‘)

Pn+1(m)Pn+1( _1) +Qn+l(m)Qn+1<Z3_1) . .
= (Pu(@) + 2% Qu(2)) (Pa(z™") + 272" Qn(a™")) + (Pa(z) — 22" Qn(2)) (Pa(z™) — 272" Qu(z71))
= 2P, (z) P, (x _1) + 2Qn(m)Qn(x_1) = 2Fa7n’b7n(m>

Or d’apres Py, an, b, forme une paire complémentaire.
donc Fj,, p, est une fonction constante.
donc Fy, . b,,, est une fonction constante.
Donc ap41,bn+1 forme une paire complémentaire.
Ainsi P, 11 et Q1 sont des polynémes complémentaires.

On a montré, par récurrence /3,5

pour tout entier positif n, les polyndémes P,, et @Q,, sont des polyndmes séquentiels (de degré 2™)
et qu’ils forment une paire complémentaire.

Ainsi, il existe, pour tout entier de la forme 2* des paires complémentaires de longueur 2% (les
coefficients de P, et Q). /0,5

VkeN, 2fer

@Extrait du rapport...
Pour réussir dans cette question on doit étre trés bien organisé. Il faut d’abord démontrer que deg P, =
deg Qn, = 2™, puis qu’ils sont séquentiels, et, finalement, qu’ils forment une paire complémentaire. On peut
le faire en une seule récurrence commune ou en trois récurrences séparées, mais l'ordre doit étre comme
indiqué ci-dessus.

Les candidats qui n’ont pas observé cet ordre ont raté la question.

O Remarques !
§ Si {2k k € N} C L, la réciproque est fausse.

On a vu que 10 € L en fin de premiére partie, mais en revanche, 10 n’est pas une puissance de 2

4. On va raisonner par récurrence.
Posons, pour tout n € N, @, : «V 2 € C, Qn(2) = (—1)"22" "1P,(—2z71). »
— Qo(2) =1=(-1)21"1Py(—271), donc Qp est vraie.
— Soit n € N. Supposons que Q,, est vraie.
Soit z € C, on a donc Q,(z) = (—1)"z*" 1P, ( 27 b,
mais aussi Q,(—z"1) = (—=1)*(=1)?""12172"P,(2) = (=1)"11 272" P,(2). car 2" — 1 est
impair.

X ntl_ n o on_
Puis pour comme : 222 = 22 22 1 :

n+1
22

TP (-2h) =2 z?“lP( 2 4221 ()T Qu (27
= 22" (—1)"Qu(z) + 22 (- 12 ) .
= C1Pue) + () = (R~ Q)
= (- 1)” n+1(2)

Donc Q41 est vérifiée. /3
VneNVzeC, Qun(z)=(-1)"2""1P,(=z7").

@Extrait du rapport...
Bien que ne requérant que des manipulations élémentaires de formules, cette question s’est révélée relative-

ment difficile : peu de candidats ’ont tentée, encore moins ’ont résolue.



O Remarques !

SiP=ag+a1 X +aX2+a3X?+ -+ am_1 X" 1+ a0, X" avec m = 2" — 1, le degré de P. Alors

1 . 1 1 1 1 1
ZMP(—2) =27 <a0 +tai; +axztas g+t am-1mT +amzm>

22
=apz™ 4+ a1z + a2 2 a3z 4t amo1z 4 am
=am +am—-12+ LL"L72Z2 +-Far zm—1 + apz™
Donc la relation précédente, signifie en gros qu’il y a une inversion dans l’ordre des coefficients de P et

de Q (il y aussi une multiplication par —1 une fois sur deux).

5. (a) Soit T un polynoéme quelconque de C[X], de degré exactement d, d > 1, qu’on écrit
T(X)=to+t: X +... +t4X? (avec t4 non nul).
Soit z, une racine de T'.
— Si|z] €1, alors |z] < 1+ supggica—1 |t;/ta]

— Si|z| > 1,
d d—1 -1,
T(z)=0= tpt = —tg2? = teet = 2= — -k kt1-d

Par inégalité triangulaire :

-1

d ¢ d—1
ol < D [ < MY el
k=04 k=0
01\1 M = Sup0<1<d_1 % .
d __ 1 1— —d
By VR < S Vi P
o] - 1 o — 1

Comme |z| =1 >0 et |z| > 0, on a donc
2| -1 < MO — |27 <M

Donc |2| < 14+ M =1+ supgg;<q_1 [ti/tal- /3

Les racines de T' sont toutes majorées en module par la quantité 1 + supge;<q—1 [ti/tal

@Extrait du rapport...
é Une des question les plus dures. Le nombre de candidats qui I’ont résolue n’excéde pas 5. Il est difficile

de trouver la méthode si 'on n’a pas déja ’expérience d’exercices du méme style.

(b) Soit z une racine de P,,@,, donc z est une racine de P, ou (non exclusif) de @,.
On a applique la relation de la question précédente a P,.

Dans ce cas d = 2" — 1, et pour tout ¢ € N, tt— =1.
Donc |z|<1+1=2.
De méme en appliquant la méme formule & @, on trouve |z| < 2. /1

Par ailleurs, si z est racine de P,, et u = —%,

alors d’apres 5. : Qp(u) = (—1)"u?" ~1P,(—2) = (-1)"u?"~1P,(2) = 0.
Donc u est une racine de Q,, et donc d’aprés ce que l'on vient de voir : |u| < 2.

On en déduit que }fﬂ < 2 clest-a-dire |z| > 3

1 .
De méme on trouve également que |z| > 2 si |z| est racine de Q. /2

(On notera que z # 0, dans ce cas, mais on a vu que 0 n’est jamais racine de @,, en 1.c))

Pour toute valeur de I'entier n, toute racine z du polynome P,@Q,, vérifie % <z €2

Pour savoir si I'inégalité peut étre stricte, il suffit de montrer que z tel que |z| = 2 (et 2| = 1)
ne peut étre racine de P, (et Q).

Or P, est un polynome séquentielle de degré 2™ — 1.
2n—1

Notons P,, = Z apX* avec ay, € {-1,1}
k=0



Supposons z = 2¢% et que P,(z) = 0.

2n—2
Donc P,(z) = agn_122" 1l 10 4 E ap2Fe™® =0
k=0
2n—2
ou encore agn_122" ~1 = —¢—i2"-1)¢ E a2k et
k=0

Or a;, € {—1,1}, donc

2n—2 2m—2 92"—1 _ 1
—i(2"—1) k ik E_ P L
e kz—oak2e <’;J1><2_ o =2 1

Ainsi si agn_1 = —1, alors 22"~ < 22" 1 — 1, absurde
et si " ~' =1, alors —22"~1 > —(22" — 1), absurde également.
Par conséquent, si |z| = 2, alors P, (z) # 0. De méme Q,(z) # 0.
Si|z| = %, en exploitant la relation de la question 4, on trouve —é comme racine de @,,.
Et donc @,, admettrait une racine de module égal a 2. Ce qui est faux.

Bilan, on peut affirmer qu’en réalité :

Pour toute valeur de lentier n, toute racine z du polynéme P, @, vérifie % < |zl <2.

@Extrait du rapport...
> Relativement nombreux sont ceux qui ont démontré I'inégalité a droite (en admettant la question 5a).
Beaucoup moins ont observé que l'inégalité a gauche est une conséquence de celle a droite et de la
question 4. Personne n’a réussi a démontrer les inégalités strictes. Une faute typique : au lieu de regarder

P, et Qy individuellement, on considére le produit Pn Q.

/3



