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Devoir surveillé n°7
CORRECTION

Probleme : Exponentielle de matrices

I. Questions préliminaires.
Soient x € Ret z € C. On note z =a +ibou a,b € R.

1. Notons u,, = (1 + %)", alors In(uy,) = nln(1+ £) oM X = —+> T.
n—-+0oo n——+0o0o

Donc par composition avec la fonction exponentielle continue : /1
‘la suite (u,) converge et sa limite est exp(x) ‘
Concernant le calcul de vitesse de convergence, pour n — +00 :
Uy — % = enln(lJr%) et = eﬂ(%*;%ngO(n%)) — et = eaf*%JFO(}T) — et
o2 2 1 z2e” 1
¢ (e € 2n+0(n) c 2n +O(n)
/2,5
x2e”
Donc u, — e* ~ —
2n
2. Soit n € N*. 1+ 2 =142 +il,
On sait que n > —a, donc 1 + % > 0 (partie réelle positive). Donc
B2 1 b b
‘1 + E’ =4/(1+ g)2 + == —/n? + a2 + b2 + 2an et arg(1 + E) = arctan —»— = arctan

n n n n n 1+ n+a

On sait que pour tout nombre complexe Z : |Z"| = |Z|"™ et arg(Z™) = n X Z, on a donc /2
n 1 1 n/2 n
‘(1 + E) ‘ = (1 + —2a+ —2(a2 —|—b2)> et arg ((1 + i) ) = n X arctan
n n n n n
1 12 4 22\\/2] _ 1 1.2 12 2
3. In [(1+E2a+ﬁ(a +b?)) } =2In(1+ +2a+ 5(a® +b?)) ete T X3t
car 5 (a? + b%) = 0(27/“).
1 12 | 72\\"/2 . n
donc In [(1 + L2a+ 3 (a® +b?)) ] W @ soit | (1+ 2) ’ DT e®.
b
Et de méme arg ((1 + %)n) = narctan ~ n— — b
n-+an—+oco N n—+oo

On a donc par produit et continuité de ’exponentielle complexe (i.e. de cosinus et sinus) /2,5

b

(42 =10+2)

X exp (z’arg(l + E)”) — e xe

n n——+oo

Par conséquent

n ]
lim (1 + E) = 0t = o2
n

n——+0o

II. Matrices antisymétriques réelles d’ordre 2 ou 3.
1. Matrices antisymétriques d’ordre 2.

1 o
Bn nBn
(e 1 :

nfn Bn
Pour que B%L = cos B, et —% =siné,, il faut que

(a) Notons B, = ﬁi (IL+14) = (

n

1 2

« .
§+W:COSQQH+SIH297«L:1
n n



donc que

/ 2
(0%
n2+a2=n23:>ﬂn:i I—Q—E

En outre, on souhaite que ,, €] — 7, 7], donc 0 < cos @, = ﬂi

Finalement, il faut 8, = /1 + %ﬁ

Réciproquement, si 3, = \/@ ,

alors 1 = ﬁ% + % et d’apres le théoréeme de relevement,

_ 1

il existe 6,, €] — m, w| tel que cosf,, = -

et sinf,, = Y

Bn
et comme cosf,, = Bi > 0, alors 0, €] — 3, 3] et donc 6, = arcsin(;3-).

/2

cosf, —sinb,, )

o 2 : : 1 1
avec B, =4/1+ (E) , puis 8, = arcsin %, ona B, = o (Ig + ﬁA) = < sing,  cosf,

1 o a
(b) Par identification : cosf,, = —et sinf,, = ——. Donc tan6,, = —
n n n

Q@
Par conséquent, 8,, = arctan (—)
n

On a donc (I + L A)" = (8,B,)" = B BL.
Puis montrons par récurrence pour tout m € N,

Py i< BM = ( cosmb, —sinmé, ) S

sinm#,  cosmb,

— Bg =I5 et cos0 =1 et sin0 = 0. Donc Py est vraie.
— Soit m € N, supposons que P, est vraie.

cosf, —sind, ) o ( cosmb, —sinmb, )

sinf,,  cos6,, sinmb,, ~ cosmb,

Bt =B, x B = (

_( cosb, cosmb,, —sinb, sinmf, —cosb,sinmb, —sinb,sinmb, \ [ cos(m+1)§, —sin(m+1)6,
~ \ siné, cosmb, + cosb, sinmb, —sinb, sinmb,, + cosf,cosmb, /) \ sin(m+1), cos(m+ 1),

Donc Py, est vérifiée.

o w [ cosnf, —sinnb,
Ainsi (B,,)" = < sinn@, cosnb, ) .

Or nf, = narctan(¢) ~ n— — a.
"’ n—4o0 M n—+4oo

a2 2 2 2
Bt o= /14 (5) =1+ £25 + ozk), done In(87) = 3 1n (1+ 5 +o()) ~ 5 0.

Donc, par continuité de I'exponentielle en 0 : 87 — €% = 1.

Donc coefficients par coefficients (par continuité de cos et sin) :
1

cos(a) —sin(a)

. . ,
sin(a)  cos(a) >, matrice de rotation d’angle «

1 n
(Ig + A) converge et sa limite est F(A) = (
n

2. Matrices antisymétriques d’ordre 3.

(a) Le calcul donne

0 —a -b 0 a b a? + b?
BfxB=a 0 - |x| —a 0 ¢ |= a?+c?
b ¢ 0 -b —c 0 b +c?
1 T 2,32, 2 /1
Donc itr(B B)=a"+b"+c¢ >0car B#0
(b) i. Les calculs sont directs et donnent
/0,5
BX=0 BY=2 BZ=-p|
ii. Toujours directement :
/1

XTX=p2 Y'y=0+c* XT'Y=0 XT'Z=0 YTZ=0
ZTZ:a2c2+a2b2+b4+c4+2b2 2:(a2+b2+02)(b2+02)252(1)24—02)




iii. Le calcul matriciel par blocs donne :

1 1 1 1 _B

| Bx = (082 = By)|

iv. P € O3(R) si et seulement si PT x P = Is.
Faisons le calcul :

T 2Tz 2Ty 272
Pl xpP=| 4T ><( T Yy z ): yTe yTy 4Tz
2T Te 2Ty 2Tz
N TR T
= am wre ) =1
=l X gl Y mwre? 2

d’apres les calculs précédents et car : ZTX = (XTZ)T =0, YTX = (XTY)T =0 et
2Ty = (YTZ2)T =0

| Ainsi P € Oy(R)|

(c) D’apres les questions précédentes, dans le cas b? + c? # 0 :

BxP=(0 Bz —fy)=(0z+0y+0z O0x+0y+pz Ox—fy+0z)

0 0 0 0 0 0
BXP:(.%' Y z)x 0 0 -8 |=PxRavecR=| 0 0 —-p
0 8 0 0 8 0

Enfin, comme P est inversible, en multipliant & droite par P~' : B = P x R x P!, cela
donne bien l’égalité attendue.
Dans le cas b% + ¢ = 0, alors on a directement :

a 0 1 0 0 O 0 0 1
B = —a 0 0 0 0 0 —a X 0 1 0
0 1 0 0 a O 1 0 0
0 0 1
Etdoncavec P=| 0 1 0 | € O3(R) car PT = P et P? = PTP = I3,
1 0 0

et B=vVa2+b2+2=Va?=a.

Dans cette situation, on trouve également le résultat attendu.

00 0
il existe P € O3(R) et 8= /3tr(BTB) telque B=Px [ 0 0 —8 | x P!
08 0

(d) Commengons par démontrer par récurrence : (PMP~1)" = PM"P~1.
— Le résultat est vrai pour n = 0.
— Bt (PMP~)"*! = (PMP~1) x (PMP~') = PM"P~'PMP~" si le résultat est vrai
au rang n.
et donc (PM P~ )"t = PM"MP~! = PM™t!P~1. Ainsi la relation est héréditaire.
La calcul matriciel par blocs donne (en reprenant R définie plus haut) :

")

/1,5

/1,5

/1,5

/1,5

/1

1o\" il e L D A R
<(13+nB> = (PxI3xP +PERP ) _<P<Ig+nC)P > —P<0 12+}LA'> P

0 -p
B0

1o\" 1 0 1
(522) =2 (0 tastan )

Or nous savons que (I3 + + A')™ converge vers E(A’).
Il y a donc une convergence coefficients par coefficients :

AvecA’:A:<

>, comme en premiere partie.

1 n 0 0 0
(Ig + B) converge et E(B) =P 0 cos(8) —sin(8) |P!
" 0 sin(B) cos(B)

/2,5



III. Exponentielle de matrices diagonalisables.
1. Cas de matrices diagonales.
Pour commencer, on rappelle un résultat vu en cours (qui se démontre par récurrence ) :
Si D = diag(a, ... ap) est diagonale,
alors pour tout n € N, D™ est également diagonale et D™ = diag(al,...al).

P
Soit D € My(K) une matrice diagonale.
(a) Comme I, + %D est diagonale, le calcul de puissance est simple :
1+ixpr o - 0
(I, + LDy = 0
: . . 0
0 0 (L4 E2an
On reconnait des suites numériques qui convergent vers e} chacune.
Donc (convergence coefficients par coefficients) :
/2
e’ 0 0
E(D) existe bienet E(D)=| ° | € GLy(K)
. T T . O
0 0 e>‘P
car E(D) est diagonale avec que des coefficients non nuls sur la diagonale.
(b) 11 faut faire attention au cas ou les valeurs \; se répete, dans ce cas il ne faut en considérer
qu’une seule.
Pour simplifier les choses, on va noter
{/,Ll, e N’T} = {)\1, Ag, RPN )\p}
ou p; # pj dés que i # j et pour tout h € Ny, 3 k € Ny, tel que Ay = pug.
Enfin, notons que 7 est le nombre de \; distincts (r < p, nécessairement).
Puis, il s’agit tout simplement de la théorie de I'interpolation de Lagrange.
On a alors (question de cours) :
/2
i X _ .
R (P
k=1 itk M — M
X —
Chaque terme H Hi est de degré r — 1, donc
e 7 Ry
i#k
‘degQ < r — 1 =nombre de \;distincts — 1 ‘
Enfin,
/2,5

L est un sous-espace affine : £ = Q + RK[X], avec R = H(X — ;)
i=1

d
(c) Notons que si T = 3 apX* € K[X] et Di = diag(bs,...b,) est diagonale,
k=0
alors, d’apres la remarque préliminaire :

d d d d d
T(Di) = Z apDi* = Z adiag(bh, b5, .. .b’;) = diag (Z apb¥, Z apbh, ... Z akbl;)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
T(D;) = diag (T'(b1),T(b2),...T(by))

Donc dans le cas qui nous intéresse :

Q(D) = diag (Q(A), Q(Aa). ... Q(\,)) = diag (M, ¢, M) = E(D)

‘Ainsi E(D)=Q(D) (=T(D) pour tout T € L) ‘ /1,5




(d) Méme type de raisonnement :

M 0 - 0 w0 - 0
0 0
On peut supposer que Di = et Dy =
; : .0 N
0 -+ 0 X 0 -+ 0
Comme I, + %(Dl + D») est diagonale, le calcul de puissance est simple :
I+Ea+pm) 0 - 0
o .
(I, + 1(D1 + Do))" =
. . . 0
0 R

On reconnait des suites numériques qui convergent vers e*T#i chacune.
Donc (convergence coefficients par coefficients) :

eMtu 0 . 0 eM 0 e 0 eM1 0o .- 0
E(Dy+Dy)=| ° e R Y
: AR 0 . 0 N
0 e 0 etetre 0 -~ 0 et 0 -+ 0 et
| E(D1 + Ds) = E(Dy) x E(D)]| /15
(e) En appliquant la formule trouvée en (a) on a
/0,5
‘E(xlp) = e"I, et E(0,) = I, (avec z = 0) \
Et donc I, = E(0) = E(D — D) = E(D+ (—D)) = E(D) x E(—D), donc
/1
|E(D)! = E(-D)]
2. Existence et propriétés de F(A) lorsque A est diagonalisable.
Soit A € M,(K) une matrice diagonalisable.
(a) On a déja vu plus haut : A¥ = P x D¥ x P~1, pour tout k € N.
d
Puis par combinaison linéaire, si T = > apX k.
k=0
d d d
T(A) = ZakAk = ZakP xDFx P~l=Pp (Z aka> p!
k=0 k=0 k=0
[T(A)= P xT(D) x P"| /1

(b) Puis, pour tout entier n, en exploitant la question précédente avec T' = (1 + %X)” :
1 n . 1 n .

Pour étudier la convergence, on regarde le résultat coeflicient par coefficient :

A" 1 \"
Vi,j €Np, I,+—A =|Px(I,+-D) xP*!
n i,j n i

Pl |00 (P

P
k,h=1
Or [(Ip + %D)”] I { eg‘)’c : ]]z i Z . Les autres coefficients sont constants.

1 n p
Vi, j €Ny, [(Ip + nA) } - Z[P]i,ke)"“ [P 'k; = [P x E(D) x P‘l]m.
v k=1

| B(A) existe et E(A) = P x E(D) x P! = Px Q(D) x P! /2,5




(c) Soit x € K. On a, avec les mémes notations : zl, + A= P x (zI, + D) x P71,
On peut donc appliquer les résultats précédents :

E(zl,+ A) = P x E(zI, + D) x P~' = P x E(2I,)E(D) x P~*
=P x (e"I,)E(D) x P! = e"PE(D)P~! = ¢*E(A)

‘E(xlp + A) = e"E(A) \ /1,5

3. Critere de diagonalisation
(a) On suppose que A est diagonalisable.
Donc on peut considérer qu'il existe P € GL,(K) et D diagonale telle que A = P x D x P~
On peut imaginer que D = diag(A1,... \p).
Comme précédemment (II1.1.(b)), on note {yu;,j € N, }, 'ensemble {\;}, sans répétition.
Pour tout polynéme T : T(A) = P x T(D) x P~1.

Considérons donc T' = H(X — ). T est scindé & racines simples.
j=1
Comme D est diagonale : T'(D) = diag(T' (M), T(A2) ... T()p)) = diag(0,0,...0) = 0,.
Et ainsi T'(A) = 0.

/1

‘ Si A est diagonalisable, il existe un polynéme scindé a racines simples qui annule A. ‘

(b) On suppose qu'’il existe T' € K[X], scindé, & racines simples tel que T'(A) = 0.
Notons que, pour tout s € N,, E; = {X € M, 1(K) | AX = 1, X} = Ker (A — p;1,).

i. Soit (X — a) un facteur premiers de chaque T;.
Alors comme (X — a)|T, nécessairement a € {ua, ... fir}-
Or (X — a)|Ty, donc a # pg. Finalement un tel facteur n’existe pas.

/2

Ty, ...T, sont premiers entre eux dans leur ensemble.

D’apreés le théoréme de Bézout, il existe Uy, ... U, € K[X] tel que Z UT;, =1.

i=1

T
ii. Si on applique cette relation polynomiale en A : > U;(A) x T;(A) = Ip.
i=1
Puis en multipliant par la colonne X a droite :

: /1
pour tout X € M, 1(K), X = > [Ui(A)T;(A)|X
=1

Soit X € M, 1(K). Notons alors X; = [U;(A)T;(A)]X.
(A=) X; = [Us x (X = ) [ [(X = p))(A)X = Us(A)T(A)X = U;(A) x0x X = 0.
J#i
donc X; € Ker (A — ;1) = E;.
Ainsi, tout élément X de M, 1(K) est une somme d’éléments de E;.
Chaque E; étant dans M, ;(K), on a donc

E= ZE
i=1

En fait, on a mieux : la somme est directe!

/2

iii. La famille B; est en fait génératrice de FE;.
Et la somme des E; donne M, ;(K), donc la famille (By,Bs,...B;) est une famille
génératrice de M, 1(K). Ainsi Im P = M, ; (K).

/1

‘ Et donc P est inversible. ‘

iv. Pour tout Xjﬂ‘ S Ei, AXjJ' = ,uinﬂ' car Xjﬂ‘ € FE;.
Donc le calcul matriciel donne
AP = (AXy1| |AXa 1 |AX o] |[AX gy 2| - |AX S 1| -+ - |AXG, 1)
= (X1l [ Xay 1lpe X2l [p2Xas 2| - e Xae| - 100 Xa, )
wiley, 0O - 0
0 I, - :
= (Xl [Xay [ Xl [ Xag 2| [ X [ Xa, ) X L e =PD

0 0wl



()

avec D, matrice diagonale.
En multipliant par P~! & gauche, on a donc

/1,5
- 0 o 0
P 'xAxP= 0 palry : , matrice diagonale.
: L0
0 . 0 prly,
On a donc trouver une condition nécessaire en (a) et vue qu’elle était suffisante en (b). /1

‘A est diagonalisable si et seulement si il existe T, polynome scindé a racines simples tel que T(A) = 0‘

4. Exponentielle de la somme.
Soient A, B € M,(K) deux matrices diagonalisables. On suppose que A et B commutent.

(a)

Puisque B est diagonalisable, il existe P € GL,(K) et D diagonale telles que B = P x D x
Pl
Et donc C =P ' x Px D x P-1x Py = (P['P)x D x (P{'P)~".

et comme P = P P est inversible comme produit de matrices inversibles ;

/1

‘ C est diagonalisable ‘

De plus
OxD = Py 'xBxPyx P 'xAx P, = Py ' xBAX P, = P{'xABxP, = P[ ' xAxP P ' xBxP, = DxC

C et D commutent /1

Cin Cip Cinr
Ca1 Chpo s Ca,r
On peut écrire C en blocs, repartis comme ceux de la matrice D : C' = . . . .
Cr,l e Cr,r—l Cv",'r'
(les blocs diagonaux C; ; sont carrés d’ordre n;, par exemple. Les autres blocs ne sont pas
nécessairement carrés)
Alors puisque C' x D = D x C, on obtient (calcul par blocs)

Vi,jeN, diCm- = dem-

Et donc nécessairement C; ; = 0 dés que 4 # j, car d; # d;.

Et par conséquent /2
c, 0 -0
0 (s N ;. T
C est de la forme ou pour tout réel i € N,., C; est carrée d’ordre n;.
: . . 0
0o ... 0o C,

B est diagonalisable, donc il existe T', polynéme scindé a racines simples tel que T'(B) = 0.
Puis, comme C' = P! x B x Py, T(C) = P! x T(B) x P, = 0, d’apres 111.2.(a).

Ensuite, comme précédemment on peut démontrer par récurrence et par combinaison linéaire :

ckr o0 -0 Q(C1) 0 .0
i .
vieNch=| O vQekxLQe=| ° 9P
. . . 0 : . . 0
o --- 0 C* 0 0 Q)

Ainsi, en particulier avec le polynéme scindé & racines simples, comme T(C) =0 :
VheN,, T(Cn=0

Donc il existe un polynome scindé a racines simples qui annule Cj,
donc C}, est diagonalisable, d’apres I11.3.(b).
/2,5

pour tout ¢ € N,., C; est diagonalisable




(d) Chaque C; est diagonalisable, il existe P! et D/ diagonale telles que C; = P/ x D} x P/~ ".

Pl 0 -0 D/ 0 -0

Avec P, = 0 P et D' = 0 Dj ,alors C' = PgXDXP{l
: . .0 . T o
0 -~ 0 P 0 - 0 D.

En prenant P = P; x Ps.

On a donc

P 'xBxP =Py'xP'BP xP,=P;'xCxP,=D
P 'xAxP =P, 'P'APP,=P;' x D x P,

Pl 0 -0 dil,, 0 -0 Pt 0 -0
o B " 0  doln, - ; " o P!
N E R | ; o0
0 .- 0o P 0 0 deln, 0 o p!
P} x diI,, x (P))™! 0 -0
_ 0 Py x dalpn, x (P3)~" _ D
: B - 0
0 . 0 Pl xd.In, x(P)™*
‘il existe P € GL,(K) telle que P~ AP et P~!BP soient diagonales /2,5

(e) Onaalors P~'(A+B)P = P"'AP+P~'BP = D+D’, diagonale, donc A+ B diagonalisable
donc E(A + B) existe (question 2.(b)).
On a alors comme en question 2. (b) : E(A+ B) =P x E(D+ D') x P71,
Puis, les matrices étant diagonales : F(D + D’) = E(D) x E(D").
Donc E(A + B) = P x E(D)E(D') x P~ = PE(D)P~' x PE(D')P~ = E(A)E(B).

/2
| B(A+ B) existe et E(A)E(B) = E(A+ B) = E(B + A) = E(B)E(A).|
IV. Exponentielle de matrices nilpotentes.
1. (a) Soit j € [1,k]. Soit X € Ker A7~
Alors A7X = Ax A771X = Ax0 =0, donc X € Ker (A7) et ainsi Ker (4771) C Ker A7.
Il reste a montrer que I'inclusion est stricte.
Supposons que Ker (4771) = Ker A7,
Soit X € Ker A7*! alors A7 x AX =0, donc AX € Ker A7 = Ker A7~!
ainsi 0 = 497! x AX = A/ X et finalement X € Ker A7.
On a donc démontrer que Ker A7+t C Ker A7,
et comme on a Ker A7 C Ker A7t!, on a Ker A7 = Ker A7+1,
Puis par récurrence, pour h > 0, Ker A7+" = Ker A7+"+1 donc Ker AF~! = Ker A*.
Mais ceci est impossible car A¥ =0 et A*~1 £ 0.
On a donc une contradiction et donc Ker A7+ = Ker A7
/2
‘Ainsi, pour tout entier j tel que 1 < j < k, ker(A7~1) est inclus strictement dans ker(A7). ‘
(b) La suite des dimensions dim(Ker A7) est donc strictement croissante & valeurs entieres pour
jde0ak.
Or dim(Ker A%) = dim(Ker I,,) = 0 et dim(Ker A¥) = dim(Ker 0,) = p
Donc cette suite de k£ + 1 éléments ne peut prendre au plus que p+ 1 valeurs distinctes, donc
nécessairement k+1 < p+ 1.
k<p /1.5

2. On fait le calcul (on applique le bindme de Newton car A et I, commutent), pour n > k :
I+ -4 n—f: " iAh—ki ™ Lo
P B = \h nh™ = \h nh

car A" =0, pour tout h > k.
En outre, puisqu’on a un produit fini (h termes), on peut multiplier les limites :
(n)l n! 1nm-—1)---(n—h+1) 1

Bl L B — 141
h)nh  hl(n—h)nh B nxXmn--n oo B




Donc

/2
"1 "1
E(A) existe bien et E(A) = Z mAh =Q(A), avec Q = Z HX}L € ClX]
= h=0
3. Soit B € M,(C). On suppose que A et B commutent et que F(B) existe.
On a donc fA et I, + B qui commutent :
1 n n n n—h
(Ip+n(A+B)) ((1+ —B) + ) Z() (1+ B)
h=0
Comme A est nilpotente :
n k—1 n—h
1 n\ 1 1
I,+—(A+B)| = — A (I, +-B
(beqaem) =2 () (w+37)
Puisque E(B) existe et en exploitant le fait que lim,, 4 o (Ip + %B)n =lim, 1o (Ip + %B)nﬂ,
on a donc en passant & la limite ((}) -5 — 7)
1 n k—1
— h
<1p +—(A+ B)) = ; (h) —AME(B) = Q(A) x E(B)
| B(A+ B) existe et E(A+ B) = E(A)E(B)| /2,5
4. Soit x € C. Alors avec B = z1,, les hypotheses de 3. sont vérifiées : A x B = B x A et E(B)
existe.
On peut donc appliquer le résultat précédent :
/1
‘ E(xzI, + A) existe et E(zp+ A) = E(xl,)E(A) = "L, E(A) = e*E(A) ‘
5. On a alors
"1 "1 N
E(A) —I,=Q(A) — I, = ZmAh—Ip =1I,+Ax <Z h!Ah1> —I,=Ax (ZMAh1>
h=0 h=1 h=1
"1 "1 ’
. _ k _
Puis comme A et <Z EAh 1> commutent, (E(A) — I,,)" = A* (Z —!Ah 1) =0
h=1 h=1 /2
‘E(A) — I, est donc nilpotente. ‘
V. Cas général (K = C).
Soit A € M,(C) et n € N*. On note P,(X) = (1+ £)" € C[X].
1. Polynéme minimal
(a) Par définition de vect, K[A] est un espace vectoriel.
C’est un sous-espace vectoriel de M,,(C), de dimension finie p?;
/1
‘ donc C[A] est un espace vectoriel nécessairement de dimension finie. ‘
(b) Donc la famille (I,, A, A2, ... Apz)7 est une famille de p? + 1 éléments de C[A].
C’est nécessairement une famille liée (plus d’éléments que la dimension de C[A]).
p 41
Et donc il existe po, pt1, . . . pip241, non tous nuls, tels que Z Al =0.
i=0
p2+1 ,
donc T'= Y u; X", polynéme non nul est élément de I4.
i=0 /1,5

’IA ={P e C[X] | P(A) = 0} est non réduit & {0}. ‘




(¢) Notons que m existe car {deg(P),P € I4, P # 0} C N et est non vide.

Si T € II- C[X], alors il existe

Q € C[X] tel que T = QII

et donc T(A) = Q(A) X II(A) = Q(A) x 0 =0. Donc T € I4.

Et donc IT- C[X] C I4.

Réciproquement. Soit T € I 4. Faisons la division euclidienne de T par II

il existe Q, R € C[X] tels que T = QII + R avec deg(R) < degIl.

Donc R(A) =T(A) — Q(A) xTI(A) =0—0, donc R € 4.
On a donc R €1l4 et deg R < deglI,

nécessairement R = 0, sinon on a une contradiction avec la définition de II.
. Par conséquent I C IT- C[X].

Ainsi T' = QII et donc II|T

‘Par double inclusion : T4 = II - C[X] ‘

(d) La famille (I, A4, A%,... A™~1) est libre,

sinon, il existerait un polynome de degré m — 1 qui annulerait A.

Ce qui est faux par définition de m.

Donc m < r.

Soit d € N, par division euclidienne par II :
il existe Q, R € C[X] tel que X? = QII + R avec deg R < degIl = m.

On peut supposer que R =

m—1 .
> aiX'
=0
m—1

Ainsi A4 = Q(A)II(A) + R(A) = R(A) = ) a;A".

i=0

Par conséquent, pour tout d € N, A% € vect(I,, A, ... Am1).

Donc K[A] C vect(I,, A, ...

Am—l).

On a trouvé une famille génératrice de K[A], composée de m éléments. Donc r < m.

2. Décomposition de Dunford

On se place dans le corps C, algébriquement clos. On suppose que 114 = H(X — )™

(a) Par dérivation d’un produit

‘Par double inégalité : r = m‘

S

W= (= I A

i=1 j#i

Soit R = [ [(X — X;)™~". Alors R|Il4 et plus précisément : Ty = R x [ (X = \).

=1

et pour tout i € Ny, Rjm;(X — \;)™i~! H(X — A",

J#i

done R > | mi(X = X)™ (X = X)™ | =10,

i=1

J#i

et plus précisément : II’y = R X Z m; H(X - )

i=1 ji

Donc R|C, supposons que C' = RC".
S

Or C|I14, donc C’| H(X -

i=1

Donc les facteurs premiers de C” sont de la forme (X — ;).

).

Supposons que (X — A;,) est un facteur de C".

or0|nj4,donc0’|i mi [J(X = X5) ,doncX—/\i0|zS: mi [ T(X = X)

i=1

j#i i=1

S

i=1

i=1

J#i

/2
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Or pour tout ¢ # i, X =i, | | m; H(X — A;) |, donc par addition : X —X;,| | m; H (X —Xj)

J#i

Ceci est impossible car tout les A; sont distincts.

Donc C’ est une constante.

Jj#io

/2,5



(b)

()

C=R= ﬁ(X — At

i=1

On l’a déja calculé

S

S=TIx =)

i=1

On remarque que S un polynéme scindé a racines simples.

S

/1

Et par ailleurs S’ = Z H(X — ;)| Si (X —a) est un facteur premier de S A S’, alors

i=1 \j#i
(comme a la question précédente) :
— (X —a)|S, donc a € {X;, € Ny}
— SuUpposons a = Ap.

Comme (X —a)[S" et (X — a)|];,,(X — A;), alors (X — a) H(X — ).

i#h
Impossible.
Prenons p = max(my,i € Ny), alors pour tout i € Ng, (X — A\)™i[(X — \)H.

Puis le produit :

S

My =[x —x)m | f[(X — )l =S

i=1 =1

Comme S’ est premier avec S, alors S’ est premier avec S*.
En effet si R est un facteur irréductible de S* et de S,
alors c’est un facteur irréductible de S et de S/,
¢’est donc un facteur irréductible de S A S’ = 1. Donc R = 1.
Puis comme II4 divise S*, alors II4 A S’ = 1.
En effet, si R|II4 et R|S’, alors R|S* et R|S’, donc RI1.
On peut appliquer le théoreme de Bézout :

[il existe U et V € C[X] tel que UTly + V' =1

Puis U(A)II4(A) + V(A) x S’"(A) =1(A4) = I,,.
Or IT4(A) =0, car IT4 est le polyndéme minimal de A.

[V(4) x $'(4) = 1, |

On définit par récurrence, si possible selon la méthode de Newton :
Xo=A VneN X, =X, —S(X,) x [$(Xn)]*

i. On démontre le résultat par récurrence.
Posons, pour tout n € N,

/1,5

/1

/2

/1

P, < X, € C[A4], S"(X,,) est inversible, [S"(X,,)]* € C[A] et S(X,,) € S?" (A)C[A] ».

— Xo=A € C[4].
S'(Xo) = S'(A). Or V(A) x S"(A) = I,
donc S’(Xp) est bien inversible et [S'(X,)]! € K[A].
S(Xo) = S(A) € S1(A) - K[X].
Par conséquent Py est vraie.
— Soit n € N, on suppose que P, est vérifiée.

Donc S’(X,,) est inversible et donc X, 1 = X, — S(X,) x S'(X,,) est bien définie.

Puis comme X,, € C[4], il en est de méme de S(X,,)

et comme également [S’(X,,)]~! (d’apres Py,), alors X,, 1 est un polynome en A.

d
Supposons que S’ = Z ap X", donc
=0

d

d
S (Xnp1) =S (Xn) = > ar[ X} = XK = [Xpy1 — Xn] x Y (akZX-

k=0 k=0

car X, 11 et X,, commutent, car ce sont tous les deux des polyndémes en A.
Donc S"(X,11) — S (X,) € (Xpni1 — X,) - C[A] = S(X,,)S"(X,) "1 - C[A].



Ainsi §'(Xps1) — §'(Xn) € S(X,) - C|A].
Or d’apres Py, S(X,,) € §2"(A) - C[4],
donc [S"(X,p1) — S'(Xn)]* € S#*™(A) - K[A] = {0}.
Donc S'(X+1) — S'(X,) = N est nilpotente.
Ainsi 8" (Xp41) = N + 5'(X,), avec S'(X,,) inversible d’apres P,
et S’(X,) est un polynéme en A, comme X, et N.
Donc N et S’(X,,) sont deux polyndémes qui commutent.
Et donc (N + (X)) = S"(X,,)(S"(X,) "' N +1,).
————
=N’
Or, par commutation :
,
(L +N) O (VRN = L+ (=1 N = L (<) N (X)) = 1
k=0
Donc S'(X,,+1) est le produit de deux matrices inversibles,
donc S’'(X,+1) est inversible.

On notera également que [S’(X,,)]~! est un polynéme en A :
-

c’est le produit (N’ + I,) ™! x [9/(X,,)] ' = Z(—l)kN’k x R(A) d’apres P,.
k=0
Enfin, dernier point : §(X,41) € S (A)C[A]
S(Xpy1) =S(X, +Y), avec Y = —S(X,,) x [S"(X,,)] ! € C[4]
donc il existe R € C[A] tel que S(X,41) = S(X,) + Y S (X,) + Y2R(A)
(en fait R(A) est d’abord un polynéme des deux variables X,, et Y,
mais chacune est variable polynomiale en A)
donc il existe R’ € C[A], tel que

S(Xs1) = S(Xn) = S(X) x [8'(X)] 7" x S(X,) + [S(Xa)2R (A) = [S(X,.)]2R/(4)

Enfin, en appliquant P,,, S(X,11) € [S?"(A))? - C[4],
donc S(Xn41) € [52 (A)] - C[A].
Par conséquent, tous les points sont vérifiées, P, 11 est vraie. /5

pour tout n € N, X,, € C[4], S'(X,,) est inversible, [S"(X,)]~! € C[A] et S(X,,) € S*"(A) - C[A].

ii. Pour n tel que 2" > p, alors I14|S%", et S%" € I4 et donc S?"(A) = 0.
Ainsi, S(X,) =0 et donc X, 11 = X,,.

/1,5
‘ (X,,) est stationnaire. ‘
On note K =min{n € N | Xg411 = Xg}.
iii. S(Xg) =0, alors que S = H(X — ;) est un polyndéme scindé & racines simples.
i=1
Donc d’apres I11.3.(c), X est diagonalisable.
Xk est un polynéme en A et Ny = A — Xk est donc également un polynéme en A.
Ainsi X et Nx commutent.
K—1
Enfin, Ny = A — Xk = Z (X; — Xit1) € S(A) - C[A], donc Nk est nilpotente
i=0
car SH(A) = 0.
/2
’ Xk est diagonalisable, N, = A — X}, est nilpotente et que X et N commutent. ‘
3. Bilan
Soit A € M, (K), avec K=R ou C.
Alors A € M,,(C) également (car R C C). Il existe D, diagonalisable et N nilpotente telle que
A=D+ N et DN =ND.
Comme N nilpotente et D diagonalisable alors E(D) et E(N) existe (d’aprés IV et III, respec-
tivement).
Puis d’apreés IV 3., comme D et N commutent, E(N + D) existe et E(N + D) = E(N) x E(D).
/2

’Donc E(A) existe et E(A) = E(N)E(D) ‘




