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Devoir a la maison n°9
CORRECTION

Probléeme : Autour des matrices <« normales >

A. Exemples et premieres propriétés
141 24 0
1. On considere N = —2i 1—1 1
0 1 2—13

(a) On a simplement

N* = -2 141 1

(b) Les calculs donnent

6 —44+4i 2 6 4+4i 2
NxN=| —4—-4i 7 3 N*xN=| 4—4i 7 3
-2t 3 6 —24 3 6

Donc N n’est pas une matrice normale

2. Soit A une matrice inversible. On a alors A x A~! = 1I,,.
Si I’on transpose cette relation, cela donne : {(A~1) x* A =! I, = I,,, puis on passe & la forme
conjugué : H(A-1) x tA =T, =1I,.
Donc : t(A=1) x A* = I,,.
Ainsi, A* est inversible a gauche, donc

A* est inversible et (A*)7! =t(A-1) = (A~H)*.

O Remarques !
% On démontre inversibilité a droite de la méme facon, mais on sait aussi que l'inversibilité a gauche est

suffisante lorsque la malrice est carrée

d d
3. On suppose qu’il existe T' = Z ap X" tel que A* = T(A) = Z apA* (avec A = 1I,,).
k=0 k=0
Alors
AX A" =AXT(A) =) arA"" =T(A) x A= A" x A
k=0

’ Ainsi A est une matrice normale ‘

On notera que dans ce cas : A x A* = Q(A) avec @ le polyndéme XT.

O Remarques !
% La réciproque est vraie, mais pas immédiate :

st A est normale, alors A* est un polynome en A



B. Structures algébriques

1. (a) Si A et B sont normales, il n’y a pas de raison que A + B le soit.
On considere n =2et A=FE;;,donc A* =Aet AA*=A"A=F;; =A.
B = FEy3— Es1,donc B* = —B et BB* = —B? = B*B(= —1I5).
Ainsi A et B sont normales.
Alors que (A + B)(A + B)* = A2 - 32 — AB + BA = E171 + IQ — ELQ — E271
et (A+B)*(A+B) = A2 7B2 7BA+AB = E171 +[2 +E172 +E2,1
Ainsi (A+ B)(A+ B)* # (A+ B)*(A+ B).

‘Ainsi (NMn(K), +, ) n’est pas un espace vectoriel‘

(b) On considere les mémes matrices que pour la question précédente.
AB = Ely](ElYQ — EQ’l) = ELQ et (AB)* = E2,1.
On a alors (AB) X (AB)* = E12FE21 = E1 1, alors que (AB)* x (AB) = E31E1 9 = Es 9.
Donc, bien que A et B soient normales, AB n’est pas une matrice normale.

‘Ainsi (NMn(K), x) n’est pas un groupe‘

2. On va montrer que la somme est directe, puis, pour conclure, on utilisera les dimensions.
Soit X € FN F*. On suppose que X est une matrice colonne de coefficients (z;)

Alors 'X x X = Z lz:[? =0
i=1
car comme X € F, donc pour tout Y € F, 'YX =0,
or X € F, ainsi ‘XX = 0.
Comme la somme de nombres positifs |x;|? est nulle, alors pour tout i € N,,, x; = 0.
Et ainsi X est la colonne nulle.
Donc F N F+ = {0}. La somme est directe
F C M,;,1(K) donc F est de dimension finie. Soit p = dim F.
On considere (X1, Xs,...X,) une base de F.

ZeFt«—=VXecF'XZ=0

En particulier pour X = X;, 'X;Z = 0. o
Mais la réciproque est vraie : si pour tout i € N, 'X;Z = 0,

p p
alors pour tout X € F', X = Z)\,;XI et donctXZ =0 = Z NX,Z = 0.
i=1 i=1
Donc F*+ ={Z € M, 1(K) | Vie N X;Z =0}
La famille (X1, X5,...X,) est libre, on peut la compléter en une base de M,, 1(K), notée
(X1s.o Xpy Xpats- .. X).
Notons M, la matrice dont les colonnes sont (X7|Xs|...|X,). M est inversible.
Soit M1 l'inverse de M, puis notons (Y1|Ya]...|Y,,) les colonnes de ‘M 1.

M >xM=I,="Mx'M'=1,=VijeN,!'X;xY; =6,

Donc, en particulier pour j > p: Vi€ Np,tfi xY; =0,et donc Y € Ft.
La famille (Y,11,...Y,) étant libre, (car M ~! inversible), on a donc
dim(F14) > card(Ypq1,+,Yn) =n—(p+1)+1=n—p=dim M, 1(K) —dim F.
Enfin, la somme étant directe dans M,, 1 (K) :
dim F + dim F+ = dim(F & F1) < dim(M,, 1 (K).
On a donc I'égalité : dim F' + dim F+ = dim(M,, ; (K)

F@® F*+ = M, 1(K), les espaces F et F* sont supplémentaires dans M,, ; (K)

C. Matrice normale et noyau

Soit A une matrice normale d’ordre n.

1. Soit M € M,,(C) une matrice quelconque. On suppose que M = (m; ;).
Soit X = (z;)ien, € My 1(C), une matrice colonne.
On note Y = (¥;)ien, € Mp,1(C), la matrice colonne égale & M x X.
Le calcul est immédiat :

n
Vie Nn, Yi = me-xj
j=1




Puis

n n
Xx M MxX=YY =37y => lyl*
=1

i=1

. Soit X € Ker M, alors MX =0 et donc M*MX = M*0 = 0.
donc X € Ker (M*M). Ainsi Ker M C Ker (M*M).

Réciproquement, soit X € Ker (M*M). Notons Y = M X
alors M*MX =0 et donc *XM*MX =0

n
et donc d’apres la question précédente : Z lys|> = 0.
i=1
Or chaque terme additionné est un réel positif, une telle somme est nulle ssiV i € N,,, y; = 0.
OnadoncY =0, ie. MX =0 et ainsi X € Ker M.
On a donc obtenu : Ker (M*M) C Ker M.

Ainsi,

‘par double inclusion, pour toute matrice M, on a Ker M = Ker (M*M) ‘

. Le résultat précédent est vrai pour toute matrice, donc :

Ker A = Ker (A*A) (cas M = A), mais aussi Ker (A*) = Ker (A*)*A*) (cas M = A*).
Or (A*)* = A (il suffit d’écrire ce que cela signifie).
Enfin, comme A est normale : AA* = A* A, et donc tous ces noyaux sont identiques.

‘ Pour A, matrice normale : Ker A = Ker (A*A) = Ker (AA*) = Ker A*.

. Pour tout A € C,

(A= AL)* =" (A=AI,) =' (A—I,) =" A= X'I,= A* =},

(A= \,)* = A* — N,

. Tout d’abord, notons que (A — AI,) est une matrice normale :
(A=) x (A= M)* = (A= AL, (A* — \I,) = AA* — XA* — XA + |\*1,.
(A= ML)* x (A= AL, = (A* — ML) (A = A\L,) = A*A — ANA* — NA + |\1,..
On a done (A — Al,) X (A= A,)* = (A= A,)* x (A —AI,) car AA* = A*A.
On a alors la suite d’équivalences suivante :
AXY =AY <= (A-)\,)Y =0<=Y € Ker (4 - )\I,)
<Y € Ker (A—\,)* <Y € Ker (A* — \I,,) <= A*Y = )Y.
Ainsi,

pour Y € M,,1(C) on a l'équivalence : A x Y =AY <= A* x Y = \Y.

. Soient A\, € Cet Y, Z € M,, 1(C), telles que AY =AY et AZ = uZ, donc A*Z =1Z.

NZY = Z\Y =t ZAY = (A*2))Y = (@2)Y = u'ZY
Donc (A — p)!Z x Y = 0. Mais comme \ # y, on a donc

O Remarques !
% Ce résultat signifie que pour une matrice normale, deuxr vecteurs propres associés & des valeurs propres

distinctes sont nécessairement orthogonaux

. Nous avons déja vu que Ker A* = Ker A.
On a les équivalences (comme Im A = {AX, X € M,,1(C)}) :

Ze(mA <—=VYecmA!'YZ=0V XM, (C), (AX)Z=0
Or {(AX)Z =t X AZ =t XA*Z.

En prenant X = F; (matrice colonne avec un seul 1 en i®position, les autres nombres sont nuls),
ona:'E;A*7Z =t E; x (A*Z) = (A*Z);, i°coordonnées de la matrice colonne A*Z.
Donc
VX eEM,1(0) ' (AX)Z =0<=VieN,(A*Z); =0+= A*Z =0
Par conséquent :
Z € (Im A)* <= Z € Ker (A4%)

et donc

(Im A)* = Ker A* = Ker A




8. Si X € Ker A, alors AX =0 et donc A2X = A0 =0, donc X &€ Ker A2
On a donc Ker A C Ker A2,
Réciproquement, considérons X € Ker A2,
Alors AX eIm A
et Ax AX = A?2X =0, donc AX € Ker A.
Ainsi AX € Im AnKer A =1Im AN (Im A)* = {0} (vu en fin de partie B).
cela impose AX = 0 donc X € Ker A.
Par double inclusion

‘KerAQ:KerA‘

Ce résultat est vrai pour tout matrice A normale,
or on a vu que (A — AI,) est également une matrice normale.
Par conséquent, on a également

’pour tout A € C, Ker (A — \I,,)2 = Ker (A — \). ‘

,O Remarques !
% Ce résultat signifie que pour une matrice normale A, l'ordre de multiplicité algébrique et géométrique de

toute valeur propre de cette matrice sont égaur.

Ceci est une condition nécessaire et suffisante pour affirmer que A est diagonalisable. . .

C. Matrices normales et trace
On admet ici que si une matrice H vérifie H* = H (on dit que H est hermitienne), alors il existe
P inversible et D une matrice diagonale & coefficients réels telle que H = PDP~! (on dit que H est
diagonalisable réelle).

1. Supposons que A soit une matrice normale (AA* = A*A).
tr((A*A)2) =tr(A*(AA")A) = tr(A*A*AA) = tr(A*2A2)

Réciproquement, supposons que tr((A*A)?) = tr(A*>A2?).
Notons H = AA* — A*A. Alors

H* =t H =t (AA%) —t (A" A)

H*=' A" AV A A = AN — A*A=H

Donc H est hermitienne, il existe P et D, diagonale réelle telles que H = PDP~!.
En outre, par linéarité de tr (en utilisant le fait que tr(BC) = tr(CB))

tr(H?) =tr((AA* — A*A)(AA* — A*A))
= tr((AA*)?) — tr(AA*A* A) — tr(A*AAA*) + tr((A*A)?)
= 2tr((A*A)?) — 2tr(A*2A%) =0

n
Mais tr(H?) = tr(PD?*P~!) = tr(D?) = Zui, si les coefficients de D sont les ().

k=1
Cette somme de nombres positifs est nulle donc V k € N,,, ur = 0 et ainsi D = 0 puis H = 0.
Par conséquent : AA* — A*A =0 et donc A est normale.
Par double implication

A est une matrice normale si et seulement si tr((A*A4)?) = tr(A*2A2).

2. Si A est normale alors A x (AA*) = A x (A*A) = (AA*)A et donc A et AA* commutent.
Réciproquement, supposons que A commute avec AA*.
Alors tr((A*A)?) = tr(A*AA*A) = tr(AA* AA*) (propriété de la trace).
tr((A*A)?) = tr(A*AAA*) car A et A*A commutent.
tr((4*A4)%) = tr(A*2A?), d’aprés la propriété de la trace.
Et d’apres la question précédente, cela implique que A est normale.
Par double implication

‘ A est normale si et seulement si A commute avec AA*.




3. Si A, D et F sont normaux et que B =C = E = 0, alors
A 0 O A*A 0 0 AA” 0 0
M:<ODO>;M*M:< 0 D*D 0 >:< 0 DD* 0 >:M*M.
0 0 F 0 0 F*F 0 0 FF*
Donc M est une matrice normale.
Réciproquement, si M est une matrice normale, alors M*M = M M*, ce qui donne :
A*A A*B A*C AA*+BB*+CC* BD*+CE* CF*
( B*A B*B+D*D B*C+ D*E ) = ( DB* + EC* DD* + EE* EF* )
C*A C*B+E*D C*C+E*E+F*F FC* FE* FF*
Il faut égaliser ces 9 matrices, elles ont en particulier nécessairement les mémes traces.
On a ainsi : A*A = AA*+ BB*+ CC*
Et donc en considérant la trace des ces matrices : tr(A*A) = tr(AA*) + tr(BB*) + tr(CC™).
Or tr(A*A) = tr(AA*) (propriété de la trace) et donc tr(BB*) + tr(CC*) = 0.
n n

Enfin, si on note B = (b; ;), on a : tr(BB*) = ZZ bijbij = Z Z |bi ;|2
i=1 j=1 i=1 j=1
Donc ZZ |bi,j|2 + ZZ |ci,j\2 =0 cela impose : V4,5 € Ny, b; j =¢;; =0
i=1 j=1 i=1 j=1

Et par conséquent, B = C = 0.
De méme avec le terme au centre de la matrice MM™*, on a £ = 0.
Ainsi la matrice M devient diagonale par blocs, le calcul M M* = M*M donne alors :
AA* = A*A, DD* = D*D et EE* = E*FE c’est-a-dire A, D et E normales.
Par double implication :

A B C
M = ( 0 D E ) est normale si et seulement si A, D et F' sont normaux et B=C = FE = 0.
0o 0 F

4. Nous avons vu (B.2.) que Ker M = Ker (M*M).
Mais M*M = N*N, donc :

| Ker M = Ker (M*M) = Ker (N*N) = Ker N |

En ce qui concerne les images, notons déja que V X € M,, 1(C), MM*X = M(M*X),

donc MM*X € Im M.

Et donc on a l'inclusion simple : Im M M* C Im M.

Puis, on va vérifier ’égalité des dimensions, en appliquant le théoreme du rang.
dim(Im MM*) =n —dimKer MM* = n — dim Ker M* = rang (M*).
Or on sait que rang (B) = rang (*B) (cours) et de méme rang (B) = rang (B)

(on peut démontrer cela avec la décomposition B = P X J, X Q.
ou en montrant que ® : Y + Y est bijective de Im B sur Im B).

Donc dim(Im MM*) = dim(Im M*) = dim(Im M).

On a donc 1’égalité Im M M* = Im M et de méme Im NN* =Im N.

Et comme MM* = NN*, on en déduit :

Im M =Im N

. _( 0 M~ . 0 N~
5. Considérons K = < N 0 ),doncK <M 0 )

v [ N*N 0 . [ MM 0
AlorsKK—( 0 MM >etKK —( 0 NN+ >
MM* = NN*

Ainsi, K est une matrice normale ssi (H1) : MM — N*N est vérifiée.
0 M*NN* 0 M* M M*
* * —
Alors que KKK —( NM*M 0 >etKK K_<NN*N 0 )
M*MM* = M*NN*
Ainsi K commute avec KK* ssi (Hs) : NM*M — NN*N ot vérifiée.
Or d’apres la question 2, on peut affirmer que K est normale ssi K et K K* commutent.

‘ (Hy) et (Hs) sont équivalentes (et sont équivalentes & K normale et & K commute avec K K*). ‘




