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Devoir surveillé n°8
CORRECTION

Les points qui figurent en marge sont écrits & titre indicatifs, ils sont susceptibles de changer (légérment)
selon la qualité des copies.

Exercice. Symbole de Zolotarev et réciprocité quadratique

1. Autour de la signature.

(a) C’est une question de cours.
Soit o € S,
— o peut s’écrire comme un produit de p cycles finis et disjoints, chacun de longueur ¢;.
— o peut également s'écrire comme un produit de R transpositions (non uniques).
On a alors

e(o) = (-1)F = (~)Zi G- :HU(j)—U(i) /1

i
i<j J

(b) On exploite la formule avec 1’écriture sous forme de produit de cycle.
On ne tient pas compte des points fixes dans le calcul car ¢; = 1, dans ce cas.

/1

o) = (1"

2. Signature sur un ensemble fini quelconque.
a) Par composition d’applications bijectives : 7, est une bijection.
3| » ]
p:E, > F,, 7:F, = F, et gpflen%En,doncng:En%En.
/1

T, est une permutation sur E,, (un élément de S,,). ‘

(b) Soient ¢ et 3 deux bijections de E,, sur F,,. Alors
(poﬂpogo*l =gpop ltoTopop? :7':1/)07'1/,077/;*1

Ainsi L
T =9 orgoy o= (¥N) Ty (1)
Or 7,, 7y € Sy, et également ¢p~1¢ : E,, — E,, bijective donc ¢y "ty € S,

() = ((750) ) elr)e (0716) = elm)e (0710) ) € (¥70) = elry)elid) = ()

(on exploite : €(o109) = €(01)e(02) = €(02)e(01))

/1,5

‘Pour toutes bijections ¢ et ¢ de E,, sur F,, €(7,) = €(7y). ‘

Ainsi, €(7,) st indépendante de la fonction d’énumération ¢ choisie.
On la note donc €(7), et on définit ainsi la signature de toute bijection d’un ensemble fini.
(c) Onnote c1q: 5 = 2 T 1 +a.
et ¢ : E, = 2 ks k (la classe de k, pour la relation = [n]).
Soit i € E, et i #mn, alors ¢ tocyiop(i) =9 toc (i) =p 1(i+1)=i+
et pour i =1 g1 0y 0 p(n) = ¢ 000y (7) = ¢ 041 (0) =

/1

1

Donc ¢~ OC+1o<p:( 1 2 .. n),cycledelongueurn

Puis, en exploitant la réponses & la question 1.(b) :
/0,5

‘€(C+1) = 6(‘;0_1 ocy1op) = (_1)71—1 ‘




(d) Soit k € N et k < n. Pour tout h € #ZZ,

cin(h)=h+k=h+1+-+L=cyiocqi...cir(h) = (h)
— —

k fois k fois
Donc ¢4 = (c41)F, (puissance au sens de la composition) /1,5
On a alors
k —
elesr) = (k1) = (eles1))* = (=1 /05

3. Pour 0 € S,, et 7 € S,,,, on note

. . (a,0(i)) sia=1
c+71:E,WE, - E,¥E,, (a,z)»—>{ (a.r(i)) sia=2

Puis, on note
) sia=1

©5En@Em—>En+7m(avi)—>{ i+n sia=2

(a) Notons que ® est bien & valeur dans E,, 4.
Pour tout r € Epqpm, sir < n, alors ®(1,7) =retsir >n, ®2,r—n)=(r—n)+n=r.
Donc @ est surjective de E,, & E,;, = Ep4m.
Puis si ®(a,i) = ®(b,j) = r, alors
— 81 7 < n, néecessairement a = b =1, puis i = r = j et donc (a,7) = (b, 5)
— si 7 > n, nécessairement a = b =2, puis i =r —n = j et donc (a,1) = (b, J)
Par conséquent ® est injective.

/2

(1,7) sir<n
(2,n—7r) sir>n

® est bijective et ®~1(r) = {

O Remarques !
& On aurait également pu exploiter les cardinauz

(b) On a vu que, par définition : e(c +7) = ¢(® o (0 +7) 0 ®1).
(attention : ici ® est définie a l’envers, par rapport a ¢).
s T

Supposons que o = H siet T = H t;, produit de transposition de S, et .S, respectivement.
i=1 j=1
Alors, pour tout r € Ey i,

r<n = ®o(c+71)o®(r)=d0c(c+7)(1,r)=d(1,0(r)
r>n = ®o(c+71)o® (r)=d0(c+7)(2,7r—n)=>o(2,

[ —
I
Q
—
Z

Ainsi, on notant :
— pour tout s; = (a b) € Sy, 55, la permutation de S,,,, définie par (a b)
— pour tout t; = (¢ d) € Sy, t;, la permutation de Sy, définie par (c+n d+n)

ona®o(oc+71)od !

I
—
&
=
&
g
o,
o
B

/2,5

clc+7)=€¢@o(c+7)0 <I>71) = (71)S+T = (—l)s(fl)T = ¢(o)e(T)

4. On note invy, , : By X By — B, X By, la permutation qui consiste a passer de l'ordre lexico-
graphique de gauche a droite a 'ordre lexico-graphique de droite a gauche.
2)
1

Ainsi pour n =2,m =3, on a
(2,3) )
1) (2,3)

o = (LD (L,
e ( (L1) (2
(a) On peut remarquer que invy 3 est le cycle : ((1,2) (2,1) (2,2) (1,3)).

/1

‘Donc la signature de invg 3 est €(inve 3) = (—1)% = —1 ‘




(b) On a

Puis, on note que invy 3 est le produit de cycles :

inves = ((1,2) (2,1) (4,1) (2,3) (2,2))0((1,3) (3,1) (3,2) (4,2) (3,3))

e(invy3) = (~1)** =1 /1,5

(c) Soient n,m € N.
Pour calculer e(invy, ,,), on compte le nombre d’interversion de couples (3¢me formule).
Un couple (i, j) est intervertit avec un couple (i, j')
si et seulement si {[¢ < i’ ou (i =4 et j < j')] et [j > j ou (j =7 et i > i')]} ou linverse.
si et seulement si [ <4’ et j > j ] ou [i >4 et j < j'].
(car on ne peut avoir a la fois j < j' et (j > j' ou j = j')) Or étant donné deux
nombres 7 et i’, nécessairement I'un est plus grand que 'autre.
Donc pour toute paire {i,i/} et toute paire {j, j/} choisie & partir de F,, et E,,,
il existe une et une seule paire de couples intervertit : (min(z, '), max(j, j')) avec (max(z, '), min(j, j')).
Il y a alors autant de couples intervertit que de couple de paire de E,, et E,,,
c’est-a-dire : (5) x (') choix possibles.
Ainsi : inv,, ,, est le produits de (Z) X (7;) interversions et donc

/2,5
n(n—1) m(m—1)
e(invy, ) = (— z 2
O Remarques !
4X3 3x2 2x1 3x2 «
On peut vérifier que e(invaz) =1=(=1)"2 2 =(-1)B ete(inves)=—-1=(-1)"2 2 =(-1)3
5. Pour la suite de I'exercice, on suppose que n est un nombre premier impair.
On considere m non divisible par n, donc m An =1 et vy, : % — nZ—Z, h+— m x h (modulo n).
(a) vy, est injective :
V(i) = v (§) & mi = mjn] & n|m(i - j) & nli —j
car n est premier. Et comme i — j €] — n,n[, alors i — j = 0 et donc ¢ = j. Comme les
ensembles de départ et d’arrivée sont les mémes et sont de cardinaux finis,
/1
U, €st une bijection de #ZZ'
On aurait pu également montrer la surjection avec le théoréme de Bézddh note (%) = €(Um),
et on 'appelle cette notation le symbole de ZOLOTAREV.
(b) Notons que si n Am =1et n Am' =1, alors n A mm' = 1.
Puis v/ (h) = mm’h = vy (M'R) = Uy, © Uy (R).
Ainsi
/ mm’\ _ _ _ (m m’ /1,5
pour tout m,m’, (") = €(VnUm) = €(Vi)e(Vmr) = (n) -
(¢) vm est une permutation de 2.
On note p l'ordre de 1 dans v,,, c’est-a-dire que c’est la longueur de l'orbite de 1,
ou encore v2, (1) = 1 et v% (1) # 1 pour tout k € [1,p — 1].
/1

’ On a alors m? = 1[n] et m* #= 1[n] pour tout k € [1,p — 1]]‘

(d) Remarquons que v,,(n) = mn = n[n].
Donc 7 est un point fixe de vy,. B
Puis si j € % (avec j # n) n’est pas dans 'orbite de 1 alors orbite de j est
(J mj m2j... mp=1j)
En effet : mPj = j[n] alors que m*j = m"j[n] = n|j(mkF —mh) = njm*F —mh = mk = mh.
ce qui est impossible car m* # m” (compte-tenu de I'orbite de 1).



Ainsi v, se décompose en 1 point fixe et r cycles, tous de longueur p.
Par conséquent : 1 + rp = n ou encore rp =n — 1, donc pjn — 1.

/1,5
U, s€ décompose en "le cycles de longueur p et un point fixe
Puis
‘m"fl =mP" = (mP)" = 1" = 1[n], c’est le petit théoreme de Fermat. ‘ /0,5
(e) D’apres la question précédente (et avec les mémes notations) : e(v,,) = (—1)%(”71).
Deux cas :
— si p est pair.
n—1 pn—1 p n—1
m=z =m? » :(mi) P
Or m? = 1[n], donc (m? —1)(m? +1) = 0[n] i.e. m* =1 ou —1[n].
Or m? # 1, sinon Pordre de m serait p. Donc m? = —1[n].
ne ne n-1
Par conséquent : m"z = (-1) F o= ((=1)»7') 7 car p—1 est impair.
Donc m"z = (—1)n;1(p71) = €(vy,) [n] si p est pair.
— si p est impair.
On sait que pln — 1, donc p|252 x 2 (n — 1 est pair).
Or pA2 =1, donc (lemme de Gauss) : p|%5* et donc "le =2X h avec h = "2—;1 eN.
Donc e(vy,) = (1) % ®#~1 = (=1)2hr-1) = 1.
Alors que m"™z = mPh = (mP)h = 1" = 1[n).
Donc m"™= = 1= €(v,,) [n] si p est impair.
Dans tous les cas
myN = n-1 /3
() =m™" [
n
(f) Pour tout m € {1,...n — 1}, m"~ = 1[n].
Donc tous ces nombres sont des racines du polynéomes X"~ — 1 (sur le corps %).
n—1
Ainsi, ce polynome de degré n — 1 se factorise en X"~ ! — 1 = H(X — k) [n] Mais par
k=1
n—1
n—1 n—1
ailleurs, n — 1 est un nombre pair, donc X" ' —1=(X"2 —1)(X =z +1)= H(X — k).
k=1
Ainsi, pour des raisons de degré (un polynome ne peut admettre plus de racines que son
degré),
Gy ={k| k" =1[n]} et Go = {k | k"= = —1[n]} sont de méme cardinaux : ol
/
Notons H;, I'ensemble { m2,m € Z}’ ensemble des résidu quadratique modulo n.
n
Si x € Hy, alors il existe a tel que z = a%[n] et donc "2 = a™~! = 1[n] et donc z € G;.
Par ailleurs, k et n — k ont méme carré : (n — k)? = n? — 2nk + k? = k?[n],
mais si k,h € {1,... 251}, : k2 = h?[n] = n|(k — h)(k+ h) = k = h[n] car k+ h €
{2,... 9%
Donc H; posséde au moins ”?_1 éléments distincts et H; C G1.
Alors H; ne peut pas posséder plus de ”T_l éléments distincts et finalement H; = Gj.
Et donc par complémentarité : G = C z (G1) = C z (Hy) ensemble des non résidus
quadratiques.
En conclusion :
: - : /3
my\ _  n-1 1 si m est un résidu quadratique modulo n
(2)=m™" = )
n —1 sinon

Probleme. Compléter la suite logique : 1, 2, 16, 272...

A. Interprétation combinatoire et algorithme

Dans cette partie on considere un entier n € N* puis m = 2n+ 1. Par convention, on choisit Ty = 1.
1. Quelques cas particuliers
(a) Les permutation de S5 sont :
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
<1 2 3)(3 1 2)’(2 3 1)’(1 3 2)(3 2 1>et(2 1 3)'

Seules la troisieme et la quatrieme permutations sont alternantes.

1
/



(b) Ecrire les 5! = 120 permutations de Sy est trop long. Nous devons faire autrement.
Soit ¢ une permutation alternante.
Nécessairement 5 occupe la deuxieme ou quatrieme place,
car la premiere, troisieme et cinquiéme place ont des voisins supérieur.
Donc o71(5) € {2,4}.
A contrario, o(1) occupe la premiére, troisiéme et cinquiéme place.
Donc o71(1) € {1, 3,5}.
— Il y 2 permutations alternantes avec o~ 1(1) =1 et 0= 1(5) =2, car 071 (4) =4 :

)
1234 5) (12345
5 2 4 3)%01 5 3 4 2
(1)

@D
-+
—

2, selon o(1) :

~~

ermutations alternantes avec o~ 1(1

1

y3p et o1 (5) =

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
25143)(35142 et<45132>

— Il y 3 permutations alternantes avec 0=1(1) =5 et 0=1(5) = 2, selon (1) :
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
25341)(35241)“(45231)

— Il y 3 permutations alternantes avec 0=1(1) = 1 et 0=1(5) = 4, selon o(5) :
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
14352)(14253)“(13254)

— Il y 3 permutations alternantes avec 0=1(1) = 3 et 0=1(5) = 4, selon o(5) :
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
34152)(24153)“(23154)

— Il y 2 permutations alternantes avec 0~ 1(1) =5 et 071(5) =2, car 071 (4) =4 :
1 2

o (

3 4 5 1 2 3 4 5
(24351)“(34251)
Tous les cas sont énumérés et une seule fois :

/1,5

2. Relation de récurrence.
(a) On considére une permutation alternante de S,,,.
e Le nombre m = 2n + 1 est le plus grand de tous les nombres, il se trouve nécessairement /15
sur une position maximale c’est & une dire une position paire.
Donc il existe k € [0,n — 1] tel que 0(2k +2) =2n+1 (2n + 1 est en position 2k + 2).
e Les 2k 4+ 1 nombres placés a sa gauche forme alors une suite alternante.
Quitte & identifier les nombres de cette suite a leur valeurs ordinales, on trouve alors une
permutation alternante de 2k + 1 nombres.
e De méme, les (2n+1) — (2k+1) — 1 =2(n — k — 1) + 1 nombres placés & sa droite forme
alors une suite alternante.
Quitte a identifier les nombres de cette suite a leur valeurs ordinales, on trouve alors une
permutation alternante de 2(n — k — 1) 4+ 1 nombres.
(b) En suivant la décomposition de la question précédente, et en tenant compte du fait qu’il
faut extraire un sous-ensemble de 2k + 1 éléments & partir de ’ensemble a 2n éléments pour
choisir les nombres a gauche de 2n + 1, on trouve :

/1,5
Z(Qk—i— > T X Thg—1
(c) Avecn =2
: 4 4
TiTi_) = ToTH TiTo=4x2+4x2=1
§<2k+1>klk (1>01+<3>10 X2+4x 6
Puis, pour n =3 :
2 6 6 6
= e T\ T; 15T
8 e (e (o (o
=6x164+20x224+6x16=12x 16+ 80 = 196 + 80 = 272
(T, =16 et T; = 272 /1

3. Triangle d’EULER-BERNOULLI (de KEMPNER 7). Construction



(a) On applique l'algorithme et on obtient

/1
Loy 1
4y 1 0
ly 0 1 1
ls 2 2 1 0
Ly 0 2 4 5 5
ls 16 16 14 10 5 0
lg 0 16 32 46 56 61 61
4y 272 272 256 242 178 122 61 0
(b) Pour k,r € N, avec 0 < k < r, on note < ]: >, le (k + 1)°nombre obtenu en ligne ¢,..
/0,5
. 1 3 5 7
On remarque, expérimentalement que Ty = < 0 >, T = < 0 >, T = < 0 > et Ty = < 0 >
(¢) On étudie selon la parité de r :
— Dans le cas ot r + 1 est pair (donc r impair) :
r+1\ / r+1 r
G = )+(8)
— Dans le cas ot r + 1 est impair (donc r pair) :
r+1 _ r+1 n r d r+1 _ r+1 _ r
ko) TN\ k+1 k)N ke /TN & k
On peut donc fusionner ces relations en une seule :
/1
r+1 \ _ / r+1 r+1/ T
()= (r ) rer()
(d) On note P, j, le nombre de permutation alternantes de S, telle que o(r) = k.
Attention, dans ce cas, r peut étre pair ou impair!
T, est indépendant du nombre o(2n + 1), qui peut étre égal & tout nombre entier de 1 &
2n+1
2n+1 /1
Tn - Z P2n+1,k
k=1
(e) On suppose que r est pair. Alors o(r) > o(r — 1), car on termine par une montée. Donc
nécessairement, o(r) > 1.
P7»71 - 0 /075
Notons qu’elle termine par une montée donc o(r — 1) < k + 1.
— Sio(r—1) < k Daus ce cas, si 'on permute k et k41 apres o, on retrouve une permutation
alternante qui se termine par k.
C’est-a-dire : 7 41 © 0 est une permutation alternante avec o(r) = k.
Donc card ({o alternante | o(r) =k+1,0(r—1) <k}) =P
— Sio(r — 1) = k. Dans ce cas, la permutation se termine en (... %k k+ 1).
On peut alors considérer ¢’ définie sur E,_; par :
fre o(i) sio(i) <k
U(’)_{ o(i)—1 sio(i)>k
L’application o — o’ est bijective de {o € S, alternante | o(r) =k+ 1,0(r — 1) = k}
sur {0’ € s,_1 alternante | o/(r — 1) = k}.
Donc card ({o alternante | o(r) =k+ 1,0(r—1)=k}) = P._1
On a procédé par disjonction complete de cas :
/1,5

‘Pr,kJrl =P+ Pk ‘




O Remarques !
§ Pour bien comprendre ’application o — o', on peut prendre un cas particulier avec r = 6 et k = 4.

<123456> ,<12345>
o= , on a alors o’ =

1 5 2 6 3 4 1 4 2 5 3

On suppose que r est impair. Alors o(r) < o(r — 1), car on termine par une descente. Donc
nécessairement, o(r) < r.
Pr,r =0

Soit k € [1,r]. Considérons une permutation alternante o telle que o(r) =k + 1.
Soit k € [1,r]. Considérons une permutation alternante o telle que o(r) =
Notons qu’elle termine par une descente donc o(r — 1) > k + 1.
— Sio(r—1) > k+ 1 Dans ce cas, si I'on permute k et k + 1 aprés o, on retrouve une
permutation alternante qui se termine par k.
C’est-a-dire : 7y ;41 0 0 est une permutation alternante avec o(r) =k + 1.
Donc card ({o alternante | o(r) = k,0(r —1) > k+1}) = P p+1
— Sio(r —1) = k+ 1. Dans ce cas, la permutation se termine en (... k + 1 k).
On peut alors considérer ¢’ définie sur E,_1 par :
Vo o(i) sio(i) <k
"(l){ o) =1 sio(i)>k
L’application o — o’ est bijective de {o € S, alternante | o(r) = k,o(r —1) =k + 1}
sur {0’ € s,_1 alternante | o'(r — 1) = k}.
Donc card ({o alternante | o(r) =k,0(r—1)=k+1}) = Pr_1
On a procédé par disjonction complete de cas :

‘Pr,k =P 1 +P_1i ‘

On a trouvé aux questions précédentes que Py y+1 = P+ (—1)"Pr_1 k, soit la méme relation

. —1
que pour les coefficients < " i >

8 , alors qu’il s’agit du nombre P ;.
Enfin, les coefficients nuls sont situés de < ’autre coté .

Mais, le premier coefficient s’écrit

r—k
r—1
r—k

— On a vu que P171:< 8 >:< i:i >,donc Py est vraie.

— Soit 7 € N. On suppose que P, est vraie.
Soit k € N.

1 1
On a vu que < l:il > = < err >+ (—1)T< Z > et Prpy1 =P+ (=1)"Pr_1

e Supposons que r soit impair, donc r + 1 est pair. Par construction

.
<r >0Pr+1,1
et pour kK > 1:

k—1 k—1 k—1 1
r—
Pr+1,k = Pr+1,k — Pr+171 = 5 Pr+1,h+1 - Pr+1,h = E Pr,h = § < r—~h >
h=1 h=1 h=1

On peut supposer que pour tout r e Net k <r: P = < r-1 >

Posons, pour tout r € N* : P : <« V k€ [1,7], Pri = >

d’apres 'hypothese de récurrence. Puis comme r est impair :

S TR TN P ULT0 ) B 3 T S S0 S G

e Supposons que r soit pair, donc r+1 est impair. Par construction < g > =0=P 11,11

et pour k> 1:

r r—1 r—1 1
r_
Piix=Poip— P11 = E Poiin—Pgipy1 = E Py = E < Y >
hek h=k h=k

/0,5

/1,5



d’aprés I'hypothése de récurrence. Puis comme (r — 1) 4+ 1 est pair :

Pona= S (<0, )+ (i ) == i )= (i)

Dans tous les cas (k pair ou impair), on trouve donc P41 est vraie.

Ainsi
_ 3
VreN k<, PT~,€=<T 1> /
' r—k
2n+1
(h) On a vu que T,, = Z Py 41,1 Donc
k=1

2 1 2 1
T—i on _"i: [ w1l N,/ 2w /21 \ /[ 2n+1
"_k 2n+1—k _k 2n+2—k 2n+1—k o 0 2n+1
=1 =1

Et comme< ntl >:0
_/ 2n+1
n=(")

2n +1

/2

T
B. Série —nxQ”“
; 2n + 1)!

n

T,
1. Le polynéme P, est de classe C* sur R.Vz € R, P/ (x)= Z (Tk]j)'m%
=0 :

Alors que, par produit de Cauchy, avec r =k+ h < h=r — k,

n

VeeR Piz) =) ——

T g2kl p2h+1 — Ty Th 2(k+h)+2
2 2k + 1)! Z 2h+1 kZOhZ 2%+ )2k + DI
- - TkTr k 2r+2 T T 2r42
2 (ZZ: %+ DI — k) + ) ﬂ;ﬂ kzzn EC e

-1
Or pour tout n € N, T, = Z (
k=0

2n

ok + 1)Tk X Tp_p_1,doncavecn=r+1:

r

"\ (2r 42 (2r +2)!
Tri1 = T X Tpr_jy = Ty x Tr_
1 kz_:o<2k+1> Rk ’;(2k+1)!(2(r—k)+1)! Bk

Ainsi :
,

Z Tk X TT k _ Tr+1
Sk D120 — k) + 1) (25 +2)!

Par conséquent avec k =7+ 1 :

n

T, TeTh_
2 r+1 2r+2 ktr—k 2r+4-2
Vo eR Fy(z) = Z(27~+2 + Z (kz 2k+1)!(2(r—k)+1)!>$

r=n+1 r—mn

Puis, comme T}, > 0, 22772 = (2"71)2 > 0, on a donc /2,5

Ainsi, V2 € R, P (z) < 1+ P%(z) < P}, (2)

2. On fait une récurrence forte. Posons P, : <0< T, < 2n+1)! »
— Poestvraie: Tp=1=11=(2x 04+ 1)L
— Soit n € N. Supposons que pour tout k& < n, P est vraie.

" (2n 42
On rappelle que T}, 41 = Z < )Tk X Ty k-
— 2k +1

Puisque Py, est vraie pour tout k < n

2n + 2 (2n +2)!
<2k+1 2k +D1(2(n—k)+1)!

0< Ty <nx(2n+2)! < (2n+3)2n+2)! = (2(n+ 1) + 1)!

Donc P,,+1 est vérifiée.

)Tk X Ti < 2k +1)!(2(n — k) + 1) = (2n + 2)!



‘pour tout ne N, 0< T, < (2n+1)!.‘ /1,5

2n+1

3. Soit p €] —1,1[ et uy, = (2n+1),p
D’apres la question précédente :

27 = |p| x (p%)"

;. s ’ . . 2 2
Or la série, Zn>0 lp est géométrique de raison p~. Elle converge car 0 < p~ < 1.
Ainsi, par comparaison de série & termes positifs, la série de terme général |u,| converge.
Donc la série de terme général u,, converge absolument, donc converge.

Jun| < |p

|2n+1

/1,5

T,
Pour tout p €] — 1, 1], la série 2;0 Wnl)!pznﬂ est convergente.
n

On note T'(p) sa limite.

4. T(0) est une somme de termes tous nuls, donc
/0,5
T(0) =0

5. On exploite ici le résultat annoncé en téte de probleme.
Soit xg €] — 1,1[ et € > 0 tel que | — |xg| — €, |zo| + €[C] — 1, 1].
Cela est possible avec € = %
Alors, en considérant a,, = W > 0 et p = |zg| + €, on peut appliquer le résultat admis dans
I’énoncé.
Et donc T est de classe C™ sur |xg — €, 2o + €[;
ceci est vrai pour tout zg < 1, donc

/1

‘T est de classe C* sur | — 1, 1[‘

Et 'on a

Vazel-1,1, T'(z)= x et im Pj,.4(z)= lim (14 P2(2)) = 14+T7%(2)

(27’7,)' m——+o0 m——+oo

Ainsi, par passage a limite sur 'encadrement obtenue en question (2) : /2

Vael-11 T'()=1+T()]

O Remarques !
L’équation n’est pas linéaire, on ne peut donc pas utiliser ici ['unicité du probleme de Cauchy.

Heureusement, on reconnait une formule assez classique, avec la réciproque de tan. . .

Soit ® = arctanoT'.
Par composition, ® est de classe C! sur Dr (D] — 1, 1]),

VaxeDr, ®x)=T arctan’(T)=-—5 =1

On peut intégrer :
VeeR, ®x)=z+0)=

car ®(0) = arctan(7'(0)) = arctan(0) = 0.

‘Par conséquent, V x € Dp, T = tan(z) ‘

On a donc

+o0 T _— /3
n n _
Vel -1,1] n2207(2n+1)!96 =tanz




O Remarques !
Dans le cours, le DL (ou le développement en série entiére) de tan en 0 est compliqué & retenir.

Avec ces deux parties, on a mis au point un algorithme pour l’obtenir.
+o0 .
D’abord on calcule le triangle d’Euler-Bernoulli, puis on utilise la formule tan(x) = Z (27L+l),1:2"+1
n=

—&-oo1

C. Calcul (originale) de Z P
k=1

1. Convergence.
Il s’agit d’un résultat du cours :

/1

+oo
Z — converge (s)si & > 0. Donc ( est bien définie sur |1, +o0]
na

n=1

2. Expression de ((2s) en fonction de T,
—+oo
1

(a) On note I(s) = kzzo T

Comme les séries sont a termes généraux positifs et convergentes :

+oo 1 +oo 1 +oo 1

C(S):Z@k)s+Z(2k+1 2szk8 Z (2k + 1)° :%C(SHI(S)

k=1

Done (1 5 ) ¢(e) = 1 /

(b) La formule énoncée se base sur le fait que :
— tan est une fraction rationnelle de degré —oo (sans étre nulle) !
— Ses poles sont données lorsque tan est infini :

2 1
tan(x)zm@ﬂkEN,m:iwﬁ

— La fonction tan peut alors se décomposer en éléments simples :

+oo
ar a_p
tan(z) = +
Z (Z‘ _ (2k2+1)7r T+ (2k2+1)7_r>

k=0

(2k+1)ﬂ_) — im (—1)ky _
2 y—0 tan(y)
(2k+1) ) = —1
tan(y)

avec aj, = lim__, e+ _tan(x) x (z —
2

(2k+1)
2

en posant y = x — 7 et donc tan(x) = tan(y +

— Donc

—+oo —+oo
1 1 2 2
tan(z) = 3 (~1 3 (-1
an(a) = >_( )<$<2k2+1>ﬂ+x+<2k;1>7r> kzzo( )(2m—(2k+1)7r+2:c+(2k+1)7r>

+oo

- 2.2 _ A2
poars (2k +1)%72 — 4z

Ainsi, on comprend bien pourquoi, si il existe une telle formule cela ne peut étre que celle-ci :

/3

+
Sy 8x

Vx € R, tan(z) = Z Ok £ 1) — 42
k=0

(c) En factorisant par (2k + 1)272
+o00 too
1 1 1 1
A R, t =8 =8
z € R, tan(z) xkz_o (2k + 1)272 427 xkz_o 2k + 1)22% ( 20 )2
= ~ BT I = k17




2
)) < 1, pour tout k > 0, ainsi
T

.

Et donc pour z €] — %, 7|, (

n=0

Et donc

/1,5

T = 1 = 2z o
Vael -5l tan(x):&kz_%<(2k+1)27r2,;)<(2k+1)”) )

(d) En admettant que dans ce cas la permutation des sommes infinies :

= 1 = 20 n X i 1 2% n
S i (5 () ) ~Z (e () )

n=0 k=0

+oo /400 2n
=X G |
= 2 (2](3 + 1)2n+2 7T2n+2

k=0

O Remarques !
Il suffit de montrer que pour tout € > 0 qu’il existe A C N2, fini tel que

400 400

§ § An k — § an k

k=0n=0 (k,n)EA

<e€

+oo 1

Donc, comme I(s) = Z YRRy
= (2k+1)

+oo
tan(z) = 28 x I(2n +2) x

n=0

v 6] _ 2n+1

X

m™ T
57 5 [7 7.(.2n+2

1,5
2n+1 /

Y
VJEG]*§,2 7T27L+2x

“+oo
Tl tan(e) = D 2% (2272~ 1)¢(2n +2) x
n=0

+oo too

: o 2(22"2 —1)¢(2n +2) 540 T n+t1
(e) On sait que les applications z — ; T T etz — T;J mz
sont de classe C* sur | — 77 et | — 1, 1] (au moins) respectivement.

On a alors pour tout n € N,

2(22n+2 — 1)¢(2n + 2)

tan D (0) = (2n +1)! q2n+2

=T,

(Il y a donc unicité d’écriture.) On peut affirmer :
2(227F2 — 1)¢(2n + 2)

pour tout n € N, (2n + 1)! T

=T,
/2

Tn % ,/T2n+2

((2n+2) = 2(227+2 — 1)(2n + 1)!

(f) Et doncpourn=0,n=1,n=2et n=3, comme Top =1, Ty =2, T, =16 et T3 =272 :
/2

3. Vitesse de convergence
(a) Soit s > 1. (Comme dans le cours)

et (1 (143) ) =ek (ook ()

1 1 s—1, (1 /1
—_ = ol —
ns—l (n+ 1)8—1 ns ns




(b) On a donc
1 1 s—1

ns—1 (n+ 1)1 oo T

Ainsi, pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que pour tout n > N,

1 1
s—1 1)s—1
(-2 @FED™ g4
s—1
nS
Comme les termes sont positifs :
s—1 1 1 s—1
1-— < — <(1
( 6) ns ns—l (n+1)s—1 ( +6) s
s—1 1 1 s—1 /1,5
Ve>0,3NeNtelqueVn>=N,(1l—¢) e < T <(1+4¢) e

(c) Sion somme la relation précédente entre m > N et +oo (les séries sont convergentes)
—+oo

nS
n=m

N

Et donc par télescopage et division par s —1 > 0 :

RE | 1 RE |
1- — < —<(1 —
( 6) 1;71 ns (S — 1)m8—1 ( + 6) nz:; ns

Ainsi, pour tout € > 0, il existe N tel que V m > 0,

1 /2

(s —1)ms—1

m—1 1 ~+o00 1
Cela signifie exactement que  ((s) — Z = Z e
e

n=1

4. On va exploiter le calcul précédent, qui nous indique une bonne approximation de la qualité de
I’approximation.

1
. . Pl . . s—1 l
A lire : selon I'approximation de 7(5 R —— <es=m> o mone
on trouve une valeur de m qui nous assure que la calcul de la somme partielle
jusqu’a 'ordre m est une bonne approximation de {(m).

/2

import numpy as np

def approx_zeta(s,epsilon):

"""approximation de zeta(s) a epsilon prés"""
5 m=np.ceil (np.power (1/(epsilon*(s-1)) ,1/(s-1)))
6 S=0
7 for k in range(1l,int(m)):
8 S+=1/np.power (k,s)
9 return(S)




