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Devoir a la maison n°10
CORRECTION

Exercice

On cherche a dénombrer le nombre de colliers a 10 perles, selon les couleurs des perles. Dans
I’ensemble de I'exercice on considérera

— E ={z1,...210} un ensemble a 10 éléments,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1)
—c,lecycle(l 2 3 4 5 6 7 8 9 10).
— Sil=(x;,,...x;,) est une liste d’éléments distincts de E (permutation),

on note, pour toute permutation s de Nig : s - £ =" = (243,), - - - Ts(iy))

— o la permutation définie par (

1. Dans la réalité, un collier est inchangé
— ¢'il est retourné
— si 'on change son origine
Or ces deux manipulations du monde réel, correspond exactement aux opérations o et c* (pour
k € {0,1,...9}) respectivement.
Remarquons, ce n’est pas évident que les opérations ¢ et 0 peuvent se faire a tout
moment ; et qu’elles ne commutent pas.
Toutefois notons que pour tout ¢ € Nyg (dans Zig) :

(oocoooc)(i) = (gocoo)(i+1) = (ooc)(10—(i+1)+1) = (ooc)(10—i) = o(10—i+1) = 10—(10—i+1)+1 =1

1 1 _ 9

Donc oco = ¢! = ¢? et donc comme o~ =0 : coo=ococ".

{1 et {5 deux permutation de E représente le méme collier
si et seulement si les 3 p € {0,1,---9} tel que ¢4 = (¢P) - b2 ou £y = (0 X P) - 4o

Il s’agit d’une relation d’équivalence.

b=ty = 3kec{0,1,...95,he{0,1} | {1 = (6" x cP) - Ly

Toute les classes d’équivalence ont le méme cardinal : 10 x 2 (k € {0,1,...9}, - h € {0,1}).

10! 9!
5x10-2 " 181440 classes d’équivalentes.
Chacune correspond bijectivement a un collier.

Il y a donc

Si les perles sont de couleurs différentes, il y a 181 440 colliers différents ‘

2. Combien de colliers différents s’il y a 5 perles noires et 5 perles blanches ?

Piste de recherche...

Pour répondre a cette question, nous allons nous appuyer sur le cas particulier ici afin de dégager une

formule (formule de Burnside) et une stratégie de démonstration.

La réponse n’est pas simple. < Le >collier (B, N, B, N, B, N, B, N, B, N) risque d’étre compté de nombreuses

fois.

Il y a en fait deux stratégie :

(a) La premiére consiste a compter le nombre total de collier (de 'ordre de (1;) = 252, en premiére
approximation) puis & soustraire les colliers comptés en double, triple. ..

(b) Associer ensemble les transformations sur £ qui conduisent au méme collier. Puisqu’il ne faudra compter
qu’une seule fois ce collier. On regroupe donc ensemble ces transformations.

C’est la seconde méthode qu’on va suivre. Elle se termine par un double décompte (somme double) et pour
que le calcul soit plus simple, il est préférable de changer I’ordre de sommation. On trouve alors la formule

de Burnside.



Rappelons que les transformations acceptées qui agissent sur les colliers sont données par
G =<c,0>={c"c* he{0,1},k € {0,9}}. G est un groupe de 20 éléments.

Notons @, I'application qui a une liste de 10 lettres dont 5 sont des N et 5 sont des B associe
la liste identique, ot I'on a associé les indices de position. L’application ! enleve les indices
(attention : elle n’est pas injective!).

Considérons par exemple le collier £ = (N, B, N, N, N, B, N, B, B, B).
On a alors @(f) = (Nl, BQ, Ng, N4, N5, BG; ]\777 Bs, Bg, Blg)
Lorsqu’on lui applique la transformation o o ¢? :

1 2 3 45 6 7 8 9 10
ogoc’ =

7 6 54 3 2 1 10 9 8
on obtient

g o 03 N (D(E) =00 03 . (NlaBQ7N3aN47N5vBGaN7vBS;B97B10)
= (N77BG,NE’MN47N3vBQ7vaBloaB'97BS)

d Moo D(0)) =1

Et donc, ce collier risque d’étre compté plusieurs fois.

A priori, lorsqu’on écrit les colliers sous forme de liste, il faut choisir 5 places pour les perles
noires. Il y a donc (150) = 252 colliers a priori différents.

Or dans ’exemple précédent, on a vu que ce décompte est mauvais. Nous allons donc ranger
ensemble les colliers identiques.

On s’intéresse donc a la relation suivante :

b=l <+ 3JgeG|2 ' (g-2(t1)) =1l

C’est une relation d’équivalence. Ce que ’on cherche c’est le nombre d’orbite de cette rela-
tion, ou encore le nombre de classe d’équivalence différentes. On suppose qu’il vaut r.

e Notons #1, {5.. .0, les r colliers différents.
Ce sont des représentants des r classes d’équivalence que 1'on cherche a dénombrer.
Et pour chacun, on peut (on doit) lui associer G; = {g € G | @~ 1(g- ®(£;)) = {;}.
Et par conséquent |G;| correspond a la taille de classe d’équivalence de /;.
Ou encore |G;| = [{¢ | £ = ¢;}].
Ce que Pon cherche c¢’est r, mais comme on a une partition (classe d’équivalence) :

{¢, | £ contient 5N,5B} = | J{¢ | t=t;} = (150> => [{ele=10} :Z|Gi|

i=1 i=1

Précisons ce que vaut G, la classe d’équivalence de /;.
A priori, on applique des éléments de g a ¢;, on regarde donc I’action de g sur ¢;.
En fait, G agit sur ¢; en définissant des parties de cardinaux identiques (égaux a |G;|).
Considérons une nouvelle relation d’équivalence, sur G, paramétré par i :

=92 = P (g (L)) =2 (g2 P(L))

Alors évidemment, G; = id pour la relation d’équivalence =;. Son cardinal est |G;|.
Notons gg, la classe d’équivalence de g alors vy : g — g o gx est une bijection de G; sur g, :
YV h € gk, en notant h' = hgk_l, onay(h')=hg,=het h € Gy, car

TR - (L) = @ (hg - @(4) = (grgy - R(4) = 4

puisque h =; gg.
Finalement toutes les classes d’équivalence de < ont un méme nombre d’éléments : |G;].

Ainsi
Gl= Y gl = D |Gi| =Gl x

gre=S e
-1 -1

2

Pour illustrer ce que 'on vient d’écrire, on peut reprendre comme exemple le collier ¢; =
(N,B,N,N,N,B,N, B, B,B).



On a alors G; = {id, 0 o0 3}, |G;| = 2

Et si on applique G, on trouve (20 résultats dans I'ordre id, ¢, c2,

-,0cY)

(B,B,B,N,B,N,N,N,B,N)
(N,N,B,N,B,B,B,N,B,N)
(N,B,B,B,N,B,N,N, N, B)
(N,N,N,B,N,B,B,B,N,B)
(B,B,N,B,N,N,N,B,N, B)

(N,B,N,N,N,B,N,B,B,B) (B,N,B.N.N.N.B,N,B.B) (B,B,N,B,N,N,N,B,N,B)
(N.B,B,B,N,B,N,N,N,B) (B,N,B,B,B,N,B,N,N,N) (N,B,N,B,B,B,N,B,N,N)
(N,N,N,B,N,B,B,B,N,B) (B,N,N,N,B,N,B,B,B,N) (BBBNBNNNBN)
(B,N,B,B,B,N,B,N,N,N) (N,B,N,B,B,B,N,B,N,N) (N, , B, ,B,B,B,N,B,N)
(B,N,N,N,B,N,B,B,B,N) (N,B,N,N,N,B,N,B,B,B) (B,N,B,N.N.N.B,N,B.B)
On voit alors qu’il y a 10(= ‘ = ‘) colliers différents : chacun apparait 2(= |G;|) fois!

e On peut aussi pour toute transformation g € G, considérer £, = {¢ | ®~!(g
Ly est un ensemble de < points > fixes (pour g).
On a les équivalences :

o(0)) = 1},

g ()=l = geGi<=l; €L,

Et donc, en terme ensembliste :

{(g.0) eGx L] 27 (g- (1))

U,

geG

0),0 e Ly}

.y (U«g,o,geai}) _
) A

Puis en terme de cardinaux (réunions disjointes) :

{90 eGxLlgot=0]=3 3 Hg.0.9€GH =3 g0l Ly}

i=14=¢, geG

Donc

|Gl = 0),9 € Gi}| = 0, e Ly}| =

= XT:Z {(g,

i=14=¢;

dlel=
=1

Ce qui donne la formule de Burnside :

>l

geG

> L]

geG

r= |G|Z|,c\

geqG

Faisons I’étude de chacun de ces ensembles L,, pour tout g € G.
— Pour g =id, alors trivialement £, est I’ensemble des listes avec 5 noires et 5 blanches.
Il s’agit de compter les positions occupées par les 5 noires. Il y a donc (10) =252
— Pour g = c*. Soit £ € L,,.
Supposons que N soit en position ¢ dans ¢, relation notée £[i]| = N.
Alors comme ®~1(ck - ®(¢)) = ¢, £[j + k] = £[] pour tout j (addition modulo 10).
Et donc N = {[i| = (i + k| = —£[z+4k] = ([i + 5k].
Or il n’y a que 5 boules noires, donc il existe 0 < a < b <
donc 10]k(b — a).
Et0<b—a<5,donc 10Nk #£ 1.
— Sil0Nk=1, alorsﬁg =0
— Si 10 Ak =5, alors £[i] = £[i + 5], et donc il y a un nombre pair de boules noires.
Ceci est impossible donc £, = (), également
— Si 10 ANk = 2, alors b — a = 5, dés qu'une boule noire est positionnée, alors son orbite
par ¢ est imposée (elle revient en position initiale qu’en 5 tours). Il y a donc deux
orbites possibles sous 'action de c. Et donc il n'y a que deux colliers fixés par une tel
transformation.
Dans ce cas : |L4] =2
— Pour g = ock. Soit linL,.
Supposons que N soit en position ¢ dans ¢, relation notée £[i] = N.
Alors comme ®~1(c* - ®(¢)) = ¢, £[11 — (j + k)] = £[j] pour tout j (addition modulo 10).
Et donc N = ([i] = £[11 — k — 1] = £[i].
Si 11 — k — i # i, alors cela impose la disposition de deux boules noires.
en raisonnant par parité, ainsi, on place les boules noires deux par deux.
Ce qui est impossible, car il y en a 5.
donc nécessairement : 11 — k — ¢ = ¢[10], i.e. 2 = 11 — k[10].
Il faut nécessairement que k soit impair.

5 tels que i + ak = i + bk[10],



— Si k est pair, L, = 0.
— Sik=2p+1 est impair (p < 5), deux places sont invariantes par la transformations :
les solutions ¢ de 2¢ = 11— (2p+1)[10] i.e. 2(i+p) = 0[10] donc i =5—poui = 10—p.
11 s’agit donc de placer une boule noire sur 'une de ces deux places (< 1 parmi 2 »), puis
les 4 boules noires, par couple (i,11 — k — i) = (¢,10 — 2p — i) sur les 8 places restantes
(< 2 parmi 4 »).
Dans cecas: L, =2 x 6 =12.
On applique alors la formule :
320

1
r:%(l><252+5><0+4><2+5><0+5><12)25—16

‘Il y a donc 16 colliers avec 5 perles noires et 5 perles blanches‘

3. On applique la formule. Pour cela ,faisons ’étude de chacun de ces ensembles Ly, pour g € G.

— Pour g =id, alors £, est I’ensemble des listes possibles : (110) (g) (;) (i) = %(;4' = 12600
— Pour g = ¢*. La rouge ne peut revenir sur elle-méme.
Donc L, =10
— Pour g = oc.
Il faut que la perle rouge soit placée en une position fixée, donc en i tel que 11—k —14 = 4[10].
Cela n’est possible que si k est impair (voir étude précédente).
On a alors k£ = 2p + 1, et donc la rouge est en 5 — p, ou en 10 — p.
Il y a donc 2 choix possibles pour la rouge, 'autre point fixé est occupé par une perle jaune.

Puis il reste alors 4 couples de places a occuper par des couples de méme couleur :
|

un couple bleu, un jaune et deux verts. Cela donne : Tl = 6 possibilités.

Dans ce cas : si k pair, |£,4| =0, si k impair, |[£,| =2 x 6 =12
On applique alors la formule :

1 320
r= 55 (1x 12600 +9 x 045 x 045 x 12) = T = 633

‘Il y a donc 633 colliers avec 1 perle rouge, 2 perles bleues, 3 perles jaunes et 4 perles vertes

Probléme : le nombre de n-combinaison

A. Premiers exemples
Le but de cette partie est de donner quelques exemples.

1. Dans le cas ou tous les P; sont des singletons, les n-combinaisons sont alors des n-liste sans
répétition obtenue a partir de ’ensemble N,,.
Il y a en a donc autant que de permutation de 'ensemble {1,2,...n}.

’ Le nombre de n-combinaisons telles que les boutons soient poussés 'un apres 'autre est n!

2. Les 3-combinaisons sont :
(1,2,3), (1,3,2), (2,3,1), (2,1,3), (3,1,2), (3,2,1)
({13 3}v 2)7 ({27 3}7 1)7 ({17 2}7 3) et (27 {L 3}), (17 {27 3})7 (Sa {17 2}) et ({13 2, 3})
Aucune n’est en double. Nous n’en avons oublié aucune, car nous avons procédé méthodiquement :
en écrivant les 3! = 6 3-listes, puis les 3 cas avec une simultanéité pour commencer, les 3 cas avec
une simultanéité pour finir et la situation ou ’on appuie sur les trois boutons simultanément.

On a donc
B. Relation de récurrence

Le but de cette partie est d’établir une relation de récurrence vérifiée par les réels a,,, n>1.
L’entier n est supérieur ou égal a 1. Soit S une n-combinaison quelconque; S est une suite ordonnée
(P1, Py, ...,P;) de j parties Py, Ps, ..., P; de 'ensemble A,,, deux & deux disjointes, non vides, dont
la réunion est égale & A, (1<j<n).
1. Lorsque le nombre d’éléments de P est k, il s’agit donc de choisir un sous-ensemble de k éléments
a partir de 'ensemble N,, a n éléments.

Orily a (Z) tels sous-ensembles.

Donc, il y a (2) de choix possibles pour la partie P; lorsque le nombre d’éléments de P; est k




. Py est maintenant fixé et est composé de k éléments (k € [1,n — 1]).
Pour terminer la n-combinaison, il faut choisir une n — k combinaison avec les n — k chiffres
restants.
Et si k =n, il n’y a plus qu’une combinaison possible ce qui correspond a a,_, = ag = 1.

Dans cette situation (ou k et P; sont fixés), il y a donc a,_ n-combinaisons S possibles

. Alinsi, pour compter le nombre de n-combinaisons nous allons procéder par sous cas :

— 1l faut d’abord choisir un entier k£ qui correspond a la taille de P;.
Toutes les valeurs sont possibles entre 1 et n. Ces situations se réunissent pour former le
nombre total de cas, la réunion est disjointe, il faudra donc faire une addition avec k variant
de 1 an.

— Puis, pour chaque k, il faut choisir un sous-ensemble & k éléments (donc (}) possibilités)

— Puis (donc multiplication), pour chacune de ces situations il y a a,,—j possibilités de compléter
la n-combinaison.

n n—1
n n
Par conséquent a,, = g (k) Ap_f = g ( )ap en posant p =n — k.
n—p
k=1 p=0

Et avec la symétrie du coefficient binomial :

1
0 1
On a alors ag =1, a1 = 1, as :kzo() :<>ao+(2>a1:1+2:3,

2
k
puisa3:Z<3)ak—<>ao+<)a1+<)—1+3+3x3—13
k=0

‘ On retrouve bien as = 3 et ag = 13‘

n—1 k
Z n @k n—1 n—1

. x b o= I _ k=0 Y7 _ _
. Soit n € N*, alors b,, = i ol _Zk'(n_ 'n' Z lkl

Et comme V k£ € N, k:' = by, alors

—

n—

n —
k=0

. Majoration des réels b,

n k 2 3 "
-OnnOtefnleex—Z:%zez—(1+x+%+%+...%).
n Ok
(a) Soit n € N. f,(0) =’ =1~ ﬁzl—le.Donc
k=1

VneN,  fu(0)=0]

(b) fn est la différence de la fonction exponentielle et d’'un polynéme :

‘ elle est donc dérivable. ‘

EtVzeR, fl(z) =¢" — Z Ex*~'E! (car la dérivée de o + 1 est nulle).

k=1
n n—1
Donc Vz € R, f(z) =e* — kail(k —l=e"— thh! en posant h =k — 1.
k=1 h=0

Et donc

]vneN, Fl= fult \

(¢) Posons, pour tout n € N, H,, : < pour tout > 0, f,(z) > 0 >.



— Jo(z) =e" — L
OrVaz>0,e*>e =1 car exp est croissante donc Hg est vraie.

— Soit n € N. Supposons que H,, est vraie, alors f,(z) > 0 pour tout = > 0.
Or f) .1 = fn, donc fp41 est croissante sur Ry et comme f,,41(0) =0,
pour tout > 0, f,11(z) = 0 et donc H,,41 est vérifiée.

La récurrence est démontrée et

‘pourtoutneNettoutw 0, fa(z) 20 ‘

nok
On adoncV z > Zk'zl—i—z%
k=1

en particulier pour x = ln 2:

2. Posons, pour tout n e N, P, : <« VEk<n, by < —

1
— by = O' =1et W = 1. Donc Py est vraie.

— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.
Alors V k < n, b, < W

n

b, 1
en outre bni1 = Zm =S z:% 1n2)P(n+1—p)! avec h=n+1-p

p=0

n

n+1 1 n+1
donc by 41 < }; (ln2)”+17hh! = 1n2 n+1 Z hl

Or d’apres la relagion 1. ( ) (en n 4+ 1, puisqu elle est vraie pour tout entier) :

n+1 n+1 k
(In2)
pdonc 1> > =0
1 k=1
Et donc bn+1 § Wl

L’inégalité est donc obtenue pour tout k € [0,n + 1], la proposition P41 est vraie.
La récurrence est démontrée et donc :

1

our tout entier naturel n, b, <——.
p ; On (2"

3. Soit n € N*, comme b,, = alors a,, = b,, x n! et donc :

' )

n!

N* n <
VneN, a (m2)"

4. Faisons I'approximation In2 ~ 22:% x 1071, alors (In2)!° ~ 228 x 10719 = 28 x (219)2 x 10717,
puis 210 ~ 10% donc (219)? ~ (103)? = 106.
Donc raisonnablement, (In2)!0 ~ 28 x 106=% = 256 x 0,0001 = 0, 0256.
En réalité (In2)'° = 0, 0256008. . ..

Pui 10! I0X9IX8XTX6XxDHxXx4x3x%x2 BXIOIX4XxTx3x5x2x3x1
1S = =
1 I 2)10 98 % 104 28 % 104
HXIXIXxT7Tx3xbhx1x3x1
_2xIx X ?o—j X2 XX 315 % 45 x 101 = 141 750 000.
Donc

\ a1p < 141 750 000

D. Expression de a, a ’aide d’une série infinie
1
On considere la fonction f:] — oo, In2[— R, z — St de classe C* sur | — oo, In2].
—e

1. Soit & < In2, alors en notant p = %m

,onaz <p<ln2,
et |bpa™| < (ln2) d’apres la question C.2.
Or la série de terme général (1n2) est géométrique de raison Z5 €]0, 1[, donc est convergente.

Par majoration de série a termes positifs,



— g |bpz™| converge,
— donc E b,x™ converge absolument

n
— donc E bnx™ converge

La série ) -, b,x™ converge des que z < In2.
=

O Remarques !
% C’est important : on compare les termes générauz, pas les sommes partielles!! afin d’appliquer le

théoréme de comparaison.

2. Etude de f

1
(a) Pour tout z < In2, f(z) = CpprY donc comme 2 —e” # 0 : 2f(xz) —e* f(x) =1 et donc
—e

’pour tout © €] — 00, In2[, e* f(x) = 2f(x) — 1.‘

(b) f est de classe C* sur z €] — 0o,1n2[, on applique la formule de LEIBN1Z

VneN, Vel —o0,ln2 2f(")(x)zz<n>ewf(k)(m)
k
k=0
la dérivée n — k°de exp est exp et la dérivée nede x > 2f(2) — 1 est z — 2f) (x) (sin > 1).
Donc, en factorisant par e” et simplifiant par 2

V?’LEN*,V.”L'E]—OO,ID2[, f(n)(x):e;i(z)f(k)(l')

n—1 | n—1
(k) t - "™ L= n
(1)r00 o =3 g = 5 ()

Jou- (;;)ak r (1) =

Posons, pour tout n € N, Q,, : < a, = 2f(”)( ) >
— ap=1et fO(0) = f(0) = ;25 = 1. Donc Qj est vraie.
— Soit n € N, supposons que pour tout k < n, Q est vraie.

LS (R (pro-E (o=

k=0 k=0

1 n
* M) = =
3. On a pour tout n € N*, =3 Eﬁ

> 3

k
n—1
Ainsi 2a,, = a,, + ay, —an+z (

Donc Q,, est vraie.

‘Ainsi pour tout entier n € N, a,, = 2f(™(0) ‘

ekac

9k+1"

4. On note pour tout z €] —In2,In2[, ux(z) =

N
(a) ur(z) =3 (%) .
Donc la série ), -, uy est une série géométrique de raison r = 5 Comme z €] — In2,In2[,
alors r €] — 1,1[ et donc :

pour tout x €] —In2,1n2[ Z u, est une série géométrique convergente.
k>0

On a alors

400 001 xk 1
2 k(@) Z2(> e




“+o0
(b) On admet ici que pour tout n € N, (") (z) = Zu;n) ().

k=0
1
Soit n € N, alors par dérivation répétée de I’exponentielle : u,(gn) (x) = 2kﬁk”e’”. Donc
+oo En
Vx 6] —In 2711'12[, f(n)(J?) = Z Wem
k=0

Ainsi avec le résultat trouvé en question 3 :

+ kn
VnEN, aﬂ:QZW
k=0

+o00 3
(¢) Avec n = 3 dans la somme précédent, on trouve bien a3 = E
. i k=0
Puis, on effectue le calcul selon ’algorithme vue en cours en notant que

9k+1"°

k(k—1)(k—2)+3k(k—1)+ k=K —3k> + 2k +3k> -3k + k = k3

+o0 3 +oo 00 +oo
k 1B kk-1Dk-2) 3Zk(k-1) 1 k
a3 :ZWZEZ%—_g+§ZW+1 T
k=0 k=3 k=2 k=1
_§+oo k } k—3+§+oo k 1 k—2+l+zo:o k 1 k—1
-8 3)\2 4 2)\2 4 1) \2
3" 3 1 M1 =
-2 + = + = =6+6+1=13
-1 TAa-1F 10—
12 k 1 so. . . 7 . o . 1
carpour z €]—1,1[, 3 (})a* ™" = A=zt (cours, série binomiale négative) et ici = 3.
k=n -

’ On vérifie bien que ag = 13‘




