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Devoir surveillé n°9

Durée de I'épreuve : 4 heures
La calculatrice est interdite

Le devoir est composé d’un exercice d’algebre et d’un probleme d’analyse.

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire (x).

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

BON COURAGE

Exercice. Autour de I’application (u,v)+— uov —vou ~ 80 min.
On considere E un espace vectoriel défini sur K de dimension finie égale a n.
On note u € L(E), une application linéaire définie sur E non nul et tel que tr(u) = 0.
1. Calculer dim(Ker (tr)).
2. (a) Démontrer que u n’est pas une homothétie vectorielle de E.
(b) Montrer alors qu’il existe z € E tel que (z,u(z)) libre.
(c) Soit x € E tel que (x,u(z)) est une famille libre.
On note A, = vect(z) et F' un supplémentaire de A, contenant u(x).
Enfin, on note pg, la projection sur F parallelement a A, .
Soit v € L(E) tel que Vy € F, v(y) = pr(u(y)).
Démontrer que tr(v) =0
(d) En déduire par récurrence sur la dimension de F, I’existence d’une base B telle que la matrice
de u dans la base B ait tous ses coefficients diagonaux nuls.
3. Soit D, une matrice carrée d’ordre n diagonale avec pour coefficients sur la diagonale : a1, as . . . auy.
Soit ¥p : My, (K) - M, (K); M — DM — MD.
(a) Démontrer que ¥p est une application linéaire et déterminer son noyau.
(b) Démontrer que Ker (¥ ) est Pensemble des matrices d’ordre n diagonales si et seulement si
les (a;) sont deux & deux distincts.
Et dans ce cas, démontrer que Im (¥p) = {(m;; € M,(K) | VieN,,m;;, =0}
4. Soit u € L(E), déduire de ce qui précede la propriété suivante :

tr(u) =0<= 3 (v,w) € L(E) x L(E),u=vow—wow

5. (a) Soit u € L(F). On suppose qu’il existe v € L(E) tel que u =uov —vou.

Montrer que pour tout entier k € N, ku* = u* ov — v o uF.

(b) Soit h: L(E) — L(E), w— wov—vow.
Montrer que 'application py : R — R, A = det(h — Aidz(g)) est une application polynomiale
de degré n?.
On rappelle que E est de dimension n.

(¢) Déduire des questions précédentes que si un’ #£ 0, alors pj, admet au moins n? + 1 racines.
Conclure.

Probleme. Théoreme de convergence monotone

Ce probleme est composée de trois parties. Dans la premiere partie, assez calculatoire, on étudie les

intégrales de Wallis. Cela nous donne un résultat numérique qui sera utilisé en partie C. Dans la

deuxiéme partie, plus théorique, on démontre le théoréme de convergence monotone (Théoreme de

Beppo Levi) pour U'intégrale de Kurzweil-Henstock. On applique ce théoréme en partie C pour obtenir
. 5. , +oo 42

une expression de 'intégrale de Gauss : fo e~ " dt.

On a besoin de la définition suivante (pour les parties B et C) :

Soit a € R.
On dit qu'une fonction f définie sur un intervalle [a, +o00[ est KH-intégrable sur [a, +o00[, si

b
YV b > a, f est KH-intégrable sur [a,b] et lim / f(¥)dt existe
a

b—+o00

“+o00 b
Dans ce cas, on note / ft)dt = lim / f(t)dt cette limite.

b——+oo




A. Intégrale de Wallis ~ 40 min.

™

Bl
On considere la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par : I, = / (sinz)"dx
0
1. Calculer Iy et I.
%
2. Montrer, a ’aide d’un changement de variable, que I,, = / (cost)™ dt.
0
3. A T'aide d’une intégration par parties, montrer que : Vn € N, I, o = (n+ 1)1, — (n + 1)1 42.
En déduire I,, 12 en fonction de I,,.
4. En déduire, pour tout entier naturel p, la valeur de Iy, et de Is,11 & I’aide de factorielles et de
puissances de 2.
5. Etablir pour tout entier naturel n 'encadrement : I,, 1o < I, 11 < I,,.
6. A l'aide des réponses aux questions 3 et 5, montrer que I,,41 ~ I,.
7. En déduire
2% (ph)*
im —2— =
p=-+o0 [(2p)!]?p
puis la limite de /nla;41.
B. Théoréme de convergence monotone ~ 60 min.

Dans cette partie, on démontre le théoréeme de convergence dominée (appelé aussi théoreme de Beppo-
Levi) sur un intervalle du type [a, +0o[. On commence par établir le théoréme sur les segments bornées
[a,b] avant de généraliser.

1.

S(f,P)

2.

Soit une suite de fonctions (f,,) définie sur [a, b], KH-intégrable sur [a, b]. On suppose que
e cette suite est croissante, c’est-a-dire : V x € [a,b],V n € N, f,(2) < fni1(2).
e cette suite est convergente vers une fonction f sur [a,b] :V « € [a,b],V n € N, (fn(a:))n — f(x)

e la suite ( ff fn(t)dt) est majorée par une constante M (indépendante de n).

On fixe € > 0. Les premieres questions permettent surtout ici de s’accorder sur les notations.

b
(a) On note I, = / frn(t)dt. Montrer que (I,,) est convergente. On note I sa limite.

Montrer qu’il e;(liste ngo€ENtelqueVn>2ng, I —e< I, <41 <1
(b) Montrer : pour tout = € [a,b], il existe N(x) > ng tel que V n = N(z), f(x) —e < fo(z) <
f(@)
(c) Justifier, pour tout n € N, l'existence de d,, jauge sur [a, b] tel que
VP = ((lwo,x1] 1) ([2p-1, 5], ) Snefine, [S(fas P) = Ll < g7

(d) Soit h, KH-intégrable sur [a, b].
b

Soit € > 0 et § une jauge sur [a, b] tel que V P, d-fine, |S(h,P) —/ h(t)dt| < e.

a
n considere trois familles (a;)1<i<q, (bi)1<i<q €t (%i)1<i<q telles que :
0 idere trois famill cicas (bi)1<icq et ()1<icq tell
— (a;), (b;) et (z;) sont croissantes, & valeurs dans [a, b]
— VieNg, z; — <a; <ap <b <+ 2
—Vie Nq—la ]ai, bi[ﬂ]aﬂ_l, bi+1[: @
montrer le lemme d’Henstock :

Zi

q

D

i=1

< 2e

b;
fzi)(bi —ai) — / f(®)de

(e) (*) On considere alors ¢ : [a,b] = R, 2+ On(z)(T).
b
Montrer, avec §, que f est intégrable sur [a,b] et que / foydt=1

On pourra commencer par écrire, pour P = (([xo, z1],t1), ... ([xp—1, xp)], tp)), O-fine :
p p TL p Tk
= (@r—zr ) (f ()= Fren )+ ((fﬁk = Tp—1) (e (te) — / fN(tk)(t)dt> +>
k=1 k=1 Tk—1 ke1V Tk—1

Sur lintervalle [a, 400l

Soit une suite de fonctions (f,,) définie sur [a, +oo[, KH-intégrable sur [a, +00[. On suppose que
e cette suite est croissante, c’est-a-dire : V z € [a,+00[,V n € N, f,(z) < fo+1(2).

e cette suite est convergente vers f sur [a,+o00[ : V z € [a, 400,V n €N, (fn(2)), — f(2)

e la suite ( f;oo fn(t)dt> est majorée par une constante M (indépendante de n).

I @)dt



(a) Soit b > 0. Montrer que ’on peut appliquer le théoréme de convergence monotone & ((f, — fO)\[a,b])w

(b) En déduire le théoreme de convergence monotone (Beppo Levi) sur tout intervalle de type
[a, +o0].
3. Quel théoreme cela donne si on remplace, pour tout n € N, f,, par —g,, 7

C. Calcul de l’intégrale de Gauss ~ 60 min.

+oo 5
On note G = / e " dux.
0 LN T 7 N .z
On commence par montrer que ce calcul a un sens, puis a ’aide du théoreme de convergence dominée

on obtient sa valeur exacte.
On considere pour cette partie :

¢ : [0, +oo[— R,x»—>e‘x2 et VneN,f,:[0,+oo[— Rz~ <

1. Montrer que ¢ est HK-intégrable sur [0, +o0].

2. On considere n € N.
(a) Montrer que la fonction f,, est continue et intégrable sur [0, +o0].

(b) Par un changement de variable bien choisie et justifié, montrer que
+o00 B
/ fo(z)dz = \/ﬁ/ cos®™ T (t)dt
0 0

(¢) En déduire, avec Paide de la partie A, la valeur de
+oo
lim fo(x)dx 7

n—o0 0

3. Montrer que pour tout z € Ry, nEIJIrlOO fulx) = o(x).

4. Croissance de (f,(z))

(a) Montrer que pour tout a,b > 0, 43> > Vab.
En déduire par récurrence :

n'

VmEN*7V(a17a27...a2m)E(R+)2m 1,=21m =

(b) Soient x € Ry, et n > z2.
On considere m € N tel que 2™ <n < 2™ (m = [2%])

Enfin, on définie la familles (a;)1<igom par
2

— — — x
7a1_..._an_1_7’
=1, 2
ianJrQ:"':aQWL:l_nil.

En appliquant I'inégalité (TAG) précédente, montrer que

2\ " 2 n+1
1-2) <(1--2
n n+1
(¢) En déduire que la suite (fn(m))n est croissante (x est fixé).

5. En exploitant la partie B, montrer que

+o0 +oo
/ o(z)dr = lim fn(x)d
0

n—oQ 0

N

6. En déduire que G = 5



