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Devoir surveillé n°9
CORRECTION

Les points qui figurent en marge sont écrits a titre indicatifs, ils sont susceptibles de changer (légérment)
selon la qualité des copies.

Exercice. Autour de ’application (u,v)+— uov—vou

1. Tout simplement, comme tr est une forme linéaire, son noyau est un hyperplan de L(E).
Par conséquent,

dim(Ker (tr)) = dim (£(E)) —1=n* -1

Piste de recherche...
Voyons une autre démonstration qui permet de trouver une base de cet espace Ker tr.
Soit B une base de E. Alors tr(u) = tr(Mp(u)).
Nous allons plutét étudier le noyau de la trace définie sur les matrices que sur les endomorphismes. Par
lisomorphisme u — Mp(u), on aura I’égalité des dimensions.
Soit M = (m; ;) € Mp(K)
n n—1
M € Ker (tr) < Zm“ =0<= mpn=— Z mi .
— i=1

n n
Or M = (my,;) signifie M = Z Z m; ;E; j ot (E; ;) est la base canonique de My (K).
i=1j=1
Par conséquent :
n—1
M € Ker (tr) <= M = ZmiﬁjEi,j + Z mi i i+ (—mi1—ma22—...mp_1,n-1) Enn
i) i=1
:m77,77,
n—1
M € Ker (tr) <— M = Zmi’jEi’j + Z mi,i(Ei,i — En,n)
i) i=1

Et donc
M € Ker (tr) <~ M € vect(ELl — En,n§ Egyg — En,n; s Enflvnfl — En,n§ (Eiyj)@gj)

Nous avons ainsi une famille génératrice de Ker tr.

Elle est composée de (n — 1) +n(n — 1) = n? — 1 éléments.

Comme la famille (E; ;) est une base, elle est libre. En exploitant cela, on montre que la famille génératrice
précédente est également libre.

II s’agit donc d’une base de Ker tr, et donc dim(Ker (tr)) = n? — 1

2. (a) Si u était une homothétie vectorielle, alors il existerait A € K tel que u = Aidg.
Et donc tr(u) = Atr(idg) = nA.
Ainsi comme tr(u) = 0, on aurait A = 0 et donc u = 0.
Or u est non nul, donc

‘u n’est pas une homothétie vectorielle de F. ‘

(b) Supposons que pour tout x € F, (z,u(z)) n’est pas libre,

alors pour tout  non nul, il existe A, tel que u(z) = A\, x.

Comme u n’est pas une homothétie, il existe z,y € E non nuls tel que A, # A,.
Nécessairement (x,y) est libre, sinon, z = ky (ou inversement)
et par linéarité Az = u(z) = ku(y) = A\ yjky = A\yz.
et donc A\, = Ay, ce qui est absurde (z # 0).

Notons z = = + .
Alors u(z) = u(z +y) = u(x) + u(y) = Aoz + Ayy.
Par ailleurs u(z) = A,z = A (z +y) = Az + \y.
Ainsi, (Az = A)z + (A — X))y =0.

Or la famille (z,y) est libre, donc A\, = A, et A, = A, contradiction.

Ainsi,

‘il existe z € E tel que (z,u(x)) libre. ‘
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Soit « € E tel que (x,u(zx)) est une famille libre.

On note A, = vect(z) et F' un supplémentaire de A, contenant u(x).

1l existe B’ = (z2,73...,2,) base de F. Et alors, B’ = (z,B) est une base de E.
Par suite, la matrice de u dans la base B’ est

0 ?2 .7
?

Mer(u) = Mg (v)

?

car I'image de z (1®vecteur de B’) appartient & F = vect(B’).
Puis,

tr(u) = tr (Mgr(u)) = 04 tr (Mp(v)) = tr(v)

Donc

| tr(v) (= tr(u) = 0 /2,5

Posons, pour tout entier n € N*,
P : < si dim(FE) = n, alors pour tout u € L(E) tel que tr(u) = 0, il existe B base de E
telle que la matrice de u dans la base B ait tous ses coefficients diagonaux nuls. >
— Soient E de dimension 1 et u € L(E).
Soit « € E, non nul, alors (z) est une base de E.
En écrivant la matrice de v dans la base (x), on voit que u(x) = tr(u)x.
Donc si tr(u) = 0, la matrice de u dans la base (z) est nulle.
Par conséquent P; est vraie.
— Soit n € N*. Supposons que P, est vraie, montrons qu’alors P, ;1 est vraie.
Soit E un espace vectoriel de dimension (n 4 1). Soit v € L(E) tel que tr(u) = 0.
D’apres la question précédente,
il existe x, F', de dimension : dim(E) — 1 =mn
et v € L(F) tels que tr(v) =0 et u(x) € F.
On applique alors P,, a ’espace vectoriel F' de dimension n.
Donc il existe B”, base de F telle que Mg~ (v) ait tous ses coefficients diagonaux nuls.
Par suite B” = (z;B") est une base de E,
et Mgr(u) = ( g M;/ (v) ) a tous ses coefficients diagonaux nuls.
Par conséquent, P, 41 est démontrée.

On a ainsi démontrer que :
2

pour tout espace vectoriel E de dimension finie, pour tout endomorphisme u de E de trace nulle,
il existe une base B de E telle que la matrice de u dans la base B ait tous ses coefficients diagonaux nuls.

Pour tout My, Ms € M,,(K), pour tout A1, A2 € K,

V(A My + AoMs) = D(A My + AoMa) — (M My + A2 M2)D
= AN (DM; — M1D) + Xo(DMy — MyD) = MW p(My) + AW p (M)

Ainsi

’ U p est une application linéaire de M, (K). ‘

MecKerVp < DM - MD =0<= DM =MD

Rappelons que si A = (a;;) et B = (b;;), alors A x B = (Z @5 1cbr,5)ij-
k=1

n . .
Doncsi M = (mm), alors DxM = (Z di,kmk,j)w = (aim@j)i,j, car di,k = { C? Zi z ZZ :Z
k=1 !
n 0 sik#j
et M x D = (3 g mikdrj)ij = (aimi;)ig, car dij = { a; sik#j

Par conséquent,
M = (mm) e Ker Vp «<—V Z7j eN, QM j = My j < v ’L,] eN, (Oli — aj)mi’j =0

Comme nous avons raisonner par équivalence, nous avons donc démontré une égalité d’en-
semble (et non juste une inclusion).

/1,5
‘Ker Up ={M € M,(K) | m; ; =0 deés que o; # aj}‘

(On remarquera que les matrices diagonales, en particulier, appartiennent a Ker ¥p.)



(b) D’apres la question précédente, Ker (Up) est Pensemble des matrices d’ordre n diagonales
si et seulement si les matrices M de Ker (Up) vérifient : V 4,j € N,,, m; ; =0,
si et seulement si V 4,5 € N,,, oy # 5.
Donc

Ker (Up) est 'ensemble des matrices d’ordre n diagonales
si et seulement si les («;) sont deux & deux distincts.

Par ailleurs, on sait que Im W = vect (U p(E; ;)i ;)-

-0 sii=j
Or \IID(Ei,j) = (OZiOéj)Ei,j{ EVeCt(Eij) Sll#] ’
Donc

Im \I/D = vect((Ei,j)#J—) = {(mm- S MH(K) | Vie Nn,mi,i = 0}

4. Soit u € L(E),
Si 3 (v,w) € LIE) x L(E),u=vow—wou,
alors tr(u) = tr(vw) — tr(wv), par linéarité de la trace
puis tr(u) = tr(vw) — tr(vw) = 0.
Réciproquement, si tr(u) = 0,
alors d’apres 2., il existe une base B telle que Mp(u) a ses coefficients diagonaux nuls.
donc avec D = diag(1,2,...n), on a Mp(u) € Im ¥p.
Ainsi, il existe N tel que M = Up(N) = DN — ND.
Enfin, en notant v ’endomorphisme tel que Mg(v) = D
et w Pendomorphisme tel que Mg(w) = N,
alorsu =vow —wouw.
Par conséquent

‘tr(u):0<:>3 (u,v) € LIE) x L(E),u=vow—wow

5. (a) Soit u € L(F). On suppose qu’il existe v € L(E) tel que u =uov — v ou.
On fait la démonstration par récurrence, en notant que pour k = 0, le résultat est vraie :
0 =id ov —woid Soit k € N,on suppose que ku* = u* ov — v o uF.
Alors en composant par u & gauche : ku*tt = vFtly — youkf = u
uFHly gkl Rl

k

Fly — (u 4 vu)uk =

Ainsi, (k + Dbt = wf+1y — vu**! et donc la relation est vraie au rang suivant.

’ Ainsi, pour tout entier k € N, ku* = u* o v — v o uF. ‘

(b) Soit h: L(E) — L(E), w— wov—vouw.
E est de dimension n, donc L(E) est de dimension n?.
On peut considérer une base quelconque B de L(E) et Mp(h) = (h; ;)i jen ,. Alors

n2

prN) = > e0) [[(hiot) = Mio@)

o€S, 2 =

—

Il s’agit donc d’'un produit de monéme en A de degré 0 ou 1. Il y a n? monéme de degré 1.

pr i R = R, A det(h — Aidz(g)) est une application polynomiale de degré n2.

(¢) Supposons que u’ # 0, donc pour tout k < n?, u* # 0 (par 'absurde).
On a alors h(u*) = u* o v — vou* = ku¥, donc u* € Ker (h — kidz(g)).

donc h — kidz(g) n’est pas inversible et det(h — kidz(gy) = 0, i.e. k est une racine de py.

Alors pj, admet au moins n? + 1 racines (de 0 & n?). C’est impossible.

Donc u™” = 0 et donc u est nilpotent

O Remarques !
% La réciproque est vraie : si u est nipoltente, alors il existe v € L(E) tel que u = uv — vu.

Et donc tr(u) = 0 et méme pour tout k € N, tr(uF) = 0.

Mais ce sera pour une autre fois. ..
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Probleme. Théoreme de convergence monotone

A. Intégrale de Wallis

On considere la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par : I, = ff (sinz)"dx
1.

™

2 T % s
Iy :/ ldz = 5 L = / sinzdr = [—cosz]§ =1
0 0

2. On considere t — % — ¢, bijective de [0, 5] sur [0, 5], et de classe C* et de dérivée ¢ — —1.
On peut donc faire le changement de variable u = ¢ — 5.

I, = /ﬂo (sin(G )" (~dw) = /O (cost)" dt

2

3. On considere les fonctions u : ¢+ —cost et v : t ~— sin"*! ¢, de classe C! sur [0, Zl.

Pour tout ¢ € [0, §], u/(t) = sint et v'(t) = (n + 1) costsin" t.
On pratique une intégration par parties :

™

w3

/1

/1,5

Inio = /05 o' (t)xv(t)dt = [u(t)v(t)}og—/og u(t)o'(t)dt = [costsin”“(t)}og—k(n—i—l)/o cos® tsin™ tdt

Et donc comme cos?t = 1 — sin®¢;

[N
w3

sin” tdt — /
0

On a donc (n+2)I, 12 = (n+ 1)1, ou encore

VneN, Iio=(Mm+1) (/ sin”*2 tdt) =+, — (n+ Do
0

n+1
VneN, I,o= I,
" T 42
4. Soit p € N,
2p+1 12(p+1) 2p+1
2(p+1) 2p+2 2p+2 2p I2p 2p+2
Puis par télescopage (multiplicatif) :
Ly "3 L _ﬁ2h+1 CIx3xBx-x(2p—1)  1x2x3x---x(2p—1)x2p
Io 0 Ton o 2h+2 2x4%x6x---x(2p) (2%x4x6x--x(2p)?

En ajoutant les multiplications des termes pairs en haut et en bas, plus simples & exprimer :
2x4x6x---x(2p)=02x1)x(2x2)x(2%x3)x---(2xp)=2"xpl

Ainsi

Et de méme (et plus rapidement) :

2p+2
2p+3

DLptn+r _ 2p+2
Iop i1 2p+3

Lyp1)+1 = Iopy1 = Iopia

Puis par télescopage (multiplicatif) :

-1 -1
L1 _ ”H L1 _ ”H 2h+2 _ 2x4x---x(2p)  _ 4°(p)’
L A4 D A2 43 3x5x - x(2p+1) (2p+ 1)

Et ainsi, comme I} =1,

L 4P (p!)?
T (2p+ 1)

/1,5
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5. Soit t € [0, T, la suite (sin"(t)), est décroissante (car sint € [0, 1]).
in" 2 (t) < sin" T (t) < sin"(t).

Donc pour tout ¢ € [0, F], si
, (croissante) :

Puis par intégration sur [0, 7]

‘In+2 <ILit1 <1, ‘

1
6. On sait que I,,10 = %In, donc en divisant tout par I,, # 0 :
n

<1
n+2 > I,

Le théoreme de convergence par encadrement donne

I,
lim 2 — 1

donc I ~ T
n—-+o0o In n+l n

7. On a donc pour n = 2p t d’apres les calculs précédents :

2% (p!)°
Iy (2p+1) 24P (pl)4 2 24P (p)4 " 2p y 1
L 2! (2p+1)[2p)]7  pl2p)] " 2p+1 " w
25(pl)? 2

.. .. . 2
Et comme cette limite vaut 1, ainsi que lim, 5=2-, on a donc
] P 2p+1>

D
oo [(2p)!)2p

X

- 24n(n')4 B n 2 24n(nl 4 1
(\/HIQnJrl) - n(2n+ 1)2[(271)!]2 o (2n+ 1) [(277‘)']2 —> Z

Et donc en prenant la racine carrée de cette limite

Nz

\/EIQnJrl — 7

B. Théoréeme de convergence monotone

Dans cette partie, on démontre le théoréme de convergence dominée (appelé aussi théoreme de

Beppo-Levi) sur un intervalle du type [a, +o0].
On commence par établir le théoréme sur les segments bornées [a, b] avant de généraliser.

1. Soit une suite de fonctions (f,) définie sur [a,b], KH-intégrable sur [a,b]. On suppose que
e cette suite est croissante, c’est-a-dire : V x € [a,b],V n € N, f,(z) < fni1(2).
e cette suite est convergente vers une fonction f sur [a,b] :V « € [a,b],V n € N, (fn(a:))n — f(x)

e la suite ( ff fn(t)dt) est majorée par une constante M (indépendante de n).

On fixe € > 0. Les premieres questions permettent surtout ici de s’accorder sur les notations.

(a) La suite de fonction (f,,) est croissante, donc, pour tout z € [a,b], fun(z) < fri1(z).
En intégrant sur [a, b], par positivité :

/fn /fn+1 t)dt = I 11

La suite (I,,) est donc croissante, par hypothese elle est majorée, donc

‘ (I,) est convergente‘

On note I sa limite. L’existence de ng découle alors de la définition de (I,,) /1T :

’ilexistenoENtelqueVn}no,I—eé]nglnﬂ<I‘

(b) Soit x € [a,b]. La suite f,(x) converge vers f(x).
Par définition, il existe N (qui dépend de z) tel que Vn>2N,|fn—f(z)<e
Donc pour 1> N, £(z) — € < falz) < f(z) +
Mais, comme par ailleurs, f,(z) est croissante, fn(x) < f(z), pour tout entier n € N.

‘Donc pour tout x € [a,b], il existe N(z) € N tel que ¥V n > N(z), f(z) — e < fo(z) < f(a:)‘
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‘La jauge 0, existe bien, car f, est KH-intégrable sur [a, D] ‘

On la choisit avec ¢ = 2% /1
€
VP = (([xo,xl],tl), . ([xp_l,a:p],tp)) dp-fine, |S(fn,P) — I,| < o0
(d) Soit h, KH-intégrable sur [a, b].
Soit € > 0 et § une jauge sur [a, b] tel que V P, §-fine, |S(h,P)| < €
On considere trois familles (a;)1<i<q, (bi)igi<q €t (2i)1<igq telles que :
— (a;), (b;) et (z;) sont croissantes, & valeurs dans [a, b]
— VieNg, lfz'*é(gi) QaiﬁxiﬂbiﬂxiJrL;i)
— Vi€ Ng_1,Jag, bi[Nai+1,biv1[= 0

Piste de recherche...
Le théoréme de Chasles nous donne envie d’étudier directement sur les intervalles [a;, b;], ce qui créera
une certaine jauge et on risque d’avoir du mal a revenir a la jauge ¢ initiale. Il faut se concentrer sur

les parties complémentaires.

On note by = a et ag4+1 = b, afin d’uniformiser les notations.
D’apres la relation de Chasles, h est intégrable sur [b;, a;11] (pour ¢ € [0, ¢]).

;41
Soit §; une jauge sur [b;, a;y1] tels que : V P; d;-fine, [S(hp, a,.1]5 pi),/ h(t)dt| < %
b; q
On note 6; = min(d;, d|p,,a,,])- Puis on considere P;, une subdivision J;-fine.

q
Alors P = (U P;) U U a;, b, x; ) est une subdivision d-fine de [a, b].
= i=1

Donc

b q Ait1 4q b;
S(h,P) - / = S Pi) — / B(t)dt+ 3 | () (b — ax) — / F(bdt
a 1=0 i=1 a;

7

q b; b q Qit1
|f(xl>(b’t - ai) - f(t)dt < S(ha 7)) - h(t)dt + S(h iy Q41 api) - h(t)dt
; /az /a ; I[b ] /b,-
b q Qit1 €
< (50) a3 50020~ [ 0] < et
Donc
q b; 3
Z f(z3)(bi — a;) — / f(t)dt| < 2¢ /
i=1 @i

(e) On considere alors 6 : [a,b] = RY, &+ dn (g ().
Soit P = (([wo, 1], 1), .. ([&p—1,2p], tp)), une subdivision d-fine. Pour tout n € N :

/1
> @k = wr1)(F(te) = Facen) (t) +Z< T — Ti—1) N () (k) / I (t )dt>
k=1
+Z/ e (t dtfl‘
Z <($k = p—1) ) () —/
k=1 *
+’Z/ I (t dt—]‘

On va s’intéresser a chacun des morceaux, cela nous donnera une condition sur n. ..
— Pour le premier morceau :

(2 = 21 (F(t5) = Five )| +

ol
Il =
-

/1

P

p
Z |xg — xp—1]e = eZ(xk —xp_1) =€(b—a)
k=1

k=1

p
Z Tk — Th—1) (f (tk) = I (k)

k=1




— Pour le deuxiéme morceau :

Z ((fk — 1) N () — /””k fN(tk)(t)dt>

k=1

/1.5

on reconnait p fois le lemme d’Henstock appliquée aux fonctions fn (-
Or on peut avoir plusieurs fois une méme fonction fu,) (si N(tx) = N(tn)), on les
regroupe donc ainsi, on trouve :

Z(( ok = Tr-1) ) (k) / Pt dt) Z >

Tk — 1) ) (te) — / I (t)dt

k=1 n=no N(ty)=n
+oo -
< Z Z (v — 1) fu(tr) — / fa(t)dt
n=ng N(t;)=n Th—1

Or d’apres le lemme d’Henstock et d’apres la définition de la jauge d,, associée a 55 :

p +oo
Z ((wlc — Zi-1) fn () (k) / I dt) Z in = m < 2e
= 2

k=1

— Pour le troisieme morceau :

Pour tout k, N(tx) = ng, donc fp,(t) < fye(t) < f(1), /1,5

b P
I—InO:I—/ fao®)dt =1 -5 [ futyde =1 - Z " e (0dE =0

k=1 k-1 k=1 k-1

Donc

/ N (4 — 1| ST =L, < e
k=1"YTk—1

Donc pour tout subdivision d-fine, |S(f,P) —I| < [(b—a) + 2+ 1)e.
Ceci est vrai pour tout € > 0

/1

b
Ainsi f est intégrable sur [a,b] et que / fodt=1

2. Sur lintervalle [a, +00l.
Soit une suite de fonctions (f,,) définie sur [a, +o00[, KH-intégrable sur [a, +oo[. On suppose que
e cette suite est croissante, c’est-a-dire : V x € [a,+oo[,V n € N, f,(z) < frny1().
e cette suite est convergente vers f sur [a,+oo[ : V z € [a, +00],V n € N, (fn(:c))n — f(z)

e la suite ( / :_OO fn(t)dt) est majorée par une constante M (indépendante de n).

(a) Soit b > 0. On vérifie chacune des hypotheses (sans oublier la premiere) :
e Par définition de la KH-intégrabilité sur [a,+oo[ de f,, nécessairement f,, est intégrable
sur [a,b], il en est de méme de f,, — fo (addition). /1
e Puis la suite f,, — fo est croissante sur [a, b] : /0,5

Vae [a,b],x € [CL, —‘r—OO[,V ne Nv fn(x) - fO(m) < fn+1(x) - fO(m)
e Puis la suite (f, — fo) est convergente vers f — fy sur [a,b] : /0,5

Vaé€labl,z€la,+oo[VneEN, (fu(z)-— fo(ac))n — f(x)— fo

e Enfin, la suite (fab fult) — fo(t)dt) est majorée :

b “+o00
/ Fult) — folt)dt < / fult) = fo(t)

car f, — fo est positive, puisque la suite (f,) est croissante
(&

etdonc/ fn—=fo=20,Vec>b (et ¢ = +00). Ainsi :
b

/abfn(t)fo<t)dt</a+°°fn(t>/a+oofo(t> <M/:°°fo<t)

On peut donc appliquer le théoréme de convergence monotone a ((f,, — f0)|[a, b])n.

/2




(b) On a alors, pour tout b > a :

b
f =Um(f, — fo) est intégrable sur [a,b] et / (f—=fo)= hm </ fn— f0>

+oo
Puis, par positivité de f,, — fo : / fn—fo< M- /

ainsi hm (/ fn — f0> M — /+<>0

Donc la fonction b +— lim (/ fn— f0> est bornée. /1,5
n
a
b1 b2
Et par ailleurs : si by < bg, fn—fo < fn — fo (positivité de f, — fo sur [by,ba].)
a abl by
Donc en passant a la limite sur n : lim fn— fo <lim fn—Jfo-
n n
b a a
Donc la fonction b +— lim / fn — fo | est croissante. /1,5
n
a

b
Ainsi, / (f — fo) admet une limite pour b — +oo.

b
Puis par addition : / f(z)dz admet une limite pour b — +o0, /1

’et donc f est KH-intégrable sur [a, +00]. ‘

O Remarques !
Avec le théoréme de convergence monotone, on démontre le lemme de Fatou (en prenant les liminf et
limsup de fonctions). Puis arrive le théoréme de convergence dominée. C’est le gros morceau du cours sur
lintégrale en seconde année.
En régle générale, il est admis. Sa version pour les intégrales de Riemann est plus faible.
Ici, on a fait le gros du boulot avant de démontrer le théoréme de convergence dominée (ou le théoréme de

convergence encadrée) pour les fonctions KH-intégrables sur des intervalles

3. On obtient alors le théoreme suivant : /2

Soit une suite de fonctions (g,,) définie sur [a, +o00], KH-intégrable sur [a, +oc]. On suppose que
e cette suite est décroissante : V « € [a,+00],V n € N, g, (2) > gnt1(2).
e cette suite est convergente vers une fonction g sur [a, +oo[ : V x € [a, +oo[,V n € N, (gn(x))n — g(z)

e la suite ( f gn(t dt) est minorée par une constante M (indépendante de n).

+oo +oo
Alors g est intégrable sur [a, +oo] et / g(t)dt = lim (/ gn(t)dt)

n

C. Calcul de I’intégrale de Gauss

. a2 . o
1. La fonction ¢z +— e™*" est continue sur R, donc admet une primitive ®.
b

Et donc pour tout b > 0, / e da = ®(b) — ®(0) a bien un sens.
0

Par ailleurs, ' = <p est positive donc ® est croissante. /1
Enfin, pour tout = > 1, —2? < —x, donc exp(—22) < exp(—z).
Donc par croissance de I’ mtegrale :

Ainsi ® est bomée27 /1

Et par conséquent, / ¢~*"dz admet une limite pour b — +oo (fonction croissante majorée).
0

‘ ¢ est intégrable sur [0, +oo[‘




2. On considere n € N.

(a) fn est continue sur [0, /n[ comme fonction polynéme et sur ]y/n, +oo|
et par ailleurs : lim f,(¢) = 0= lim f,(¢).
N vt

/1,5
Donc f, est continue sur R4
En outre, f, est donc intégrable sur [0, /n], puis nulle, donc intégrable sur R+
(b) Notons d’abord que
+oo Vn +o0 Vn
/ fn(z)da 2/ fn(sc)dx—F/ fn(z)de z/ fu(x)dx
0 0 NG 0
Ensuite, considérons h : [0, 5] — [0,1/n], t = /nsint.
h est bijective sur ces intervalles, de classe C! et h/(t) = /ncost.
On peut donc faire le changement de variable donné par x = h(t)
oo H 2 LR
/ fn(x)dz z/ (1 —sin®t)"\/ncostdt = \/H/ cos?" 1 tdt
0 0 0
Donc
+o0 /2
/ fo(@)dz = V/nlania
0
(¢) On applique tout simplement le résultat final de la partie A
/1
+oo \/,E
li w(x)dz | = 1 Iopyi1 = ~—
i ([ ) =t Vit =
3. Soit z € R,
on sait bien (et sinon, il est grand temps de le savoir) que (1 + %)n — Y.
Donc avec y = —22 : f,(z) — e~
/2
Ainsi pour tout z € Ry, lir_~1_1 fu(z) = p(x).
n—-+o0
4. Croissance de (fn(x))n
(a) Soient a,b > 0, donc \/a et v/b existe, on a alors
b
Va—vVb)?>20=a+b—2Vab>0—= “; > Vab
b
Va,b>0, a; > Vab /1
gm
2 ai 2m
Puis considérons pour m € N*, Py, : <V (ay,az,...a2n) € (Ry)?", 1:21m > VT ai>
i=1

— Pour m = 1, on retrouve la formule précédente.
— Soit m € N*. Supposons que P, est vraie.
Soient a1, as, . ..agm+1, une famille de 2™+1 = 2 x 2™ nombres positifs.
On note alors by = ay,...bam = agm et ¢ = agm41,...Com = Ggm+1,
deux familles de 2™ nombres positifs.

2m+1 2m 2771 2771 2771
Zaq; ZbZ+ZCZ qu ZC,’
i=1 =1 -1 1| = i=1
2m+1 - 2m+1 - 5 2m + Qm

On applique I'inégalité précédentes pour deux termes puis P,, a chacune de ces familles

2m+1 2771 2m, 27n

2m
doai X b e ) bz e
1=1 =1 1=1

i=1

i i _ i i=1 2m ) 2m )
om+1 2 om X om T om om 2 H b; x H Ci
=1 =1




Ainsi Py,41 est vraie.
On a donc démontré I'inégalité arithmético-géométrique pour un nombre de termes égal a
une puissance de 2

/2,5
om
>
* m i=1
¥V m e N*V (a1, az,...agm) € (Ry)? 2T (IAG)
(b) Soient x € Ry, et n > 22, donc n + 1 > 22, également.
On considére m € N tel que 2"~! < n < 2™ (m = [{22])
On peut appliquer (TAG) car il s’agit d’une famille & termes positifs. On cherche les deux
moyennes :
1 & 11
2
S =g = 2m(nx( )+1+(2’”—n—1)><(1—n—+1))
i=1
1 2 m '12
:ﬁ((nJrl)—x +2m —(n+1)— n+1 . ) :1_n+1
2™ 2 2 2 2
m T x m
7177 1 1— 2777,71:1777’7,17 2M—n—1
g KLk (1= ) (1-Zyra- )
Ainsi, en élevant a la puissance 2™ l'inégalité arithmético-géométrique :
1 om 2m om
(53] =I»
i=1 i=1
C’est-a-dire, ici :
22\ x? 22 om 22 " x?
1— >1_7n1_ 2777,71:> 1— >1_7n
( n—i—l) > ( n)( n—i—l) n+1 > ( n)
2 m
apres avoir divisé par (1 — 1)2 —n=l> 0
" /2,5
2\ " 2 n+1
x x
1-— ) <(1-
(-%) <(-%)
(¢) Soit x € R4. Soit n € N.
— Siz = +/n, alors fp(x) =0et frri(z) >0, donc fri1(x) = fu(z)
n+1
— Siz < /n, alors x < v/n+1 et done fr(z) = (1—%2) <(1 njl) = fur1(2).
Dans tous les cas : fn1(z) = fn(z).
/1,5
‘La suite (fn(x), est croissante (z est fixé). ‘
5. On vérifie les hypotheses de la partie B :
— Pour tout z € Ry, la suite (fn(x))n est croissante et convergente vers ().
+oo
— La suite I,, = fa(t)dt = /NIy, 41 est donc croissante. Elle est convergente donc bornée.
On peut appliquer le théoréeme de convergence monotone (Beppo Levi), on a donc
/1,5

400 400
/ p(z)dz = lim Jn(z)dz
0

n—oo 0

6. Et plus précisément

B +o0 B N /1
G= /0 o(z)dx = 5




