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Devoir a la maison n°14
CORRECTION

Probleme

Partie I. Un produit scalaire sur E

1. Soit a, 8 >0, a® — 208+ % = (a — B)* > 0, donc

af < (o + %)

N | —

2. Donc pour tout = € R, |u(z)| X |v(z)| < %( z)|* + [v(2)]?).
w@p(e)e ™| < 2 (u(@) e + fo(a) 7).
+o0 t+oo
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Par ailleurs, u et v appartiennent a F, donc (u(;r)) e " dzet (v(m)) e * dz convergent.
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Par majoration de fonctions positives :
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Og/o ‘7“L(’L")v(3”)eﬂc2 da:g/o %(|u(:c)|26”“ +lo(a)|%e 7I2)dm</0 5 (Ju(= )™ Ho(@) e )dz

b
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Donc X / .u(m)v(x)eiz ‘dx est croissante (intégrant positif), majorée donc convergente.
0

Puis en notant ¢ = max(y,0) et ¢~ = —min(p,0),ona:|p| =" +¢ , o=t —¢p.
Et donc 0 < o1 < |p| et 0 < o™ < ol
X

2\ +

Donc X / (u(m)v(az)eiz ) dz est croissante, majorée donc convergente.
o —

Donc X / u(z)v(z)e™ ™ ) dx est croissante, majorée donc convergente.

Et enfin par addition : X / u(x)v(x)6712d17 est convergente.
0

0
De méme : X — / u(m)v(x)eizzdx est convergente.
-X

—+oo
/ u(m)v(w)e_$2 dz converge
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3. (a) L’ensemble des applications continues sur R est un espace vectoriel. Nous allons montrer que E est
un sous-espace vectoriel de C°(R, R).
Soient u,v € E et A\, u € R.
Alors (\u + pv)?(z) = A2 (x
+

OrquEdonc/ (u

+ 20 u(e)o(@) + po(a).

)
(x))Qe_x dz et 1 (v(x))2e_$2dﬂc convergent

+oo 2 +oo 2
et par conséquent / e " dx et / (;w(a:))ze*’: dx convergent,
+ 2 T o 2
et d’apres la question 2, / ~* dx et donc / 2 pu(z)v(z)e™™ dz convergent.
oo — 00

Par conséquent / ()\u(x) ;w(a:))2 - dz converge et donc \u + pv € E.

—o0

‘ E est un R-espace vectoriel (sous-espace vectoriel de C°(R,R)).

+oo +oo
(b) — (ulv) = / u(:c)v(m)e_mzdx = / v(m)u(m)e_w2d:c = (v|u). Le produit est symétrique.

—+oo
— Aur + douslv) = / (>\1U1 (z) + /\gug(x))v(x)efrzdx

—o0

+oo 2 +oo 2
=M\ / u(zv(z)e” ™ dx + )\2/ uz(z)v(x)e™ ™ dz = A (u1]|v) + A2 (uz|v)
— o —o0

par linéarité de l'intégrale.

Donc le produit est linéaire a gauche, puis par symétrie il est linéaire & droite.
Ainsi le produit est bilinéaire.



+o0 2
— Soit u € E, (u|u) = / uw?(z)e”™ dz < 0, car pour tout = € R, u2(ac)e_":2 <0.

(oo}
Donc le produit est positif.
+oo

— Soit u € E tel (u|u) =0 donc / uz(:c)e_zzdx =0.
—o0
Or il s’agit de 'intégrale d’une fonction positive et CONTINUE
donc nécessairement pour tout = € R, u? (gc)e_“”2 =0 i.e u(z) = 0 donc u = 0.
Donc le produit est défini.
Par conséquent

‘ () est un produit scalaire sur E. ‘

1
4. Tl existe donc A tel que pour tout t > A, |f(t)] < oE Donc

X X -11* 1
< — = | — il
/A |f(t)|dt\/A St {t L -3

Donc /X | f(t)|dt, puis /X(f(t))+dt et /X(f(t))fdt et enfin /X f(t)dt convergent.
A

A A A

A
Donc en additionnant / f(t)dt (car f est continue) :
0

T / f(t)dt admet une limite.
0
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Soit u € F, on doit montrer que v € E i.e. que u est continue et que / uw?(z)e”™ da converge.
— 00

Or u est une fonction polynomiale donc nécessairement continue.

En outre, si Pon note d, le degré de u, alors u? est de degré 2d.

z —z? | 2 2d+26712

Donc u2(x)efz2 = |u2(a:)efzz| ~ aZrle” 2, puis z2 x |[u®(z)e ~ agT — 0.
z— 400 T—+00 z—+00

donc lintégrale fj;f uz(:c)efzzdm converge et donc u € E.
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Partie II. Polynémes d’Hermite
1. w est de classe C* sur R.

Pour tout = € R, w'(z) = —2ze W = (—2+ 41’2)6712 et w® (z) = (8 + 4z — 8:63)6712.
Donc

pour tout € R, Hy(z) = 2z, Ha(x) = 42 — 2, Hz(2) = 82° — 12z.

2. (a) Soit n € Net z € R, comme w'™ = (—1)"6_“”2Hn(x) on a

2 2 2 2

Hysa(z) = ()" 0"V (2) = (-=1)""e” (") (2) = (-1)""e" ((-1)"e™" Ha)'(x)

2

Hpir(z) = (1) e (1) (=2ze ™ Ho(z) + Hoe ™) = 20H, (z) — H ()

(b) Notons d,, le degré du polynéme n.
Alors le degré de H), est d,, — 1, celui de = +— 2z H,(z) est dy, + 1.
Donc nécessairement, dn+1 le degré de Hy,,41 est égale a dp, + 1.
Ainsi pour tout n € N, dp41 = dn + 1, donc la suite (d,) est arithmétique de raison 1.
Par conséquent d,, = n + do.
Et comme Hy = 1, alors dop = 0 et donc

‘ pour tout n € N, H,, est un polynéme de degré n.

Ho(z) = 1 donc Hi(z) = 2xHo(x) — Hy(z) = 2.

Hy(z) = 22 donc Ha(z) = 22 H, (z) — Hi(z) = 42® — 2.

Ho(z) = 42 — 2 donc Hs(z) = 22 Hz(x) — Hy(z) = 823 — 12

Hs(x) = 82 — 122 donc Ha(x) = 22 Hs(zx) — Hi(z) = 162* — 4827 4 12.

3. Notons a,, le coefficient dominant de H,,.
Celui de 2z H,,(z) — H,,(x) est alors 2a,, (pour des raisons de degré).
Et donc pour tout n € N, an+1 = 2a,, c’est une suite géométrique de raison 2.
Donc comme ap = 1,

‘ pour tout n € N, le coefficient du terme de plus haut degré de H,, est 2".

4. Posons pour tout n € N, P, : “pour tout x € R : H,(—z) = (—1)"Hp(z)”.
— Hy(z) =1, donc pour tout z € R, Ho(—z) = Ho(x) donc Py est vraie.



— Soit n € N, supposons que P, est vraie.
Alors pour tout z € R, H,(—z) = (—1)"H,(x), que 'on peut dériver :
par composition : V& € R, —1 x H'(—z) = (=1)"H},(z) (/0,5) donc H}(—z) = (—1)" "  H, ().
Donc pour tout € R, Hy1(—2) = 2(—2)Hy(—2) — Hp(—2) = —(=1)"2xH, (z) — (—1)" " H (2)
= (=1)""[2zH,(z) — Hj,(x)] = (=1)" " H,41(x) Ainsi, Ppy1 est vérifiée.
Bilan :

‘pour tout n € N et tout z € R: Hy(—z) = (—1)"Hn(z). ‘

Par conséquent,

‘ H, ala méme parité que n. ‘

Partie III. Lien entre le produit scalaire et les polynémes d’Hermite

1. (a) Soit P € F, n € N*.
(P'|Hooy) = —— /+°° P/ (t)Hn_1(t)e * dt
VL
Nous allons faire une intégration par parties sur un intervalle sur [—z, x].
Soit w : t Hn_l(t)e_752 de dérivée u' : t > H,/L,le_t2 — 21€Hn_1(15)e_t2 = —Hpe~
d’apres la relation de récurrence.
On considere aussi v : t — P(t), de classe C' sur R.

+2

x 2 2 2 +z 2
} P'(t)Hp_1(t)e " dt = P(z)Hn_1(z)e™" — P(—2)Hy_1(—z)e™” 7/7 P(t)H,(t)e " dt

En passant & la limite (comme P X Hy,_1 est un polynéme : lirin P(z)Hp—1(x)e =0),on a
Tr—r OO0

[(P'|Hao1) = (PIH.). |

(b) Soit n € N* et P € F,_1.
Notons pour tout k < n : uy, = (P*™|H,_y).
Alors d’apres (a), tant que n —k >0 (l.e. k <n), on a up = ((P<k))’|Hn,k,1) = Uk1-
Donc la suite uy est constante pour toute valeur k comprise entre 0 et n.
Ainsi

(P|H,) = uo = un = (P |Hp) =0

car P =0 car degP < n — 1.
(¢c) Soit n € N. Soient h,k € [0,n], h # k.
Supposons que h < k (cela serait identique si h > k),
Alors deg(Hp) = h < k donc Hy, € Fj—1 et donc d’apres (b) : (Hn|Hy) = 0.

‘ pour tout n € N, la famille (Ho, ... Hy) est orthogonale dans F. ‘

2. La famille (Ho,... Hy) est orthogonale donc elle est libre.
Pour le démontrer il suffit de faire : 0 = (0[0) = (MoHo + -+ + AnHn|XoHo + - + M Hyn) = 37 2
Cette famille est composée de n + 1 vecteurs, c’est-adire en nombre égal a dim F;,.
Donc

‘pour tout n € N, la famille (Ho, ... H,) est une base de F,. ‘

3. Soit n € N.
(a) La démonstration faite en 1.(b) reste vraie :
la suite vy = (H|H,_1) est constante pour k € [0,n]. En particulier

o> = (HalHa) = vo = v = (H|Ho) |

(b) H,, est de degré n, donc H™ est égal a n! multiplié par le coefficient dominant de H,,.

Or on a vu que celui-ci valait 2" (IL.3.).
1 Foo -z n N T .
Donc ||H,|* = (2"n![1) = —/ nle™ = 2"n! d’aprés la remarque préliminaire.

T J 0o

Finalement
1Ho | = V270l
Partie IV. Un endomorjyhisme symétrique
1. Soient A1, 2 €R, P;, P, € F.
FOUPL +22P) = —(M P+ XaP2) + 2X (M P+ X2 P) + (M P+ A2 P2)

= =M P — APy +2X M P +2X X Py + (M Py + Ao P2) = M f(P1) + Ao f(P2)
par linéarité de la dérivation.
Donc f : F' — F est un linéaire et

‘ f est donc un endomorphisme de F'. ‘

On admet que g et h sont aussi des endomorphismes de F', et on note Idr ’application identique de F'.



2. (a) Soit P € F,
(goh)(P) =g(h(P)) = g(P") =2XP' = P" = f(P) - P = (f —1dr)(P)
(hog)(P)=h(g(P)) = (9(P))" = 2P +2XP' — P" = f(P)+ P = (f +1dr)(P)

Finalement :

[goh=/f—1dpet hog=f+1dp|

(b) Onadonc gohog=(f —Idr) o g mais aussi gohog=go (f+ Idr)
Donc fog—g=go f+ g et finalement :

\f09—90f22g\

3. Supposons donc que P est non nul et vérifie f(P) = AP.
Alors f(g(P)) — g(f(P)) = 2g(P), donc f(g(P)) =29(P) + g(AP) = (24 X)(g(P)), par linéarité.
Donc

‘ si g(P) est non nul, alors g(P) est aussi un vecteur propre de f pour la valeur propre A + 2

4. (a) Ho =1 donc f(Ho) =1= Ho puisque Hp est un polynéme de degré 1.
(b) Soit k € N, g(Hyx) = 2XHy — H;, = Hyy41 d’apres la relation de récurrence sur les polynomes

d’Hermite.

Posons ensuite, pour tout k € N, Qp : “f(Hy) = (2k + 1)Hy”.

— f(Ho) = (2x 0+ 1)Ho = Ho d’apres la question précédente.
Donc Qg est vraie.

— Soit k € N, supposons que Py, est vraie.
Alors f(Hy) = (2k + 1)Hy et donc d’apres la question 3 : f(g(Hg)) = ((2k + 1) + 2)g(Hy).
Or g(Hy) = Hiy1 et 2k +1+2=2(k+1)+ 1.
Donc Qg1 est vraie.

La récurrence est démontrée :

’pour tout k € N : f(Hy) = (2k + 1) Hy. ‘

5. Soit P,Q € F,
On considere u(t) = Ple " et v(t) = Q(t), de classe C' sur R.
Alors on a u/(t) = P"(t)e™ — 2tP'(t)e " = [P(t) — f(P(t))]e " et v/(t) = Q'(¢).
Le crochet converge : u(t) x v(t) R 0 (polynéme x exponentielle)

On peut donc effectuer une intégration par parties :

—+oo +oo —+oo —+oo

QWP (e dt = / w(t) ()dt = 0 — / L= — [ QW (@) - FPW)e

—oo —oo —oo —

[pour tout (P,Q) € 72 : (P'|Q) = (/(P)|Q) - (P|Q). |

6. Soit n € N.
(a) f(P) est bien un polynoéme.
En outre deg(P’) = deg(P) — 1 et deg(P") = deg(P) — 2, deg(2X P') = deg P.
Finalement, deg (f(P)) = deg(P), donc P € F,.
Par conséquent,

[V PeF, [(P)cF|

On note f, ’endomorphisme de F,, défini par : V P € Fy, fo(P) = f(P).
(b) 1 s’agit de montrer que pour tout P,Q € F,, (f(P)|Q) = (P|f(Q)).
Soit P,Q € F, alors fr(P) = f(P) et fo(Q) = f(Q).
On sait (P'|Q") = (f2(P)|Q) — (P|Q)
et par symétrie du produit scalaire (P'|Q’) = (Q'|P’) = (f»(Q)|P) — (Q|P).
Donc (fn(P)|Q) — (P|Q) = (P'|Q") = (fx(Q)|P) — (Q|P).
Et comme (P|Q) = (Q|P) on a donc (fn(P)|Q) = (fn(Q)IP) = (P|f(Qn))

et donc

‘ fn est un endomorphisme symétrique de F,. ‘

(¢c) fn est diagonalisable dans une base orthonormée de Fi,.
Par ailleurs, nous savons que pour tout k[0,n], fn(Hr) = f(Hx) = (2k + 1)Hj, 4.(b).
1

Notons, pour tout k < n, Hy = Hy, = Hi.
P ST e T HA
Par linéarité de f : f(Hx) = (2k + 1)Hy.

Donc la famille (Ho, H1, ... H,) est une famille de vecteurs propres de f,,
Et nous savons également que c’est une base orthonormée de F, (d’apres III.)

5

Une base orthonormale de F), constituée de vecteurs propre de f,, est donc (Ho, Hi, ...




