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Devoir a la maison n°13
CORRECTION

Probleme 1 : Marche aléatoire sur un graphe

A. Marches aléatoires sur un graphe fini sans absorption

1/2

1/4
Graphe G

On étudie dans cette question quelques propriétés de la marche aléatoire sur le graphe G;.

1. X, est une variable aléatoire, avec X,,(Q2) = {1, 2, 3}.
Donc ([X,, = 1], [X,, = 2], [X,, = 3]) forme un systéme complet d’événements.
On peut appliquer la formule des probabilités totales (trois fois) & X, 41 =1 :

P(X, 1 = i) = P(Xy = )xPx, 1 (Xnp1 = )+P (X, = 2)x P, —o(Xpj1 = i)+ P(X,, = 3)xPrx, _3(Xs1 = 1)
Les probabilités conditionnelles sont données par le graphe G1, on a donc

P(Xo1 = 1) = P(X, = 1) x 04 P(X, = 2) x 5 + P(X, = 3) x

1
P(Xn+1:2):P(Xn:1)><%+P(Xn:2)><0+P(Xn:3)><:1;
P(Xn+1:3):P(Xn:1)x—+P(Xn:2)x%+P(Xn:3)><§

Et donc avec

,ona Y, =AxY,

N = O N =

DO | = | s | =

NN~ O

O Remarques !
Cette matrice A est qualifiée de matrice stochastique car ¥V j € N3, Zle JJA)Y = 1.
Ce résultat est nécessaire dans ce contexte, car il s’agit d’une somme de probabilité pour des événements
formant un systéeme complet. Dans ce genre de probléme (trés fréquent), on pourra étre attentif a ce genre
de remarque. Certains sujets se concentrent méme directement a étudier ce genre de matrice (cela donne
le théoréme de Perron-Frobenius)

2. 11 faut faire la récurrence. Il ne s’agit pas d’une suite géométrique car ce n’est pas une suite
numérique.

Posons VneN, P, : <Y, = A"Y) »
— A° =T (identité), on a donc P, vraie.
— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.
Alors Yy, 11 = AY,, = A x A"Yy = A"H1Y)
Donc P,,+1 est vraie.

‘ On a démontré par récurrence : pour tout n entier naturel, Y,, = A™Yj




1
3. La derniere équation donne P(X,, 11 = 3) = §(P(Xn =1)+PX,=2)+P(X, =3)).
Or on a vu que ([X,, = 1], [X,, = 2],[X,, = 3]) forme un systéme complet d’événements, donc
P(X, =1)+P(X, =2) + P(X, = 3)

=1.
Ainsi, pour tout n > 1, P(X,, = 3) = %
4. (a) Les calculs donnent :
311 0 % 1
A% = i3t Cpuis A224—-T)= | L ¢ t —A
iyt to1
2 2 2 2 2 2

Ainsi : 243 — A% = A, et donc

1 1
3_ L2 1L
A —2A +2A

(b) 1l s’agit de montrer que pour tout entier n non nul, A" appartient & vect(A2, A).
Posons, pour tout entier n € N*, Q,, : < 3 up, v, € R tels que A” = u, A2 + v, A >
— C’est vrai pour Q; (et Qy également) avec u; =0etv; =1: A =042+ 14
— Soit n € N*, supposons que Q,, est vraie.
ATl = A x A" = A(up A2 + 0, A) = un A% 4 0, A% = (Jup, +0,) A% + (Fun) A
Et donc Q,, 41 est également vrai.

‘ Pour tout n entier naturel non nul, il existe u,, v, € R tels que A" = u,, A + vnA‘

(¢) La question précédente nous permet d’affirmer que

1
Up4+1 = ?un +up,
Un+1 = 3JUn
On trouve donc
. 1
pour tout entier n non nul u, 49 = §un+1 + Upg1 = §un+1 + iun

(d) On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
L’équation caractéristique est 222 — 2 — 1 =0, de racine 1 = 1 et 25 = f%.
Donc il existe A et B réels tels que V n € N*, u,, = A1" + B(—3)".
En outre u; = 0 et ug = 1 (car A2 = 142 + 04),

onadoncA—%BzOet A—l—iB:l, doncAz%etB:%Parconséquent:

fout enti Lup = 24+ 2 5 (<L ep o, = 2
our tout entier n non nul U, = — — —_ = et v, = “Up—1 = = — —_ =
P 373 2 gtn—t 3

O Remarques !
L’équation caractéristique trouvée est la méme que le polynome caractéristique de A.
A étant stochastique, on démontre que 1 est nécessairement une valeur propre (racine du polynéme), les
autres sont de module nécessairement strictement inférieur a 1. Autrement écrit : 1 est toujours racine

évidente.

5. Onaalors Y, =A"Yy = ((2+2x(—3)") A2+ (3+2x(—3)" 1) A4) Yo
Or par hypothese : Yy = (1) . Seule la premiere colonne de A™ nous intéresse.
On trouve donc "
(MR L N IR A




B. Marches aléatoires sur un graphe fini avec absorption

1 3/5 1

2/5

1/5

1/5
Graphe G4

1. Pour tout couple d’entiers (i, ) € (N5)?, on note a; ; la probabilité que Ay soit absorbée en j
sachant que Xy = 1.

(a)

(b)

Puisque 4 et 5 sont absorbants, on a nécessairement

‘a4’4 = a55 = 1et Q4.5 = A54 = 0‘

Notons Y la variable aléatoire qui indique le numéro d’absorption de la particule.

On cherche donc a; 4 = Px,=;(Y = 4) pour i € {1,2,3}.

Or ([X1 =1],[X1 = 2], [X1 = 3], [X1 = 4], [X1 = 5]) est un systeme complet d’événements.
On peut appliquer la formule des probabilités totales a la probabilité P x,—;

5
a;j = ZPXO:i(Xl =k) X Pxo=inx,=k) (Y = 4)
k=1

Ce qui d’apres le graphe donne (et en prenant : (a1,4,a24, 034, 4.4, 054 = (2,Y, 2,1,0))

3 1 1 3 1 1
r = ?c +§y +§z +0x 1+ 0x0 =§x+§y+§z
2 2
Yy = - +=-y +-z +-x14+ 0x0 =—-zx+_-y+-2z+4+—
[ T 2 Tor b0
z o= g —|—gy —|—5z +0 x 1+ gXO :5x+gy+gz
On a donc les systémes équivalents
?2:0 +§y +%z =0 —2r 4y +z =0
S & ?’c f§y +§z = 7% & r Ay 4z =-2
T +zy —Fz = T +y -4z =0

Faisons L3 — L1 puis LQ — %(LQ — Ll), L3 «— L3 + 2L1 et enfin L3 «— L3 + 3L2

T +y -4z =0 r 4y -4z =0 r +y —4z =0
S & z -4y 4z =-2 & -y  +=z z—% < -y +z :—%
-2z +y 4z =0 +3y -7z =0 4z =-—z
Il ne reste plus qu’a remonter le systeme :
_ 3
0
Sy = % +z=1
T o=-ytdz={=3

On remarque que le graphe est symétrique entre 4 et 5 a condition d’intervertir 2 et 3.
On a donc

1 7 3

=, 024 = Q35 = et azq = ass =
2’ 10 10

a14 =0a15 =

Notons Abs; I’événement : < la particule est absorbée en 4 ou 5, sachant qu’elle part de 7 >.

On a alors P(Abs;) = (a;4 + a;5).

Or on a P(Absy) = 1 + 1 =1, P(Absy) =
P(Absl) =140=1et P(Absl) =

= = 1, P(Ab83) =

=1

3 3 7T _
10 T 10 =1 T1 =L

7
&+
+1

Donc,

‘quel que soit le départ, la probabilité que As soit absorbée (en 4 ou en 5) est égale a 1




(e) On cherche Py_4(Xo = 3). D’apres la formule de Bayes :
Px,—s(Y =4) x P(Xp=3) _

Px,—3(Y =4) x P(X, = 3)

Pyv_4(Xo=3) =
y=4(Xo ) P(Y = 4) 5
S Px,—i(Y =4)P(X
i=1
Puis comme X est uniforme sur N3, on a P(Xo =1) =P(Xy =2) =P(Xy =
i X l 1
Py —4(Xo =3) 11 10713 31 &
33 t13 T 105 O

Donc,

1
sachant que A5 est absorbée en 4 et X, uniforme, la probabilité qu’elle soit partie de 3 vaut 3

2. (a) Partant de 1, on ne peut pas étre absorbée donc P(T; = 1) = 0.

Comme en question 1.(b), on exploite le systéme complet d’événements [ X
5

P(T1 =k+ 1) = PX():l(Tl — k+1)
i=1
Or Pix,—i)nx,=i)(Th =k +1) =P(T; = k) :
c’est comme si la particule démarrait de i et était absorbé en k coups.

On a donc

i :

= ZPXOZI(XI = Z) X P(Xg:l)ﬁ(Xlzi)(Tl =k+ 1).

P(T

1)=0

etVE>1

P(T1:k+1):

3 1
SP(T = k) + =P(Ty =
5(1 )+5(2

k) + %P(Tg — k)

(b) On peut ensuite calculer E(T}) =

+oo
E(Ty) =0+ (k+1)

k=1

=k) + P(

(3

+oo
> kP(Ty = k)
k=1

(3P(T1 = k)

ot

=k)+ P(Tgfk >+Z (3

=P(T) =

1
-P(T1:
+5 (T

= k)

1)+ +§Ojo(k +1)P(Ty =k +1)

k=1

1
+ EP(TB = k))

=k)+ P(

E(T) = 5

3

5

5

5

5

5

5

“E(Th) + 1E(Tg) + 1E(Tg) + -+ ! + oy “E(T))

3

+ 1E(Tg) + 1E(Tg)

5

5

5

(la somme des probabilités vaut 1)

(¢) De méme, on a

etVk>1

Plhy=k+1)=

1
“P(Ty =
5(1

1
k) + =P (T,

— k) 4 SP(Ty = k)

5 5

etVk>1

P(Ts=k+1)=

1 1
-P(Ty =k —P(T, =
5(1 )+5(2

k) + éP(Tg — k)

Puis E(T5)

+o0
— S kP(Ty = k)

1

k=1

=P(Ty=1)+ +zoo(k +D)P(Ty =k+1) et

— B+ %P(Tg - k))

E(T») =

2
-+

5

5

1E(Tl)

5

5

5

5

5

5

1 1 1 1 1 1
+ -E(T)+ -E(T3)+ -+ - + - =1+ -E(T1)

1
—E
+5

(T»)

1
—-E
+5

(T3)

= E(T3)

Par conséquent,

3 1 1
-z +-y +-z +1 ==

(E(T1),E(T»),E(T3)) est solution du systéme +1

(I,y,Z)Z o —|—7y +-z

1

-z +-y +=-z

1
5 5 5 i

(d) La résolution du systéme donne (on peut prendre les mémes opérations élémentaires que
pour 1.(c) ) :

40404

(E(T1),E(T»),E(T3)) = (25 15 15)




