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Devoir surveillé n°10
CORRECTION

Les points qui figurent en marge sont écrits & titre indicatifs, ils sont susceptibles de changer (légérement)
selon la qualité des copies.

Exercice
Le sujet est le dernier exercice de la seconde épreuve E3A MP 2018

On note U, le nombre de valeurs distinctes prises par les variables Xy,..., X, :si k1,...,k, sont
les valeurs prises respectivement par X, ..., X, alors U,, prend la valeur |S| ou S = {kq, ..., k,} pour

tout (ki,...,kn) € [1,€]".

1. On suppose dans cette question seulement que n =2 et £ > 2.
(a) Ici n =2, il n’y a que deux variables aléatoires : X7 et Xo.
Il y a deux options incompatibles : X; # Xo = Uy = 2 ou bien X; = Xy =— Uy = 1. /0,5

Ux(02) = {1,2}

¢
(b) On a les équivalences : Uy =1 <= X; = Xy —> (X1 =knXy=k).
k=1
Donc, par incompatibilité puis indépendance :
¢ ‘ ,
P(U,=1)=) P(X;1=knXa=k) =Y P(X1=kP(Xy=k) =5 =
k=1 k=1

~
[V}
SN

car la loi suivie par X; et X est la loi uniforme sur [1, £].

Comme la somme des probabilités vaut 1 : /1,5
1 -1
PU;=1)=- Pl2=2)=——
4 4
(¢) On a alors
1 ‘-1
E =1-4+2——o
(o) =13 25 /1
20 —1
B(U;) = =

2. On se propose de simuler en Python la variable aléatoire U,, pour n = 10 dans le cas ou £ = 25.

(a)x 1
1| import random as rd
;| def simulU(n,1):

A """simulation de U_n, pour n et 1 donnés en argument"""
liste=[]

6 for k in range(n):

7 X=rd.randint (1,1)

8 if X not in liste :

9 liste.append (X)

10 return(len(liste))

12| print (simulU (10,25))

/1
(b) On exploite

N
e 1
la loi faible des grands nombres : avec Sy = ~ ]; Us. /1

Chaque U¥, suit la loi de Uy et formant des variables aléatoires mutuellement indépendantes.
Alors chaque U, et Sy ont la méme espérance E(Uyg) :

YVe>0, lim P(lSN—E(U10)| <6):1
N—00

On fait le calcul d’un grand nombre N de simulation de Ujg. La moyenne est une bonne
approximation de E(X) (estimation!)



def espU(N):

2 S=0

3 for k in range(N):

A S+=simulU(10,25)
5 return (S/N)

/1

O Remarques !
On trouwve informatiquement pour une simulation : 8,3615 (puis 8,3701 et 8,3913. . .pour deuzr autres
simulations).
Alors que E(U1p) = 25 (1 - (é—)m> ~ 8,37918... (formule trouvée plus bas)

3. U, peut prendre toutes valeurs entiéres plus petite que n et que 4. /0,5

| U,,(9) = [1, min(n, ()] |

4. Soit ¢ dans [1,n]. Soit S une partie de [1, £].
La loi de probabilité est uniforme, si 'on note S = {a1,...ax} C [1,/], alors

k
P —ah Z

/1

Mw

P(XiES)ZP(Xi:alUX,‘:aQU. —ak

N\»—l

h=1

par incompatibilité puisque X; est une variable aléatoire.
Puis, comme k = || :

P(XZ 65)2@

5. Soit a dans [1,¢]. Les événements (X; # a),...,(X,,—1 # a) sont indépendants :
/1

n—1 /-1 n—1
P(Xi#a,.... Xo1 #0a)= [[P(Xi #a) = (é)
i=1

6. Puisque X, est une variable aléatoire qui prend les valeurs de 1 a ¢, on a I’équivalence :

14

[Xl #Xny"'aXn—l #XTL] <~ U (Xl #aw")Xn—l 7&0’7Xn :Cl)
a=1

Puis comme ces événements sont incompatibles (on ne peut avoir X,, = a et X,, = a’ si a # a’).

1

P(X)#Xn,... . Xn 1 #X,) =Y P(X1#a,..., X, 1 #0,X, =a)

a=1

Puis par indépendance entre X,, = a et (X1 # a,...,X,—1 # a) (lemme des coalitions) :

¢ -1
P (X1 # Xuy- o, Xom1 # Xa) = 3_P(X1# 0, Koy # a)xP(X Z(£_1> ‘
a=1

a=1

/1,5

L

n—1
P(X1 % Xnyoooy X1 # X,) = (f—l)

7. On peut faire un raisonnement équivalent au précédent,
mais au lieu de raisonner sur X,,, qui est un singleton ; on raisonne sur Xy,... X, _1.
Comme {X71,...,X,—1}(Q) = P¢ ot P, désigne 'ensemble des parties non vides de [1,¢], on a :

(X1 # Xpyoo s X1 # X = | (X1, X2y, Xo1) = 8, X0 ¢ 5)
SeP,

Puis par incompatibilité et indépendance de X,, de (X1, Xa,...,X,—1), on a /2

P(Xy # Xp, .. . Xn1 #Xn) =Y [PH{X1....,Xn 1} =8) xP(X,, ¢ 9)]

SeP,;

Y PHX1,.. . Xpa} =8) x (1-P(X, €9))]

SePy



Et donc, avec le résultat de la question 4 :

P(Xl 7é Xna cee 7X77,—1 7é Xn) - Z P({Xl, . aXn—l} = S) (6 _€|S>
SeP,

ou P, désigne l'ensemble des parties non vides de [1, £].

8. Soit n > 3. P, désigne 'ensemble des parties non vides de [1,¢].
On les ordonne en fonction de leur cardinal. On note donc

(ﬂlﬂ]) = {S € Py tel que |S| = k}

k
min(n,£) min(n,£)

EUp1)= Y kPUpi=k)= > k Y PX,.... Xp}=95=)> [SP{X1,....X,1}=5)
k=1 k=1 ge(Iy) SePy

Or d’apres la question précédente :

P(X) # Xn,oo o, X1 # Xn) = Y P{X1,..., Xn} = S)—% > ISPHXy,..., Xpa} = 9)

SeP, SePy

Or, comme » P({X1,...,X, 1} =8) =1 (car P, = (X1,...,X,1)()).
SeP,

1
P(Xy # X, oo, Xuot # Xn) = 1= SE(Uno1)

Ainsi /2
\E(Un_l) =01 -P(X1 % Xn,..., Xno1 # X)) \

n—1
1
9. Ainsi avec la question 5. : P(X7 # X, ..., Xp—1 # Xp) = nz () , on peut affirmer :

E(U,_1) =¢ (1 - <z—£1)"‘1>

Et donc par changement de variable :

/1
0—1\"
oo (- ()
14
10, Cest fixe. (=2) = (1-2) 5 0. Ainsi /1,5
1 Y4 n—oo
‘lim E(U,,) = ¢. Tous les nombres (de 1 & ¢) sont tirés‘

. (0—1\" B 1\" B n 1 o

11. n est fixé. (€> = <1 - Z) ol 1- 7 +o(7). Ainsi /1,5

‘lim E(U,) = n. Les n tirages ne sont jamais identiques (tous différents) ‘

12. Soit D,, le nombre de dates d’anniversaire d’un groupe de n personnes choisies au hasard.

(a) En fait, cette situation (anniversaires) se modeélise exactement comme pour les parties

précédentes avec £ = 365.
On trouve donc
364\" /1
E(D,) = 1—(—
= (1 (55) )
/1

(b) D’apres la question 10 :

Ce nombre moyen tend vers 365 lorsque n tend vers +oo.




Probléeme. Lemme de Fekete et théoréeme de Erdos-Szekeres

Le sujet est une < adaptation > de la premiere épreuve Mines-Pont MP 2018
A. Préliminaires

1. Puisque X (2) = {1,...,n}, on a pour tout m € N,

n m—1
=Y kP(X =Y kP(X Z EP(X
k=1 k=1 k<7n 1 k<n
m—1 m—1 n
X =k + ZnP(X:k):(m—l) P(X=k)+n» P(X=k)
:1 =m k=1 k=m
(m—1) ZP k) +nP(|J X = k])
k=m
/1,5
|E(X) < (m— 1) +nP(X > m)]

2. L’application x + Inx est croissante sur [1, n]

Vke[2,n],Vaxelk—1k: In(z)<Ink

k k
/ In(z)dx < / Inkde =Ink
k—1 k—1

n n k n
/ Inzdz = Z/ In(z)dx < Zlnk
1 e k-1

k=2
Puis comme d’une part : une primitive de  +— Inx est z — xIlnx — x et d’autre part

Vke[2,n]:

:Inl1=0; /1,5

nlnn—n+1=[zlnz -z} Zlnk
k=1

Et donc

n

In Kg)n} < In(n™) —In(e™) + 1 < In(
1

Ainsi, en composant par I’application exponentielle, croissante

n n
(&) <
&

B. Le lemme de sous-additivité de Fekete
1. Soit n € N, U,, = {uk, k = n}.

s

k) = In(n!)

b
I

/1

L’ensemble U, est une partie de R, bornée car (uy,) est bornée

)
donc U,, admet une borne inférieure u,, et une borne supérieure @,

/1

‘Les suites (u,,) et (@, ) sont bien déﬁnies‘

Par ailleurs Uy,+1 C Uy, (si x € Upq1, © = uy, avec k

>n+1 et donc x € Ug),
donc tout minorant (resp. majorant) de U, est un minorant (resp. majorant) de U, 11
Ainsi u,, (resp. U,) est un minorant (resp. majorant) de Uy, 41

Or w,, , est le plus grand des minorants de U, 1, donc u,, ;| > u,
de méme %, 41 est le plus petit des majorant de U, 1 donc U,4+1 < .

/1

’ Par conséquent : la suite (u,,) est croissante et la suite (u,,) est decrmssante‘

2. On va montrer successivement :

1- que u est plus grande que u.

2- puis considérer une suite plus grande que u, décroissante et montrer qu’elle est plus petite
que u



Pour tout n € N, u,, € U, donc u, > u, car u, est un majorant de U, et u, € U,.

Donc la suite u est plus grande que la suite u. /0,5
Soit v, une suite plus grande que u, décroissante.

Donc pour tout entier k, vy > ug (car u < v).

Et comme v est décroissante : pour tout entier n € Net k > n : v, > vg.

A partir de ces deux inégalités, on obtient :

VneNVEkZ>n, Uy, = Uk

WV

Uk

V n € N, v, majorant de U, = vy = U, =suplU,
Ainsi w < v /1

u est la plus petite suite (au sens de <) qui est décroissante et plus grande que w.

De méme, on a la démonstration symétrique :
Pour tout n € N, u,, € U,, donc u,, < u, car u, est un minorant de U,, et u,, € U,.

Donc la suite u est plus petite que la suite u. /0,5
Soit w,, une suite plus petite que u, croissante.

Donc pour tout entier k, wg < ug (car w =< u).

Et comme wy est croissante : pour tout entier n € Net k > n : w, < wg.

A partir de ces deux inégalités, on obtient :

N

VneNVEkZ>n, w, < Wi < U
¥V n € N, w, minorant de U, = w, < u, =infU,

Ainsi w < u /1

u est la plus petite grande suite (au sens de <) qui est croissante et plus petite que u.

3. Pour tout n € N, 7, > v, > up, donc u < v X 7.
Par construction, la suite U est décroissante. Et elle est plus grande que u, donc d’apres la
question précédente : /1
4. w et u sont respectivement décroissante et croissante. Elles sont bornées. Elles convergent.
Donc, ici, on a I’équivalence : & et u sont adjacentes si et seulement si limz = lim w.
Supposons que u et u sont adjacentes.
On a donc lim7u = lim u.
Or pour tout n € N, u,, < uy, < Up.
D’apres le théoréme de convergence par encadrement : u converge (et vers la limite commune).
Réciproquement, supposons que u converge vers £.
Soit € > 0, il existe N € Ntel que Vn > N, |u, — €] < edonc ¥ —e < u, < £ +e.
Ainsi, pour tout n > N, Vk>2n, {—e<u, <{+edoncU, Cl{ —e,l+¢l
Donc pour tout n > N, U, € [{ —¢,{+ €] (avec la borne supérieure, on ferme I'intervalle),
et de méme n > N, u,, € [{ —€,¢+ €] (avec la borne inférieure, on ferme U'intervalle),
Ainsi, pour tout n > N, |6, — | < e et |u, — ] <e.
Donc les suites T et u sont convergentes vers la méme limite £ = lim(u,,).
Alors, d’apres la remarque initiale : @ et u sont adjacentes. /2

u et u sont adjacentes si et seulement si u converge. Dans ce cas, limu = limw = limg‘

Dans le reste de cette partie, on suppose que u est positive et sous-additive.

5. Soient m et n deux entiers naturels non nuls tels que m > 2n. On note ¢ le quotient et r le reste
de la division euclidienne de m par n. Par récurrence sur s > 2 (relativement triviale) :

S
u o < Z Up,,
k=1 k=1

L’initialisation correspond a la propriété de sous-additivité. Le passage de s a s + 1 également.

-1

Q

Um = Ugntr = Ug—1 S U1 + Upgr < Up, + Uptr = (q - 1)Un + Upyr
> n+(n+r) n b1
k=1 k=1 =

/1




On divise donc par m :

U _ (= Dun  Ungr _ (@—Dnu,  max{u,,Unpi1,...,U2n-1}
_m < Jr g _n Jr b b b
m m m m n m
Orm=gn+r,donc m—n—r=_(¢—1)n et ainsi /1
Un _ M —n—T Uy max{Up, Up11, .-, Uan_1}
— { — — +
m m n m
6. On note My = max{un, Unt1,...,Usn—1} (maximum d’un ensemble fini).
Puis comme m —n —r < m, alors ™=2=" < 1 et également max{u"’u";ll’ muzno1} M
Donc 5 u
U Uy +
Y m > 2n, -m < Z7on - 7"
m 2n
Enfin, on cons1dere M = max{% 4 ... 221 2“"+M } (maximum d’un ensemble fini).
U
Et doncVm e N, T < M. Ainsi (—m) est majorée.
T 1T/ meN®
Comme, par ailleurs, elle est positive : /1,5
. (2 .
la suite (—m) est bornée
m / meN*
L . o m-n—r u max{Up, Uni1, .., Udp_1
Considérons la suite (x,,)men définie par z,, = ——— - — + {un Unt1, - am }

m n W

m . n

pour tout m = 2n, — < x,,, et cette suite converge (pour m — oo) vers —.
m n

Donc pour tout € > 0, il existe M € N tel que Vm > M, z.,, < — te

U
donc pour tout m > M, tout k > m, uy < — + ¢, donc Um est majoré par — + €.
n n

U U
Donc pour tout € > 0, il existe M € N tel que V. m > M, (—d> <2 e
1 m n

L, u
est bornée donc | — | converge.
id/m

Uu
On sait par ailleurs que (—m>
m 7n€N*

— Um
Nécessairement : lim —— < — 4 ¢, pour tout € > 0. Donc : /2
m—+o0 M, n

— U U
VneN, lim &= <2
m—+00 M n

7. On note £ = lim u—m.

m——+oo Mm

La suite constante ¢ minore == est croissante (d'une certaine fagon), donc ¢ = (—d>
Um

, . Unp,
= )mGN* est bornée) : £ < lim —.

n—+oo T

L’inégalité est toujours vérifiée dans ’autre sens : lim a, < lim a,,
n—+oo n—-+00

Et donc en passant a la limite ((

u u
donc les suites (—) et (—d) sont adjacentes (il suffit de montrer qu’elles ont méme limite)
i

id
Ainsi, d’apres 4., /1,5

. Unp
la suite [ — converge.
n / neN*

C. Une application probabiliste

1. Soit n € N*. ZXk’ donc

siw e ﬂ[Xk <z,
k=1
Alors pour tout k € Nn, w € [Xi < k], Le. Xi(w) <z

n

Et donc Y (w) = ZXk 1Zx:x.

k=1
Et ainsi w € [V, < x]

DL

Par conséquent : m Xk < z] = [V, < z], et donc P (

Xk < x]) < PlY, < z]. /1,5
k=1

k=1



n n
Or par indépendance mutuelle des (Xj) : P (m Xk <z > H P(Xp<x)= H
k=1
car toutes les variables aléatoires suivent la méme loi, celle de Xi.
Et ainsi, comme une probabilité toujours plus petite que 1 : P(Y,, < z) = 1.

/1
’Si pour tout n € N*, P(X}, < z) =1, alors P(Y,, < z) = 1‘
n n
On démontre de méme que ﬂ [Xk = 2] = [Yn = 2], puis P <ﬂ Xk > x]) < P[Y, > «], /1
k=1 k=1
puis par indépendance mutuelle : P(Y, H P(Xy, > z) = [P(X; > 2)]",
car toutes les variables aléatoires suivent la meme loi, celle de X;.
/1
’Si pour tout n € N*, P(X}y, > x) > 0, alors P(Y,, > x) >O‘
m+n
2. Soitwe ({Vimzatndi > Xp >z . Alors
k=m+1
n+m m 1 m n 1 m—+n
Yian = Xw — Xk — Xk
() m—l—nz (« m+nm k(w)er—i—nn Z k()
k=1 k=m++1
m—+n
1
m Yo (w) + r Z X (w LSS (R~ —
m+n m+nnk_ 1 ern n—+m
Ainsi :
m+n /175
{Yio 22} N Z X > CA{Ymin =z}
k m+1
Les variables aléatoires X; étant mutuellement indépendants, le lemme des coalition affirme que
m—+n
Y. et % > X} sont indépendantes, donc
k=m+1
m+n m—+n
P({Y, > ( Yo Xz ) ({Y x}ﬁ{ > Xz }) S PVpin > )
k=m+1 k=m+1
m—+n m4n
Les lois X; sont identiques, >, Xpet > Xp_p= Z X, suivent la méme loi,
k=m+1 k=m+1 k=1
m+n
EtdoncP |1 Y X,>u :P<iZXk2x):P(Yn>x).Donc /2
k=m+1 k=1
[P(Yoim > 2) > P(Yy, > 2)P(Y, > 7) |
3. Notons u, = —In (P(Y,, > z)).
>0, car (P(Y,, 2 z)) <1, donc In(P(Y,, > z)) <0.
D’apres la réponse précédente, la suite u,, est sous-additive :
In[P(Y,im = z)] =2 In[P(Y,, = 2)P(Y,, > x)] = n[P(Y,, = z)] + n[P(Y,, > z)]
Unp+4+m g Up + Um
\ . L Un
Donc d’apres la partie précédente, (—) = (—=In([P(Y,, > 2)]*/")) converge.
n/n n
Ce qui permet d’affirmer, en composant avec ¢ — exp(—t), continue : /1
((P(Yn > x))%) converge
neN*
D. Le théoreme de Erdos-Szekeres
1. Notons, pour tout s € N*, /0,5

P, :< pour toute liste £ = (¢1,...£,) conduisant par le processus & s piles notées P, ... Ps
VzeP,3b= (bh...,bs) telle queViE Ng_1,b; € .PZ', b; > bi+1 et by =2 >



— Siil n’y a qu'une pile alors la liste b = (z) vérifie les conclusions de P;.
P1 est vraie. /1
— Soit s € N*. Soit £ a qui 'application du processus conduit a s + 1 piles : Py, ... Ps, Ps11.
Soit z un jeton de la derniere pile. On le note by .
On extrait de £, les éléments de la pile Py, on obtient une liste ¢'.
Lorsqu’on applique le processus & £/, on assiste exactement aux mémes opérations que pour
¢, sans les opérations qui conduisent a la pile Py .
On obtient donc s piles qui sont exactement les piles P;,...Ps de £'.
On peut appliquer P; alors a £ et “ses” piles.
Donc V 2’ € Ps,3 b= (by,...,bs) telle que Vi € Ng_1,b; € P, b; > b;y1 et by = 2'.
Par ailleurs, comme z € P, 1, il existe zy € Ps tel que 2y > z, sinon z € Ps (car z plus grand
que tous les éléments de P;).
On prend donc 2’ = z. /2
On associe alors une suite b = (by,...,bs) telque Vi € Ng_1,b; € P;,b; > b1 et by = 20 < 2.
Avec bs11 = z > 29 = bs, on peut alors affirmer :

3y = (b1, . "b37bs+1) telle que Vie Ns,bi e P, b, > bi+1 et bs+1 =2z

Ainsi Pgq est vraie.

Pour tout s € N* pour toute liste £ = (¢1,...¢,) conduisant par le processus & s piles : Py,... Ps
VzeP,3b=(by,...,bs) telle que Vi € Nyg_1,b; € P;, b; > b1 et by = 2z

2. a est de longueur pg + 1.
On applique le processus a a. Supposons que cela nous conduit & la création de s piles.
—sis2zq+1,
alors avec la question précédente, on peut extraire de a une liste décroissante de s éléments.
On lui extrait alors une sous-suite de ¢ + 1 éléments.
— sis<q,
alors au moins une des piles contient p 4+ 1 éléments.
sinon, on aurait placé un nombre d’éléments dans les piles inférieur a q X p. Absurde.
Cette pile forme, par construction, une suite extraite de a strictement croissante.
On lui extrait alors une sous-suite de p + 1 éléments /1,5

La liste a admet au moins une liste extraite croissante de longueur p + 1
ou une liste extraite décroissante de longueur ¢q + 1.

,O Remarques !
& Lorsque a est infini, cela nous rappelle < le lemme des pics >, d’une certaine facon.

E. Comportement asymptotique d’une suite aléatoire

1. Aj(w) = B(w)(1) et Az(w) = B(w)(2).
Or B est a valeurs dans S,,, donc nécessairement : V w € Q, B(w)(1) # B(w)(2).
Et donc P(A1 =1 ﬂAQ = 1) =0.

_ 1\
Alors que P(4; =1) = u = l =P(Ay =1).

n! n

’ Donc les variables aléatoires réelles Ay, As, ..., A, ne sont pas mutuellement indépendantes ‘

2. Soit k € {1,...,n} et s = (s1,...,s) une liste croissante de longueur k d’éléments de {1,...,n}.
On note A® I'événement : < la liste (As,, ..., As, ) est croissante ». On va conditionner le calcul
par la valeur prise par la variable aléatoire B. D’aprés la formule des probabilités totales :

P(4%) = 3 Pp_,(4°)P(B)

€S,
Puis sachant que B =0, A° : <« Ay, = B(s1) < As, = B(s2) -+ < As, = B(sk) >.
1 si B(s;

k
sy — ) < B(sz) -+ < B(s)
et donc Pp—,(A®) = { 0 sinon
11 s’agit donc de trouver la probabilité que la suite (B(s1) < B(s2) -+ < B(sg)) soit croissante.
La loi sur B étant uniforme, on peut raisonner par dénombrement.
Pour obtenir une permutation B dont extraction (B(s1) < B(s2) -+ < B(sy)) est croissante,
il faut et il suffit :
— extraire un ensemble dek éléments de {1,2,...n}, ils formeront {B(s1), B(s2),- - B(sk)}.
Ilya (2) possibilités.



— ordonner cet ensemble, de maniere a le rendre croissant.
Il n’y a qu'une possibilité.

— permuter les n — k autres éléments non considérés (les B(t) pour t ¢ {s1,...5k})-
Iy a (n — k) possibilités. /2,5
(}) x 1 x (n—k)! nl(n —k)!
P(A%) = k) —
(4%) n! kl(n — k)In!
s 1

3. Considérons lapplication ¢ : S;;, = S, 0= (n+1—0(1),n+1—-0(2),...n+1—0c(n)).
p o =1id, donc ¢ est bijective.
On note B’ = poB. Cest une variable aléatoire & valeur dans S,,, de méme loi que S,, (uniforme).
De méme A’ & partir de B’, C/, et D!, & partir de A’.
C} ala méme loi que C), (et D), la méme loi que D,,).

Or on a ’équivalence des événements : /2
Cl =k <=k estlalongueur de la plus longue liste croissante extraite de A’ = (B’(1),...B’(n))
<=k est la longueur de la plus longue liste croissante extraite de (¢ o B(1),...¢ o B(n))
<=k est la longueur de la plus longue liste croissante extraite de (n+ 1 — B(1),...n+1— B(n))
<= k est la longueur de la plus longue liste décroissante extraite de A = (B(1),...B(n))
<~— D,=k

’ Donc C,, (C)) et D,, ont le méme loi. ‘

D’aprés la question D.2., une permutation de {1,...pg + 1} éléments admet toujours ou une
sous-suite croissante de longueur p + 1 ou une sous-suite décroissante de longueur ¢ + 1.
On va donc s’intéresser a la variable aléatoire C,, + D,,.
Notons d’abord que E(C, + D,,) = E(C,) + E(D,,) = 2E(C,,) car C,, et D,, ont méme loi.
Puis pour tout w € Q :
(Cp + Dy)(w) = Cp(w) + Dn(w) = Vn

En effet, si on note p = ¢ = |/n — 1], la partie entiére de v/n — 1, alors pg + 1 < n.

On peut donc extraire de B(w) (en tout cas de ces pg + 1 premiers éléments) :
— ou bien une sous-suite croissante de p + 1 éléments : Cp(w) 2 p = Vn—12> y/n—1 car

(Vn—1+12=n—-1+14+2yn—-12n=(yn)?et D,(w) =1

— ou bien une sous-suite décroissante de ¢+ 1 éléments : Cp(w) = 1 et Dy(w) = q¢+1 > y/n—1

2B(Co) = 3 (Co + Da)@P({w}) > v 3 P{w}) = VaP(Q) = Vi /2,5

weN weN

E(C,) > @

4. Soit k € [1,n]. Soit w € [Cy, = k],
Donc A(w) admet (au moins) une sous-suite de longueur k croissante.
Donc il existe s = (s1, S2, . . . S§), croissante tel que Ay, (w) < Ag, (W) < -+ < A, (w)

Ainsi w € U Af

s tel que |s|=k,s croissante /1,5
[C. >k C U A* = PC,=k) <P U A®

stel que|s|=k,s croissante stel que|s|=k,s croissante

7 7’ ! . . . .
Or ces événements A° et A® sont disjoint si s # s :

P(C, > k) < 3 P(A%) = % 3 1

stel que|s|=k,s croissante stel que|s|=k,s croissante

Orilya (Z) telle sous-suite croissante : il suffit d’ordonner (de maniére unique) l’ensemble s. /1,5




5. Soit n € N* et a > 1. Le nombre aey/n € R, donc —ae/n € R*.
On note K = |—aey/n], la partie entiere de —aey/n < 0. Donc K < —1.
OnaK < —aeyn< K+1.
En multipliant par —1 : —K > ae/n > —K — 1. /1,5

‘aveck:—KeN*,k—1<ae\/ﬁ<k‘

C,, est une variable aléatoire entiere, donc [C), > ae/n] < [C,, > k].

P(C, > aeyn) < %) = nf!k)! (;,)2 <nn—1)--(n—k+1) (%)%

1
< ——

ay/n’

P(C, > aey/n) < n(nl);-/#gzkﬂ) <é)2k< <;>2k

Enfin, comme a > 1, L <1 et donc t — (L)’ est décroissante. Donc /2,5

en appliquant le résultat vue en question 2. avec n = k. Or

ENd

1
a

1 >2ae\/ﬁ

(07

P(Cy, > aev/n) < (

6. On applique & C,, le résultat de A.1. Comme C,(Q2) = {1,2,...n}, on a pour tout k € [1,n],

E(C,) k-1
< —= P(Cn, >k
NG 7t VnP( )
Et donc avec k défini comme précédemment : k —1 < aey/n < k (on a k < n, au moins & partir
de n > (ae)?) :

E(C,) <k—-14nP(C, 2 k) =

E(Cn)
NG

On prend a = 1+%\/ﬁ > 1, alors :

1 2ae\/1
<a6+\/ﬁ< )

[e%

(%

E(Cn) i 1 2(v/n+ Yn)e
<
Jn S 1+n"YHe+v/n

2(vn+Ym)e
€n: =N (1) = /(1 4+ n~V4)"2ent V) — | /pexp[—2e(v/n+ /n) In(1 4+ n= /)]
a

= vnexp[-2e(v/n + ¥/n)(n~* + o(n” V)] = Viexp(—2ey/n + o(/n)) — 0

par croissance comparée. /3
Il existe une suite (¢, )nen+ tendant vers 0 telle que, pour tout n € N*, L\/C;:L) <(T+nYHe+e,

11 suffit d’appliquer B.3. : on a deux suites bornées u,, = LC;") et v, = (1+n""e+e,,

3

avec u = v et v convergente donc limv = limv =e¢ :

/1
; E(Cn) i : (Cn)
lim existe et lim <e
n——too VT nSteo VRS
O Remarques !
On a démontrer que 2 < lim E(Cn) < lim E(Cn) <e.

n——+oo n n—-+oo vn
Souvent en probabilité, ou les résultats sont ératiques, on se concentre sur un encadrement de limite entre deuz suites
extraites mazimalement (limsup) et minimalement (liminf). Cela nous donne un < relativement >bon résultat !
Etonnement, c’est une stratégie qu’on retrouve également en analyse asymptotique dans le cadre de la théorie des

nombres (arithmétique). Et on retrouve tout particuliérement ERDOS dans cet univers.



