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Devoir surveillé n°3

Durée de I'épreuve : 4 heures
La calculatrice est interdite

Le devoir est composé d’un exercice et d’un probleme.

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire (xx).

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

BON COURAGE

Exercice - Théoréeme de Cantor-Bernstein

On démontre ici le théoréme de Cantor-Bernstein.
Ji:E— F,j: F — FE injectives = 3 b: E — F bijective

A. Cas d’ensembles finis

Pour tout n € N, on note indifféremment N,,, [1,n] ou {1,2,...n} le méme ensemble : NN [1,n].
On note R, la relation entre ensembles définies par :
ERF <+  3J¢:E — F, bijective
On admet : 57l existe une injection de N,, sur N, alors n < p.
1. Cardinal
(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.
(b) Montrer que si n,p € N et n < p, alors on n’a pas N,, R N,,.
On dit qu'un ensemble E est fini de cardinal n(€ N), si E R N,,. On note Card(F) =n
On dit qu'un ensemble E est fini, si il existe n € N tel que E est fini de cardinal n.
(c) Montrer I’équivalence : ER F <= Card(F) = Card(F')
2. Soient E, un ensemble fini de cardinal n et F', un ensemble fini de cardinal m.
On suppose que f : E — F est une application injective.
(a) Montrer que f(E) est un ensemble fini de cardinal n.

(b) Montrer que n < m.
3. Démontrer le théoreme de Cantor-Bernstein pour des ensembles E et F' finis.

B. Cas d’ensembles quelconques

On considere deux ensembles E et F' et deux applications injectives ¢ : E — F et j: FF — E.
On définit par récurrence les sous-ensemble de F suivants :
Ao = E\j(F) et par récurrence : Vn € N, Ay 1 = (5o i)(Ayn),
pus B={rc E|3InecNzecA,}=U,cnAn, C = E\B.
On termine cette partie par I'étude d’un exemple. Ce n’est pas le plus difficile. . .
1. Donner une caractérisation des éléments de C' en fonction des (A, )nen
2. Construction de 'application.
(a) Démontrer que pour tout z € C, il existe un unique z € F tel que = = j(2).
On notera cet élément ®(x) (pour z € C).
(b) Pour x € B, on note ®(z) = i(x).
Démontrer que 1'on a ainsi bien défini une application ® : £ — F.
3. Injectivité de .
(a) Démontrer que les restrictions de ® & B et a C sont injectives.
(b) Considérons maintenant = € C et y € B tels que ®(x) = ®(y). Démontrer que z = (jo1i)(y).
(¢) En déduire que P est injective.
4. Surjectivité de ®. Démontrer que ® est surjective et conclure.
5. Etude d’un exemple. On considere
E=NF={23,....,} =N\{0,1}, puisi: F > F,n—n+4etj: F— E, n—n.
(a) Montrer que ¢ et j sont bien injectives de F sur F' et F sur E, respectivement.
(b) Déterminer les ensembles A, B et C.
(¢) Déterminer lapplication ®



Probleme - Autour de la < gaussienne >

Dans ’ensemble du probléme, on note g : z +— e~

A. Intégrales de Wallis

z
On note W,, = / cos" tdt. Dans cette partie, on cherche la limite de (RW3, 1 )nen.
0

1.

z
Montrer que W,, = / sin™ tdt.
0

2. Montrer que la suite (W,,) est décroissante.

3. Montrer, a I’aide d’une intégration par parties, que pour tout n € N,

4. En déduire que la suite ((n -+ 1)W1 W,,)

(n+2)Wyye = (n+1)W,

neN est une suite constante. Donner sa valeur.

En exploitant 2. et 3. montrer que pour tout n € N,

2n+1
mw2n+lw2n < W22n+1 < Wanp1Way

I 5 T
Avec le théoreme de convergence par encadrement, montrer que (nWs), || )nen converge vers —

B. Etude d’une primitive de g

1.
2.

Donner I'ensemble de définition de g, les variations de g. Tracer g.

Pourquoi peut-on affirmer que g admet une unique primitive qui s’annule en 07
xT

On note G, cette application. Ainsi, G : x — / g(t)dt.

3.
4.

0
Montrer que G est une fonction impaire.

Montrer que G est une application croissante et bornée sur R .
. — 2 —
Pour cette seconde affirmation, on pourra montrer que pour tout t > 1, e=" <e™*

On admet que cela nous permet d’affirmer que G admet une limite en +o00. On note :

+oo R
¢= lim G(z) ::/ e " dt
0

xT—+00
xr xT

Yy——0Q

On note également, conformément au programme de T.S. : pour z € R, / e dt = lim e~ dt.

5.

—00 y

Montrer que pour tout réel x,

C. Calcul de ¢

1.

n
Montrer que pour tout ¢ € [0, /7], (1 — t2> <et.
En déduire que

—n
De méme montrer que pour tout t € Ry, et < (1 + ﬁ) .

X t2 —n
{< lim <1 + ) dt
X—+o0 0 n

En déduire que

Montrer & ’aide de changements de variable (différent) que

vn £2\" X 2\ 7"
/ (1 — ) dt = /nWapi1 et lim (1 + ) dt = /nWay,_o
0 n "

X —+oo 0



4. En exploitant les résultats des questions 3. et 6. de la partie A, montrer que

5. Changements de variable.
On considere m € R et s € RY

(a) Avec un changement de variable, exprimer

1 [* (t —m)?
R — Uk
Vz,y€eR, 2$€/y exp( =2 )dt

a ’aide d’une soustraction de GG en deux nombres différents.

1 @ t —m)? 1 [t t —m)?
(b) En déduire la valeur degmlgngo [m exp ((82771)) de, HOtéeng . exp (( ng) )dt

“+o0

(¢) Que vaut/ et ?

— 00

D. Transformé de Laplace
En S.I. (et ailleurs), on s’intéresse aux transformations de Laplace des fonctions considérées.
—+o0 —+oo
Ici, il s’agit de la fonction G : Ry — R, a2 +— / e "tG(t)dt = / et dt.
0 0

On admet (résultat démontré en seconde année) que G est dérivable sur R et que

. +00 . y )
VeeRy, G(z) :/ —te”"dt = lim [ —te " dt
0

Y—0o0 0

1. Soit x € Ry, fixé et h : [0, +00[— R, ¢ — e~ 21—t
Montrer que h est dérivable sur R, et calculer A'.

2. Pour tout y € Ry, en déduire la valeur de

Y 2 Y 2
x/ e Tt 4+ 2/ te= Tt dqt
0 0

3. Montrer que G est la solution du probleme de Cauchy :

"z

4. Donner une expression de G en fonction de G, de = — exp (—2) ..

|
M‘Ewh—‘

Commentaires
En terminale, vous avez vu le théoreme de Moivre-Laplace :
Si (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes suivent la méme loi de Bernoulli de parameétre p.

22_1 Xk —np 1 b _42?

==~ Alors pour tout a,b e R, P(a < S, <b) — — e " dt
p(1—p)n n—=00 \/27 J,

on dit que la suite S,, converge en loi vers une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite.

On note S,, =

En réalité, le résultat est beaucoup plus puissant.
On a le théoreme limite central dont les hypotheses sont plus simples :
Si (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes suivent une méme loi (quelconque)

d’espérance m et de variance o2.

22_1 X —nm 1 b 2
On note S,, = =*=—— Alors pour tout a,b € R, P(a < S, <b) — — e v dt

Vno

Ce théoreme justifie toute 'importance donnée a cette fonction G appelée normale, ou de Gauss, ou de Laplace.




