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Devoir a la maison n°3
CORRECTION

Exercice 1
1. f1 est définie et continue sur R, elle admet donc des primitives sur cet ensemble.

On réalise deux intégrations par parties pour en trouver une, notée Fy,
2t
(pour la premiére, on considére u : t + 2t + 3t —5 et v : t & de classe CtsurR...)

T th & x €2t
Fy(x) :/ (2% + 3t — 5)e*dt = [(2t2+3t—5)2] —/ (4t +3)—-dt

x 2z
:(x + 3z —5)e¥ — 4x+3)+/ 4%
— .’E + $ %?621 ) 2x+§62x
= x + x—z
1 11
I K eR, F1:m|—>(x2—|—2x—4>621+K

O Remarques !

Autre méthode, on cherche une solution sous la forme x +— (Ax? + Bx + C)e?®, nécessairement (en

dérivant) :
[(2Az? + 2Bz 4 2C) + (2Az + B)]e*® = (222 + 3z — 5)¢?
On peut identifier :
2A = 2 A =1
24 +2B = 3 «<—{ B =1
B 420 = -5 c ==K

2. fo est définie et continue sur R\{—1}, elle admet donc des primitives sur cet ensemble.

Comme, pour tout € Dy,, fo(z) =1+ —— P

z4+2ln(-z—1)+ K =z+In((z+

1)?)+ K siz<l
z+2In(z+1)+ Ky =z +1In((z+1)2

)+K2 siz>1

E'Kl,KzGR F2:$F—>{

3. f4 est définie et continue sur R+, elle admet donc des primitives sur cet ensemble.
Comme, pour tout = € Ry, f4(z) = 2/x — /x = 23/% — 2/2,

2
JKeR, Fy: xr—>5x/ 33/2+K

4. f5 est définie et continue sur {x € R | cosx # —2} = R, elle admet donc des primitives sur cet
ensemble.

1 1+tanZ
D’abord, pour tout = € R, f5(x) = T v 2
2 1+t3112§ an 2
14+ tan?i
F5(£E) = / P——— %dt
3+ tan” 5

On réalise le changement de variable u = tan 5, donc du = %(1 + tan? %)dt.

tan 5 ) 9 tan & du 2 u tan §
Fs(z) = ——du = - ————— = — |arctan —
() / 3+ u? 3/ 1+ [ ] ﬁ[ Jz’?}

2 tan 5
JKeR, Fs(x)=——arctan + K
V3
5. fe est définie et continue sur {z € R | 1 — 2% > 0} =] — 1, 1], elle admet donc des primitives sur
cet ensemble.
On réalise le changement de variable cosu = t? et donc — sin udu = 2tdt.




O Remarques !
La fonction du changement de variable t +— arccos(t?) n’est pas bijective sur | — 1, 1] (non injective).
Néanmoins, on peut se placer sur une partie de cet intervalle Iy =] — 1,0] ou Iz = [0,1] afin de rendre la
fonction bijective.
Comme x n’est pas clairement identifié (dans quel intervalle se trouve-t-il ¢ 11 ou Iz), nous supposerons
que tout se passe < au bon endroit >.

Finalement, ce qui va compter, c’est la forme de la solution. . .

2 2
tdt arcosw — ginudu arcosm —du

%@—/(Hﬁwfﬁ— 2(1 + cosu)v/T —co?u 2(1+ cosu)

Puis arccos(z?) € [0, 5[, on peut considérer v = tan % (élément de [0, 1]).
C’est aussi la raison pour laquelle v/1 — cos? u = sin u.
C’est le méme type de calcul que précédemment (v = tan §) :

tan(arccos(z?)/2) — L% tan(arccos(z?)/2) —dw 1 arccos(z2
Fula) = [ 2(“))=/ - et i

=—1t
= 2™

2

-1 2
IK eR, F6:3:»—>2tan<arccos(x)>—|—K

6. Notons que, pour tout n € N, g,, est continue sur R’} et admet donc des primitives.

Piste de recherche...
? Aprés quelques intégrations par parties, une formule semble s’imposer, on la démontre par récurrence

On considere G,,, la primitive qui s’annule en 1.
n

!
Posons, pour tout n € N, P, : « Gy (z) = Z(—l)”*km% In*(2) — (=1)"n! >.
k=0 '

— go=In" = (x + 1), de primitive Gy : x>z — 1 = x%{ In’(z) — (~1)°0!
Donc Py est vérifiée.
— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.
On fait une intégration par parties avec u(t) = In"**(t) et v(t) = t, de classe C',

Gpyi(x) = /lw "t (t)dt = [t ln”H(t)]"f/lw tx(nJrl)% In"(t)dt = zIn" " (2)—(n+1)Gp(z)

Puis en exploitant P, :

Gni1(z) = xm In" ! (z) — Zm( 1" *(n + 1)%: In*(z) + (n 4 1)(=1)"n!
k=0
n+1
Gni1(z) = ICZ:O(*U”+1 by (7 le)' In®(z) — (=1)" " (n + 1)!

Ainsi P,, 41 est vraie.

n (71)717]@

Donc les primitives de g, sont x — x X n! X Z X
k=0 )

In*(z) + K




Probleme

I. Modeéle de Maltus
Il existe r € R tel que que X répond a ’équation différentielle :

X'(t) = rX(t) (1)

ou r dépend du taux de mortalité et de natalité de ’espece.

1. Si X est la population & I'instant ¢, alors pour tout temps ¢, X (¢) > 0.
Dans ce cas, le signe de r donne celui de la dérivée et donc des variations de X :

- Si r est positif, la population croit (infiniment) car X’ > 0.
- Si r est négatif, la population décroit (infiniment) car X’ < 0.

2. D’apres le cours :

Les solutions de I’équation différentielle (1) sont les fonctions de la forme
t — Xoe"t ot X est la condition initiale.

II. Modele de Verhulst
On propose donc de remplacer ’équation précédente par I’équation introduite par Verhulst en 1838 :

X%ﬂ:roffﬁp)X@) (2)

our, K >0.
1. Capacité d’accueil

(a) On a le tableau de signe

x 0 K +o00
signe de (1 — %) + 0

(b) On appelle K, la capacité d’accueil, car deés que X (t) > K, alors la dynamique de population
devient négative : la population diminue.
En revanche, tant que X n’atteint pas K, la dynamique est positive : la population augmente.

2. Résolution
(a) X(0)=Xp>0,donc0erl
(b) Pour tout t € I, X(t) # 0, et X est dérivable sur R donc sur I.

1
Ainsi Y : t — —— est dérivable sur I et pour tout t € I,

X0
Y,(t):—X/(t):_r<1_XI((t))X(t):_T(1_XI(;)):1_7_1
(X ()] (X ()]? X(t) K X()

‘Y est solution de I de I’équation 3’ +ry = &

(c) Les solutions de 1’équation homogene sont ¢ — Ae™"t.

Une solution particuliere est ¢t — %

Les solutions sont donc les applications Y4 : ¢ — % + Ae™" avec A €R

(d) On trouve alors, de maniére nécessaire et suffisante :

K
les solutions de (2) sont les applications X4 : ¢ — % Ty = T AR’ avec A € R.
K
lors X = —.
On a alors X 4(0) T+ AK
K 1- 2
XA4(0)=Xo(#0) <= 14+ AK = — = A= K

Xo Xo



Et, par équivalence :

il existe une unique solution de (2) et de condition initiale X (0) = Xy est X : ¢ —

(e) On a alors pour tout ¢t € Ry,
*SlK}XO
0<e™<1l=K>X() > Xo
S K <X
0<e<1= K< X(t) < Xo

3. (a) Aucun probleme pour calculer la limite :

lim X(t) =K

t—+oo

(On retrouve la limite de capacité du milieu comme on aurait pu s’y attendre. . .)

(b) On a fait le calcul précédemment,

- si Xog = K, X est constant et vaut K,
-si Xg > K, X est décroissant de Xy a K,
-si Xog = K, X est croissant de Xg a K.

(c) Tracer I’allure des courbes dans les cas Xy = K, Xy > K et Xy < K sur un méme graphique

et interpréter les résultats obtenus.
4. Fonction réciproque.

(a) Si Xg # K, X est continue (dérivable) sur R et strictement monotone.

‘Donc X établit une bijection de R sur [Xo, K] (si Xo < K) ou sur [K, Xo] (si Xo > K) ‘

(b) Soit (¢,y) € Ry x [Xo, K[ (ou Ry x]K, X)),

«o « _ a—y .
“)((t):yé §1+56,Tt:y<:>§—1:/86 ey 6y =e "t
o _ 1 By 1 (K — Xo)y
A X1 “In| | ="In|——7""22
e yr—>r n<a_y> r H<X0(K_y)

Donner une expression analytique de X !
(c) Aucun probléeme : X ! est dérivable sur [Xo, K| (ou sur | K, Xo]).

1
X1 est dérivable sur [Xo, K| (ou | K, Xg]) et (de deux facons) : X! :y— —

r (K —y)y




CORRECTION :

Complément pour I’étude de f5.
Rappelons la correction imprimée :

f5 est définie et continue sur {x € R | cosz # —2} = R, elle admet donc des primitives sur cet

ensemble. ) | + tan 2
an 2
D’abord, pour tout z € R, f5(x) = tan? 2 2
2 + T % 3 + tan B
T 14 tan2t
h = [ 1,
3 -+ tan b

On réalise le changement de variable u = tan £, donc du = 3(1 + tan® £)dt.

tan § 92 9 tan § du ) U tan §
5(x) / Tl =3 / TF 5P 3 {arc an \/5]

JK eR, F5($) =

2 ; (tan§>+K
— arctan
V3 V3

En fait le changement de variable posée : u = tan% n’est pas bijective sur R.

11 s’agit de bijection d’intervalle de la forme | — 7 + 2hm; 7w 4+ 2hn| sur R.
Donc les solutions obtenues sont plutot :

2 tan £
J (K eR”,  Vze€|(2h-1)m; 2h+17T,Fx:arctan( 2>+K
(Kn)nez I )73 ( )7[, F5(2) 7 7 h

Puis comme Fj est dérivable, elle est nécessairement continue donc continue en 5 + h.

lim Fs(x) = lim F5(x
z—((2h+1)m)t+ 5( ) z—((2(h+1)m)— 5( )

Et comme, par composition des limites :

z

. . 2 tan
lim Fys(x) = lim — arctan <

S ((2ht1)m)+ ) e (2ht1)m)+ /3 V3 y——o0 f

2 tan £ ) -
lim — arctan 2 ) + K = lim —arctan(y) + Kp = —=+ K
—((2h+1)7)— \/g ( ﬁ h i \/:7, (y) h \@ h

On a donc, pour tout h € Z,

™ ™
——Kp1 = —
B3T3

Donc Kp41 = Kp + f On reconnait une suite arithmétique : K = Ko + 2& h

+ K,

Et finalement, comme

2 >+Kh+1 lim — arctan(y)+Kp11 =

V3

€](2h — 1)m; (2h + V)|~ % + 1 €]2h,2h + 2[<= reT €lh,2h 4+ 1[<= h = V;;WJ
on peut affirmer :
2 tan £ 2m T+
J K(= Kp) € R tel que : Ve eR, Fs(x)=—=arctan 2)+><{ J—i—K
(= Ko) €R el g o) = Jpovtan (V) + T < |55

iy
+Kni1



