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Devoir a la maison n°2
CORRECTION

Exercice 1

On note A(31 + 12¢), B(24 + 23i), B'(24 + 123), A’(—31 + 12¢) et O(0).
1. 11 suffit de calculer les distances OA et OB.

|OA| = (31-0)2+(12—0)% = 9614144 = 1105 |OB| = (24—0)?4(23-0)? = 576+529 = 1105

A et B sont sur un méme cercle de centre O (et de rayon v/1105).

2. A’ est également un élément du cercle de centre O et de rayon 1/1105, donc d’apres la propriété
des intersections d’arcs (angle au centre est le double de Pangle sur le cercle) :

AOB = 24A'B
Enfin, comme A’, B’ et A sont alignés (tous sur la droite d’équation y = 12), ona

AA’'B=B'A'B

Enfin, on exploite la relation qui lie ’angle a arctan : arg(1 + ix) = arctan(z).

_— — —
B'A'B = (A’B,?) - (A’B’,?) =arg(Zp — Za) —arg(Zp — Za) = arg%
55 + 114 1. 1
=arg ———— = arg(l + £i) = arctan(})

55

—_— —_— —_— 1
AOB = 2AA'B = 2B’A’B = 2 arctan 5

3. On crée des points supplémentaires sur le cercle de centre O et de rayon /1105 (voir figure) :
C(33+4i) D(32+9i) E(34+0i) F(30+ 307)
C'(-33+4i) C"(32+4i) D'(-32+9i) D"(31+9)
— EOF = EOC + COD + DOA + AOB + BOF

Dc” AD" 1 o
= arg(z¢) + 2 arctan Yollold + 2arctan DD + 2arctan £ + arg(ZE)

5 3 1
= arg(33 + 4i) + 2 arctan (65) + 2arctan (63) + 2arctan (5> +arg((1+14)(24 — 23i))

s
4

4 1 1 1
= arctan 3 + 2arctan & + 2arctan <21> + 2arctan (5) + arg ((24 + 23) + (24 — 23))

4 1 1 1 1
Z = arctan 33 + 2 arctan 3 + 2 arctan 21 + 2 arctan 5 + arctan i




O Remarques !

Un autre fagon consiste a exploiter les arguments des nombres complexes.

Notons :

4 1 1
6 = arctan — + 2 arctan — + 2 arctan o1 + 2 arctan —

= arg(1l +

= arg(33 + 41) + arg((13 + z) ) +arg((21 + 1)

+ arctan —

51) +2arg(l+ —z)+2ar0(1+ —]21)+2arg(1+—z)+arg(1+ i)
)

+ arg((5 +14)%) + arg(47 + z)

= arg (33 + 44) (168 + 264) (440 + 424)(24 + 108) (47 + 1))
= arg ((33 + 44) (84 + 130)(220 + 217) (12 + 5)(47 + 1))
= arg (2720 + 765i) (2535 + 1352i)(47 + 1)) = arg ((32 + 94) (15 + 8) (47 + 9))

= arg (408 + 3913)(47 +9)) = arg ((24 + 23)(47 + 7)) = arg(1105 + 1105i) = T

us

0 fan — + 2 arctan - + 2arctan — + 2arctan — + arctan —— =
— arctan — arctan — arctan — arctan — arctan — = —
13 21 5 47

4

Probléeme

I. Calculs

ﬁ

1. Dans cette question, on note j = e % So it q
Onnotequel—i—j:l—g—i—l% % i g.
(a) N .
Re((1+7)7) = Re((e"3)7) = Re(e"s')
Re((1+ j)7) = cos %
(b) Puis,
Re((1 + j)75) = Re(e!F ¢ *F) = Re(e! 5
Re((1+ 5)%j) = Re(e!F ¢! F) = Re(e! 5
Donc
2 - 4 -2
Re((1+7)9j) = COS@ et Re((1+ 5)%j) = cos (q—; ) = cos (g 3 )ﬂ-.
2. En fait c’est une autre technique. ..
Soient n € N*, r k € N.
(1 _i_wk)qm — ( + ezm)qez [e kyz\'( —1— +€ )]qe_z%"kw
= (2cos Ex)ael W 2% cos? e e
— k —-2r)k
Re((1 4 w)9wrk) = 29 cos? BT cos 7(61 r)kn
n n
O Remarques !
0 sik=0[3
Pour n = 3, on trouve 29 cos? kT" =24 (%)q si k=1 ou 5[6]
(7%)‘1 st k=2 ou 4[6]
Puis les calculs précédents sont faits avec (r,k) = (0,1), (r,k) = (—1,1) et (r,k) = (1,1).
Donc, dans tous les cas, 29 cos? ’”—f =1.
Alors que cos (g=2r)km vaut respectivement cos {%T, cos (q+n2>7r et cos (q:?)ﬂ

3. Soit p € Z, notons que

— si wP =1, c’est-a-dire e

n—1

n—1
k
— § :wpk: § :(w”
k=0

Sp

=020

k=0

= 0[27] <= p = 0[n] < n|p,

|
-

n

b
i
<]




— sl wP #£ 1, cest-a-dire p ¢ nZ,

i
.

pn n\P __ _
S, — (wp)k:w I (w)'-1 1-1

0

0

w—1  w-1  w-1

el
I

n—1 . |
n sinlp

S, = g WPk = .
p pas 0 sinon

I1. Définitions et propriétés -
Les transformés de FOURIER des polynémes P sont les fonctions polynomiales F(P) et F(P) définies
par

n—1
F(P)(z) = Pl
VzeC, =0
F(P)(z) =) _ Pw )"
k=0
1. Quelques exemples.
(@) fiz—letgizrs1+z+ - +277L

FHE =Y fwh = 2 = ()
k=0 k=0
Fo)o) =Y o) =3 (iw)h) F =3 (84) = 02 = nf(2)
k=0 k=0 \h=0 k=0

d’apres la derniere question du préliminaire.

‘Ici, pour cet exemple, F(f) =get F(g) =n x f. ‘

(b) On note Id : z — z et A = F(Id).

A(z) = Z_:Id(wk)zk = z_:(wz)h
k=0 h=0

On a alors pour tout z € C,

F(A)(z) = z_: (i(w X wk)h> ok = Z_: < . (w(k+1)h> Sk

-1
(Spy1) 28 =nz"~

3

1

k=0 \h=0 k=0 \h=0 k=0
car le seul nombre k de 0 an — 1 tel que n|k+ 1 est h=n — 1.
n—1 /n—1 n—1 /n—1 n—1
F(A)(z) = Z (Z(w X wk)h> 2F = Z (Z(w<k+1)h) 2F = Z (S_py1) 2" =nz!
k=0 \h=0 k=0 \h=0 k=0

car le seul nombre k de 0 an — 1 tel que n| —k+ 1 est k= 1.

Bilan : F(A)(2) = nz""1 et F(A)(2) = nz = nld(z).

2. Soient A € C et P et () deux polynémes de degré inférieur a n — 1.
Pour tout z € C :

FOP+Q)(2) => (AP +Q)wh)z" =) \Pw") + Qw*)]z" = A i P(w*)2F + i Qwh)zF
k=0 k=0 k=0

“NF(P)=) + F Q=) = DF(P) + FQ)(2)

De méme, pour tout z € C,

FOP+Q)(z) =Y (AP+Q)w ™ =Y NPw™)+Qw™¥)z" = i P(w™%)2* + i Qw2
k=0 k=0 k=0

_NF(P)(2) + F(Q)(:) = DF(P) + FQI(2)

Ainsi,

pour tout A € C, P, Q, polynéomes de degré <n — 1, F(AP + Q) = AF(P) + F(Q), FIA\P + Q) = \F(P) + F(Q)




n—1

3. Soit P = Z a,z", une fonction polynomiale.

k=0
Soit z € C,
n—1
F(P)(z) = Z P(w™)z"
h=0
. n—1 n—1n—1 n—ln—1n-—1
FFP)(z) => FP)w 2" =YY P ™2 =3 "> apw w2
r=0 =0 h=0 r=0 h=0 k=0
n—1 [n—1 n—1 n—1 [n—1
= Z [Z ag (Z w(kr)h>‘| Z" = Z [Z apSk_r| 2"
r=0 Lk=0 h=0 r=0 Lk=0

0
Or pour r,k € [0,n — 1], k —r € [-n + 1,n — 1], et le seul entier de [-n + 1,n — 1] divisible
par n est 0.
Dans la somme, nécessairement : k —r =0 i.e. r = k et alors Sy =n :

n—1

F(FP)(2) = ZnaTzT

Ainsi,

VzeC, F(F(P))(z)=nP(z)

On admet de méme que F(F(P))(z) = nP(z).
ITI. Division euclidienne de polynome a coefficients entiers
Soit H une fonction polynomiale de C dans C a coefficients entiers relatifs :

qg—1
3qeN, 3 (ho,hy, .. hg1) €| H: 25 Y hyz”
k=0

L’objectif de cette partie est de prouver qu’il existe deux fonctions polynomiales @ et R, de C dans C,
a coeflicients entiers relatifs, telles que

VzeCH(z)=(2"—-1)Q(2)+ R(z) et Restdedegré<n—1

1. Soit j € N.
— Sij<n—1,alors 27 = (2" — 1) x 0+ 27.
Donc avec Q; = 0 et R;(z) = 27 de degré inférieur & n — 1, la réponse est apportée.
— Si j 2 n. On peut supposer que j =in+r avec i € Net r € NN [0,n][.

Zj _ ZinJrr _ (Zn)lzr
On exploite le télescopage :

2=z ((z")l - 1) =27 <i_1 (zM)F T (z")k> =z2"(z"-1) (i_l (z")k>

k=0

Donc

<~
k=0 ., =R;(2)
=Q,(2)

Dans tous les cas, pour tout j € N, il existe deux fonctions polynomiales a coefficients entiers
relatifs Q; et R; telles que V z € C,27 = (2" —1)Q;(2) + Rj(2) et R; est de degré <n —1

2. On conserve, bien évidemment, les notations de I’énoncé. Pour tout z € C,

—1 q— —1

HE) = 3 bt = S el(e" — 1D@e(e) + Ri2)] = ("~ 1) Q=) + X heRe(2)
0 k=0 0 k=0

2
[
Q

>
Il
>
Il



qg—1
Or chaque Ry est de degré < n — 1, il en est de méme de la combinaison linéaire : Z hi Ry
k=0

il existe @ et R, polyndmes a coefficients entiers relatifs (voir remarque), telles que
VzeC,H(z) = (2" —1)Q(z)+R() et R est de degré <n —1

qg—1
Q(z) = hQr(z) et R(z thRk
k=0

0

»Q
)_.

=
Il

O Remarques !
On peut méme étre encore plus précis, en notant i = k//n (resp. r = k%n), le quotient (resp. le reste) de
la division euclidienne de k par n (comme sous Python) :

q—1 ) q—1 k//n—1
R(z) = Z hk;Zk/cn Qz) = Z ha, Z Shn+k%n
k=0 k=0

h=0

IV. Sommes de coefficients binomiaux
Soient ¢ € N, n € N tel que n > 2.

Pour tout r € [0,n — 1], on note D, = {j € [0,q] | j = r[n]} et on pose a, = Z <q>
jen, M
On pose H(z) = (1+2)9 et A(2) = ap+ a1z + . ..an_12""L. On rappelle que w = '

1. La formule du bindéme de Newton donne H(z) = zq: (j) 2.
Soit &, une racine n°de I'unité : €™ = 1 et par suitje: ?
VjeD,, =¢mtr=¢r
Donc, en regroupant par paquets :

(1+8)*=H =i() § Z{}(j)f’" ZT:z_éarfr:A(ﬁ)

J= r=0 \j<q,j=r[n

Pour tout &, racine n°de l'unité : (14 £)9 = Z ape”

2. (a) Ilsuffit d’appliquer le résultat démontré a la partie précédente pour H polynome a coefficients
réels :

Il existe deux fonctions polynomiales @) et R de C dans C a coefficients entiers relatifs telles que
R est de degré <n—1 etVzeC H(z)=(1+2)2=(z"-1)Q(2) + R(2)

s 2k

(b) Soit k € [0,n — 1] et comme w* = €'+ est une racine n°de I'unité.

H(w*) =0 x Q") + R(w*) = A(w")

Donc le polynéme R — A qui admet n racines distinctes : {wk}ke[[o,n—l]]-
Or il est de degré inférieur ou égal a n — 1.
Dans ce cas la R — A est le polynéme nul, i.e.

3. Par suite, et d’apres la question 11.3,

On a vu que R(w*) = H(w¥) et donc



Ainsi, pour tout z € C,

r=0 r=0 \k=0
Et par unicité d’écriture sur la base (1,z,...2""1)
Vrelo,n-1], a :lnz_:lH(wk) _kT:lni(l—i— kyag=kr
7 7 T k=0 ™ =0

4. Pour cette question, les sommes sont définies modulo 3.
On considere donc n = 3 et w = j. Soit ¢ € N,
Dans le cas général avec r € {0, 1,2}. Et puisqu'il s’agit de nombres réels, on peut prendre les

parties réelles :

2

2, @ 0= Y

0<k<g;k=r[3] k=0

1
_ = 2q 1 NG ;—T 1 -2\q ;—2r
BERE A A+ A +57)

) k=0 k=1 k=2
=3 (27 +2Re ((1+)%7"))

car

I+ =0+5)15"=0+5)%  =@0Q+j)y >

Donc d’apres les calculs de la partie, en prenant respectivement r = 0, puis r = 1 et » = 2 Pour
r=0,puis r =1et r =2, comme j~' =j2 et j72 = j, on trouve :

L ((nile)

0<k<q;k=0[3]

3 (Z>a1;(2u2cos(q+;)”>et 3 <Z>a2;<2u2cos(“32)”)

0<k<g;k=1[3] 0<k<q;k=2(3]

Et dans le cas général, la méthode est la méme (en prenant les parties réelles, puisque ce sont
des nombres réels) :

n—1
Vre [[0,7171]], Z (Z) = Qp = %Z(1+wk)qw7kr

0<k<g;k=r[3] k=0
n—1
1
= = 1 1)490 R 1 k\q, ,—kr
n<( + 1)%w —|—k§:1 e(( +w)w )
n—1
1 kr k(g —2r)m
— — | 929 4 99 E q
o ( + 2 cos - cos -

d’apres la premiere partie

Vreloon—1], Y (Z) —

0<k<gk=r[3]




