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Devoir surveillé n°7
CORRECTION

Les points qui figurent en marge sont écrits a titre indicatifs, ils sont susceptibles de changer (légérement)

selon la qualité des copies.

Probléeme 1 - Formules d’inversion sur un treilli

A. Matrices triangulaires supérieures
Soit n € N. On note
T,(R) ={M € M,R) |VieN,, [M],=1etVi>j' [M]; =0}

1. Pour cette question, on fixe n =4 et

1 1 1 1
A=l 0
0 0 0 1
(a) Pour tout i > j, {[A]; =0 et [A]; = 1, donc
A e Ty(R)

(b) A est triangulaire supérieure, avec des coefficients non nuls sur la diagonale donc A est

inversible.

Puis si l'on fait a A les opérations élémentaires : pour tout ¢ € N3, la ligne L; — L; — L;41,

alors on trouve Iy.
Donc A~ s’obtient avec les mémes opérations élémentaires & partir de 'identité.

A est inversible et A~ =

OO O
e}
[t
\
—_

(¢) Plusieurs méthode (dont des récurrences), on peut par exemple considérer A’ =

o o o o

Alors A = Iy + A’, ces matrices commutent et les calculs donnent :

An — zn: (2) (ANYk =k

OO O
OO = =

O =

k=0
Or on a
00 1 2 0 0 0 2
"o 0 0 01 "3 0 0 0O Nk
= = > =
(A" 00 0 0 (A" 00 0 0 et Vik=4, (A) 0
0 0 0O 0 00O
Donc
1 n n(n2+1) n(n+1§(n+2)
n(n —1) n(n—1)(n —2) . 0 1 n n(n+1)
An:1+ 14/+ Al2 Alj— 3
an 7 AW 6 (4) 0 0 1 n
0 0 0 1
1 -1 0 0
_ 0 1 -1 (U
Pour n = —1, on trouve 0 0 1 -1 | = A
0O 0 O 1

/1

/1,5

/2,5

/1



2. On suppose n quelconque, de nouveau.

Soit A € T,,(R). On note A’ = A — I,,.

(a) On montre le résultat par récurrence, mais il faut étre un peu plus exigeant sur 'hypothese
de récurrence.
Notons d’abord que V i > j, ‘[A’]; = 0 (en faisant i = j ou i > j).
Posons, pour tout r € N*, Q, : «Vi,j € N, i +7 > j, {[(A)"]; = 0 ».
— Qq est vraie, d’apres la remarque précédente.
— Soit 7 € N*, supposons que Q, est vraie.

Soient 7,5 € N, telsque i +r+1>j

<.
|

n 1 k n
7 nr+1y. % NT1kT AN, — i N, . 7 nr Eran. —
[(A)™; ; [(A)IRIAT » CaE(iL]jk_Dk[A li + kZ:J [(A7) ]k_o (A ]:>- 0

>
Il

Donc Q41 est vraie. _
Ainsi, Vr € N, Vi,j €N, i+r>j, i[(A)]; =0.
Donc en particulier pour 7 = n, comme i + n > j, pour tout 4, j € Ny, alors *[(A")"]; = 0, /3,5

‘ Donc il existe m < n (au pire m = n) tel que (A')™ = O‘

=

(b) A=1,+ A Soit B=Y (=1)k(A)*.
k=0

AxB = (I, + A) x <mz_: (—1)'“(A')’“> = z_: ((=DFAN® + (=1)F )

— mz_:(_l)k(A/)k _ i(_l)kJrl(Al)lﬁ»l _ In + (_l)m(A/)m _ In
k=0

k=1
car (A")™ = 0 L’inversibilité & droite suffit /1,5
m—1
A est inversible et A7 = (—1)k (AN
k=0

(¢) GL,(R) est un groupe.
Toutes les matrices de T,,(R) sont inversibles, donc T, (R) C GL,(R).
— I, € T,,(R), donc T,,(R) est non vide.
— D’apres la question précédente, compte-tenu de la forme de A’, alors si A € T,,(R),

m—1
A7l =1, + Z (—1)F(A")* est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.
k=1

Donc A~ e fn(R)
— Solent A, B € T,,(R),

n i—1 k n
VieN, C[ABli=Y (AL[Bl =Y ‘Al Bl ALBl+ Y Al F[Bl = 0+140=1
k=0 k=0 Vi k=i+1 =~
=0, k<t =0, i<k
) n ) i—1 k n )
Vi>jeN,, C[AB]; =) [AR[Bl; =" Al B+ [Alx F[B];, =0+1+0=1
k=0 k=0 k=i ~
=0, k<i =0, j<i<k
Donc A x B € T,,(R) /2
‘ (T, (R), x) est un sous-groupe de GL,,(R) ‘
B. Modélisation de treillis et inversion de Rota
1. Calculs simples.
La chaine z;, z; est unique chaine de longueur 1 qui lie z; a x;.
Par antisymétrie, il n’y a aucune chaine de longueur p > 1 qui lie z; a x;. /1

‘cl(xi,xj) =1six; <z et cp(z;, ;) =0 pour p > 0.




2. Soient p € Net z;,x; € L.
e Sionn’a pas z; < z;, alors cpq1(x;, ;) =0
et il n’existe pas de xj tel que x; <X x; < x;, sinon par transitivité z; < x;.
Donc Z cp(z,2) = 0.
r=Xz<y
e Supposons que T; = ;.
On note Ck(a,b), 'ensemble des chaines de longueur & qui lie a & b. Soit

$: U Cp(wi, wp) = Cpia(@i, 25), (Ti = Yo, - - - Yp = Ti) = (T = Yo, - - Yp = Ths Yp+1 = ;)

Ty | ziRxp<Ty

® est bijective :
— surjective, car toute chaine de longueur p+ 1 a une sous-chaine de longueur p qui commence
par x;.
— injective, deux chaines de longueurs p distinctes ont nécessairement des images distinctes.
Donc, comme la réunion des ensembles C),(z;, ) est disjointe
(une chaine ne se termine pas a la fois par xzy et zy,) :

Card[Cpi1(z;, z;)] = Card| U Cp(z,zr)] = Z Card[Cy (i, x1)]

Tr | ziRTRp<T; x| i Rxp <y

/3

(i) = > cplwi, )

T; 2T =T

3. Etude de A.
(a) Par contraposée,
i > j = NON(z; X 2;) = c1(wi,2;) =0 =" [A]; =0 =" [I, + A]; =0

Et par ailleurs, on a vu que pour i € N, pour p > 1, ¢p(z;, z;) = 0 = ¢1 (x4, z) =t [A);.
Donc i[I,, + A]; = 1. /1
\Donc I, + A € T,(R). \

(b) Montrons par récurrence sur p : P, : <V (4,5) € N, [AP]; = cp(wiyxj) >
— Par convention (raisonnée donc), on a bien A = I,, = (co(@i, z;))i jen, -
Donc Py est vraie.
— P; est également vraie (ce n’est pas nécessaire ici pour la démonstration).
— Soit p € N. Supposons que P, est vraie. Pour tout %,j € N,

APy =T [AP x Al = APTE[AL = Y ep(ws, ar)en (@, 7))
k=1 k=1
= Z ep(@i, o) x 1= Z cp(T4, Tk)
keN, | zp<x; keN, | z; 2z <x;

= cp1(Ti, ;)
o1 on a "sorti” de la somme les termes x; pour lesquels on n’a pas xp = x;, puis ceux
pour lesquels on n’a pas x; <z (dans ce cas ¢,(x;, k) = 0, nécessairement).
Donc Pp41 est vraie. /3

‘pour tout p e N,V (4,7) € N, {[AP]; :cp(xi,xj).‘

4. Fonction de M&bius On note pour tout (z,y) € L?

Z(—l)pcp(x,y) siz =Xy
p(@,y) =9 p>0
0 sinon

(a) Pour tout 4,j € N,,, (le calcul reste vrai méme quand on n’a pas z; < x;).

My = plwi,g) =Y (—DPep(as, ;) =Y (1P [AP]; =" | (—1)PAP

p=0 p=0 p=0
/1,5

M= (~1)PA?

p=0




(b) D’apres la partie précédente, on a 1'égalité : M = (I,, + A)_
Soit les matrices colonnes F et G telles que [G]; = g(z;) et [F]; = f(z
Comme ¢y (i, ;) = 14, <; (fonctions caractéristiques) et co(x;, v;) =

VieNy, Y fl@) = D fa)+ D f@) =D Towa F(@) + Y Laysa, fl2:)
i=1 =1

Tt Ti=Tj Ti=Tj

Zco(ﬂfi, ;) f (i) + ch(%wg‘)f(l’i)
= STUFEILL + Y IFEAL = [F (T + A,

i)
1,

Ti=Tj *

Et de méme

V j € Ny, Z KL wszj ZML xmxj )

z; 2T,
- Slctlu = (6]

Et donc a la suite d’équivalences (formule d’inversion de ROTA) : /2,5

VjeN,, gla;)= Y fla;) < G=F(I,+A)
;=T
cﬁF:mh+m4:GM¢$Vﬂﬂ%f@ﬂ:E:M%%mm)

T, 3T,

C. Application aux treillis de divisibilité

Dans cette partie, on applique les résultats trouvés dans la partie précédente.
On considere L = N,, (avec n grand!) et la relation d’ordre de divisibilié : i < j ssi i|j. Comme
précédemment, on associe & ce treillis, la matrice A = (*[c1(4,7)];)i,jen,

1. Description pour n = 9.

(a) Comme 1 divise tous les entiers de 1 & 5, on a pour j # 1 : 1[A4]; = 1.
De méme pour les lignes suivantes, cela donne : /1

I+ A=

SO DD DD OO OO
SO DODODO OO =
[l el eBoleall =l
[N eNeoNoNoll el
SO OoORrR OO O
O OO OO = =
OO R OO OO o
O, OO OO =
H O OO OO~ O

On voit apparaitre les multiples de chaque entier i.

(b) On sait que M = (I,, + A)~!
On applique P'algorithme de Gauss sur les lignes (la matrice I,, + A est déja échelonnée) :

Ly < Li—Ls—L3+L¢—Ls—Ly—Lyg

L2 — L2 — L4 — L6

L3 — L3 — L6 — Lg

L4 — L4 — LS

/2
1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 -1
0 1 0 -1 0 -1 0 0 0
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1
0 0 0 1 0 0 0 -1 0
M = 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1




2. Retour au cas général. Expression de p.

On note M = (I, + A)~! et p(i, j) = [M]; = > (=1)Pe,(i, j).

p=0
(a) Pour tout i,5 € N,
81 =" [Inl; =" [M (I, =ML + Al =Y ui k)L =Y plik)
k=0 k=0 k|j
/2
ZM(@ d) = d;
dlj
(b) Si i ne divise pas j, il n’y a aucun chaine de ¢ & j, donc pour tout p, ¢,(¢,5) = 0.
Et par ailleurs, comme M € T, (R), {[M]; = 1. /1

Ainsi ¢ ne divise pas j, u(i,7) = 0, alors que pour tout 4, u(i,7) = 1. ‘

(¢c) Commencons par le cas ou pour tout i, a; = 1.
Posons, pour tout r € N*,

-
P, : <V p1,...p. r nombres premiers distincts et tout ¢ € N, u(i,iP) = (—1)" ou P = H D>
h=1

— On note j = ipq,
0=0di;= Y p(i,d) =p(i)+p6i)+ Y, pid=14+p,])
d|j=ip1 d|j et d#|i

Donc nécessairement, p(i,5) = u(i,ip;) = —1. Ainsi Py est vraie.
— Soit r € N,, et supposons que pour tout h € N,., P,. est vraie. On note j = ip1ps - - - prpri1,

0="6;;=> p(i,d)=pnli,))+ >,  plid

d|j d tq i|d,d|y,d#y

Or V’ensemble {d tq i|d,d|j et d # j} = {i x Hpj, J CNpyret J#N4q})
jeJ
On regroupe ’ensemble des ces nombres d = ¢ ]| jesPj, en fonction du cardinal de J :

T

—pGig) = ), pid) =) > u(iyi [T oy

d tq i|d,d|y,d#y k=0 \JCN,41 | CardJ=k JjeJ
r r
=2 PO C A R 31 (S D DR
k=0 \JCN,41 | CardJ=k k=0 JCNp41 | CardJ=k

- 1
_ (_1)k (T—;; ) _ (_1 4 1)7"+1 _ (_1)r+1
k=0
Donc pu(i,j) = (=1)"*! et donc P, est vraie.

En revanche, si un facteur premier est multiple (cas a; > 1),
Dans le méme esprit, supposons dans un premier temps que j = ip?ps - - - pypr41 et notons

7 =ipip2- - PrPr41,

OZZM(ZECZ)ZZM(@?CD‘F Z Zﬂlpl

dlj dlj’ dlj,p3ld d’'|j
——
:&i,j/:O
I ’
wli,j)=— Y wli,pid) =
d’'|j,d' #j
par récurrence si le résultat est vraie pour d’ composé d’au plus r facteurs premiers. . .
Finalement : /4

sij=1x(pi*...pp*), avec py ...pk, k nombres premiers distincts , on a :
(i) = (-1 siVieNg a; =1
b 3) = 0 sidieNg |a;#1




O Remarques !
On peut aussi montrer & l’aide de la relation 2.(a) que p est multiplicative :

b d
Y a,b,c,d tels que alb,c|d et — N — =1, w(a,b)ule,d) = p(ac, bd)
a c

Mais on serait moins dans [’esprit du programme du DS.

O Remarques !
On peul aussi voir que st j =1 X p1p2 -+ - Pr,
alors pour tout p, une chaine de longueur s est de la forme (i,iP1,iP1Pa, ... iP1Py--- Ps = j) ot dans
chaque P; (pour i de 1 a s) se trouve les nombres premiers p; (pour j de 1 a r).
On peut donc associer pour chaque chaine de longueur s, une application de N, dans Ng.
Mais on a la seule contrainte supplémentaire : chaque P; # 1, donc cette application doit étre surjective.
On applique le résultat du DM9 :

s

eslind) = (=17 D (-DF ()K"

k=0

On calcule alors

T T s

i d) = D (=1)%ea(ing) = 3 (=1 (1) D (-DF ()K= i

s=0 s=0 k=0 0<k<s<r

Mais je n’ai pas réussi a achever ce calcul. . .

3. Application a l'indicatrice d’Euler.
On applique la formule de ROTA. Ici g(z;) = j et f(z;) = (i) :

VneN phn)= Z,u(d, n)d = Zdu(l, g)
d|n d|n

En effet, p(a,b) = pu(1,2)
tout chaine de a & b passant par ar, avec ar|b est associé bijectivement
a tout chaine de 1 a g passant par r avec r|g.
Puis, en faisant le changement de variable h = % /2

VnEN,w(n):nZM

h|n

Probléme 2 - Théoreme du minimax

A. Etude des ensembles données

1. Pour tout k € N,,, el'z =F [z].
Donc si z € A, pour tout £ € N, : k[x] > 0. Autrement écrit : 0 < x
n

Par ailleurs, e’z = Zz[:c} =1, donc *[z] =1 - Zk[x] < 1, car “[z] > 0. /1
i=1 itk

‘Doncsia:EA, alorsogxge.‘

2. 0¢ A, donc /1,5
‘ A n’est pas un sous-espace vectoriel de de M, 1 (K) ‘

On ne se laissera pas influencer par la forme de la question. . ..

3. el x A est la iligne de A, puis B X e, est la jecolonne de B. /1

‘Donc el x Axe; =" [A]; = Coeff; ;(A) ‘




4. Soit ig € N,,.
Pour tout jo € N,,,

min e; x A x e; = min [A]; < [A];, =] x Ax e,
J Jo 10 Jo
JEN, JEN,

Puis, on prend comme majorant, la maximum en ¢, a droite :

io x A X ej, émaxe;fprxejo
JEN,, ’ €N, ’

VjoeN,: Vi € N,, mme ><A><e7<er

On prend alors le maximum & gauche en 4 : puisqu’on a un majorant constant (en @) :

YV joeN,: maxmlne xAxejgmaxe X A X ej,
1€Np jEN, i€N,
Enfin, on a un minorant & gauche en j, on peut donc prendre le minimum & droite (en j) /2,5

max mlne X A X e;| < min maxe x A X e
€N, \jeN, JEN, \i€EN,

B. Etude de deux matrices particulieres

o I
On considere S = | -1 0 et T =
1 1 1 -1 0 —1
1 -1 1 0
0 1 0
On note, pour I’étude de la matrice S, J=| 0 0 1
1 00

1. Etude des puissances de S

(a) Le calcul donne J3 = I3. On a donc un polynéme annulateur de J : Py = X — 1.
Il est bien unitaire. Si il existait un autre polynéme P de degré plus petit qui annule J, on
peut supposer P = a + bX + cX?,
Alors als + bJ 4+ ¢J? = 0.
Or il suffit d’écrire la relation matricielle, on constate que (I3, J, J?) est une famille libre.
Donc un tel polynéome P n’existe pas. /2

’ le polynome, unitaire, de degré minimal qui annule .J est P; = X3 — 1. ‘

(b) On a alors S = J — J? (simple calcul). Et donc, comme J et J? commutent :

SB=J=T)P =0 -3J 43 - J=13-3J+3J> - I3 =-3(J - J*) =38

/1
(c) Si S était inversible, on aurait :
§?=8"1x5%=-35""19=-3I;
Ceci est faux, donc /1
La matrice S n’est pas inversible. ‘
(d) Posons, pour tout k € N, Py : <« S?kF1 = (=-3)kS et S%+2 = (—3)kS52 5.
— Pour k=0, on a S gl g = (—3)08 et S2F+2 = §2 = (-3)052.
Donc Py est vraie.
— Soit k € N, supposons que Py est vraie.
SZ(k+l)+l — 52k+3 — 5352k — _3552]6 — (_3)S2k+1 _ (_3) (—S)kS — (_3)k+15
——
P
S 2(k+1)+2 _ 52k+4 S352k+1 3552k+1 _ (_3)32k+2 _ (_3) (_3)ks2 _ (_3)k+152
——
P
Donc Py est vraie. /2

pour tout k € N, $F+1 = (=3)kS et S22 = (~3)"5?. |




2. maximin(S). On fixe n = 3. On considére z € A fixé pour les questions (a) & (d).

€

On peut supposer que * = | @2

T3

(a) Comme z € A, on sait que x1,x2,z3 € [0, 1

(b)

()

(d)

].
Doncz; —z; <1-0=1leta; —2; 20-1=-1

‘pour tout ¢,j € N3, z; —x; € [-1,1] ‘

Le calcul est simple :

‘(x37x2)+(x17x3)+(x27x1): ‘

On trouve, sans difficulté

i
a’' Sy = Z[S]jxiyj = I1Y2 — T1Y3 — T2Yy1 + T2Yy3 + T3y1 — T3Y2
2]

On réorganise :
2" Sy = y1(x3 — 22) + ya (1 — 23) + y3(2 — 1)

Notons m = min(z3 — x9, 21 — T3, T2 — T1).
On a alors 3 — 29 > m, 1 — T3 = m et x5 — 1 = M.
Donc, comme chaque y; > 0

y1(z3 —x2) +y2(x1 —3) +y3(r2a — 1) Zyim+yam +ysm= (1 +y2 +y3) =m=m

car y € A.
Donc infyea 27 x S x y = m.
Et par ailleurs,

— sim = x3 — x2, alors en prenant y =
€ A, on trouve 27 x S x y = x1 — x3 = m.

— si m = z1x3, alors en prenant y =

— si m = z9 — x1, alors en prenant y =

S e Nl N
N = OO~ — O O~

Donc nécessairement infyea 27 x S x m

inng X S X y=min(zs — x2,T1 — T3, T3 — X1)
ye

On relache le caractere fixé de x. On note toujours m(x) = min(xs — 2,1 — T3, T2 — T1).
On a 0= (z3 —x2)+ (x1 — x3) + (x2 — 1) > 3m(x), donc nécessairement m(x) < 0.
Donc pour tout z € A, m(z) < 0, donc sup,c m(z) < 0.
Par ailleurs, avec x1 = 19 = 3 = %, onazx€Aetm(z)=0.
Donc sup,ca m(z) = 0.

€ A, on trouve 27 x S x y = 23 — 29 = m.

€ A, on trouve 27 x S x y = x5 — 21 = m.

Ainsi maximin(S) := sup,ca m(z) =0 et

maximin(S) est atteinte par le calcul 27 x S x y avec x = %e. (indépendamment de y)

On s’intéresse maintenant, de maniére duale & minimax(95).
On fixe y € A. On note M (y) = max(y2 — ¥3,Ys — Y1, Y1 — Y2)-
Alors, pour tout x € A, en réorganisant et par positivité des x; :

TSy =21 (y2 — y3) + 22(ys — y1) + 23(y1 — y2) < eI M(y) + 22 M (y) + 23M (y) = M (y)

Puis en prenant @; = 1 si M(y) = yi41[3] — Yit2[3], on trouve 27 Sy = M (y).
Ainsi, nécessairement sup, . 27 Sy > M(y).
Finalement sup,ca 27 Sy = M (y).

Ensuite, comme 3M (y) > (y2 — y3) + (y3 — y1) + (y1 — y2) = 0, nécessairement M (y) > 0.

Donc infyea M(y) > 0.

Mais comme, pour y = %e, on trouve M (y) = 0, on a donc également : inf e M(y) < 0.

Bilan : minimax(S) = infyea (sup,ea #7'Sy) = infyea M(y) = 0 = maximin(S).

/0,5

/0,5

/1

/2,5

/2,5

/4



3. maximin(7"). On considére maintenant n = 4

(a) Soit z € A, fixé. Il s’agit du méme raisonnement que précédemment :
VyeA, o' xTxy=uy(—zatas+tas)+yz(v1—23—24)+ys(—21+a2+24) +ys(—21+22—23)

Puis en notant m(z) = min(—xz2 + x3 + x4, x1 — 3 — Tg4, —T1 + T2 + T4, —T1 + T2 + x3), ON
a par positivité de chaque y; :

Vyed, ol xTxy>yim(e)+yam(z)+ysm(z)+yam(z) = (y1 + 2 +ys + yg)m(z) = m(z)
—_—

=1 yeEA
Ce minorant étant atteint en y = ey (resp. y = es, y = egouy = ey) sim(x) = —zo+ x5+ 14
(resp. m(z) = 1 — x3 — x4, m(x) = —x1 + 22 + 24 ou Mm(x) = —x1 + T2 — T3).

On trouve donc

. T .
12£x x T Xy =min(—x9 + T3 + 4,1 — T3 — T4, —T1 + To + T4, —T1 + To — T3)
y

Puis, comme z € A : 24 > 0 > —x3, et en additionnant —xq + x5 :
—r1+x2 — 23 < —x1+ T2+ 14

Donc min(—xzs + 3 + 24,21 — T3 — T4, —21 + T2 + Tg, —21 + T3 — x3) = min(—x9 + 3 +
T4, T1 — T3 — Ty, —T1 + To — T3) /3

inng xT xy= min(—xg + X3+ 24,1 — XT3 — T4, —T1] + T — $3)
ye

(b) Puis en additionnant :
3m(x) < (—xo+axs+xg)+ (v1 — 23 —x4) + (21 + 22 —23) = —23 <0

On a donc, en passant & la borne supérieure : sup, (m(x)) < 0.
Et par ailleurs, avec x = %(el +ea +e4) + 0es, on a:
— €A
— et m(z) =min(—3 +0+ 3,5 —0—1,—3 + 3 —0=min(0,0,0,3) =0
Ainsi,sup,ea(m(z)) 20
Par double inégalité : /2

1
maximin(7T) = sup(m(z)) =0 =28 x T xy, Vyec Mysi(R)etzy= §(€1 +ea +ey)
TEA

O Remarques !
On démontre la encore que

1
minimax(7") = ing(]\/[(y)) =0=2aT x T x yo, VaeMasi(R) et yo= g(m +e2+eq)
y

minimax(7") = maximin(7")

1l y a un certain équilibre dans ces matrices. On interprétera ces résultats a la fin de la partie suivante.

C. Théoréme de Van Neumann

On consideére une matrice A € M, (R).
On note I € M, (R) tel que V i,j € N, *[I]; = 1.

1. Toutes les colonnes de I sont identiques et non nulles (égales a e) ,

donc Im (I) = vect(e) et /1
rang (A) =1
Par ailleurs, I = e x e?, donc 27 x I x y = 2T (eeT)y = (z7e)(eTy) =1 x1=1 /1
zley =1



2. Onnote A’ = A+ (1 — min; jen, (i[A]j))I'

Pour tout &, € N,

FAe =5 AL+ (1= min ([4];)) = 1+ ([A]; — min ([4],)) > 1

1, €N 1,jENn
/1
’Donc pour tout k,¢ € N,,, F[A"], > 0.‘
3. Soit y € M, (R)
(a) La matrice A’y est une matrice colonne.
Elle posseéde donc un nombre fini de coefficient. Il existe donc iy € N,, (non nécessairement
unique) tel que
10 Al — i A/
[A'y] = max(*[A'y])
Pour tout « € A, comme tous les termes sont positifs :
n n n
el Ay = a A <Y w0 [Aly] = [Aly)D ay =" [Aly] = max(*[A"y])
i=1 i=1 i=1 P
Donc sup,es 27 A’y < maxicn, ([A'y]).
Et par ailleurs, en prenant z = e;;, € A, on trouve
T Al,, 1 1,1 ir Al
e;, Aly =" [Aly] = gggf(z[fl yl)
Donc /2,5
sup 7 A’y = max(‘[A'y])
zEA 1€N,
(b) Et donc, on a les équivalences, (pour tout M € R) :
supyep o7 A'y KM = maxjen, (‘[A'y]) < M
= VieN, " [Ay <M
— A'y < Me
/1,5
VMeR, supalAy< M Ay < Me
TEA
4. On rappelle que minimax(A’) = infyea (supreA :cTA’y).
(a) Donc, on a pour tout t € R :
minimax(A') <t <= infyca (supyep 27 A'y) <t
< Ve>0,3yeAtel que sup,epz? Ay <t —e
Mais comme y € A <= 0 < y et yTe = eT'y = 1, on a I’équivalence (en appliquant une
réponse précédente :
minimax(A’) <t <=V e> 0,3y € M, 1(R) telle que y > 0,y e =1 et A'y < (t —e)e
Puis en faisant tendre € vers 0 , par uniformité : /2

minimax(A’) <t <= 3

y € M, 1(R) telle que y > 0,y7e=1et A'y < te

(b) En divisant par ¢ > 0.
et en considérant y' = 1y :

minimax(A') <t <= 3y

1
€ M, 1(R) telle que ' >0, (y) e = Z et Ay <e

On remarque que, de par l’existence de 3’, on peut affirmer :

.. 1 1
minimax(A’) <t = sup yle> - = max Te> =
y>0,A'y<e t y=>0,A’y<Le t

énoncé.

d’apres le résultat admis de I’

Yo L T 1
Réciproquement, si maxy>o 4/y<e Y € = T

Alors, il existe y € M, 1(R) telle que : y > 0, Ay <eet yle > T

En prenant y’ = ﬁy, alors :

1
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ey >0
o ()T xe= y%eyTe =1
1
o Aly = y%eA’y < ge=te.
i
Donc d’apres la question précédente : minimax(A’) < ¢ /3

T
< sup (e'y)
y=0,A’y<e

1
minimax(A") < t < n

O Remarques !
C’est encore le théoréeme de Weistrass (ot une extension, plutét) qui permet d’affirmer que :

T T
sup (e"y)= max (e'y)
y=0,A’y<e y=0,A’y<e

En effet dans ce cas, on a :
La variable d’optimisation qui est y (extension a n dimension du x classique)

— La fonction continue qui est y+— ely
Le segment qui est le compact (ici en dimension finie, ¢’est un ensemble fermé (inégalité large) et
bornée) : {y € Mn(R) | y >0 et A’y <e}

Dans ce cas la fonction est bornée et atteint ses bornes.

Ces résultats sont au programme de seconde année de CPGE.

(¢) On a donc pour tout t >0 :

! >l e (eTy)
—_ > - - max (e
minimax(A4’) = ¢ t T y20,ATy<e Y
/1
_ sup  (eTy) = max (eTy)
minimax(A’) y=0,A'y<e y=>0,A’y<e
5. La stratégie est équivalente, nous passons rapidement (pour ¢ > 0) :
maximin(A’) >t <= Ve>0,3z €A tel que infyepz?Ay>t—e
<—=Ve>0,3x>0elz=1tel que zTA> (t —e)el
car on a également :
V M €R, ingacTA'y >Me=VjeN, 2"TA; > M+ (2/)TA > Me"
ye
Et en continuant la comparaison :
maximin(A4’) >t <= 32’ € M, 1(R) telle que 2’ > 0, (z/)Te =1 et ((2/)TANT = (A)Tz > e
. . 1
— mlnx>0,(Af)Tx<e((ff/)T) = lnfz>0,(A’)Tm<e((x/)T) < 7
Ainsi /4
1 . T
maximin(4’) x}O,(Hj}?Tx>e(6 z)
6. Il s’agit de fusionner la réponses & la question précédente et minimax(A’) = maximin(A’) Puis
pour tout z,y € A, (en notant o = 1 — min(*[4];)) :
aT(ANy = 2T (A+al)y = 2T Ay + ax’ Ty = 2T Ay + 1
. Ainsi
minimax(A) = minimax(A’) — 1 = maximin(A’) — 1 = maximin(A)
/2
vV Ae M,(R), minimax(A4)= maximin(A) théoréme de VAN NEUMANN(1928) ‘

O Remarques !
Question bonus : Que pensez-vous de lintroduction du puits dans le jew du chi-fu-mi (pierre/feuille/ciseau) ¢

En suivant la modélisation de la théorie des jeux, les matrices S et T sont les matrices de gain aux jeu du chi-fu-ms
Cliseau/Feuille/Pierre et Ciseaux/Feuille/Pierre/Puits.
En effet, si le joueur 1 joue e; et le joueur 2 joue ej, alors le joueur 1 gagne exactement la valeur de I[S]J =
el x S xej (resp. Y[T]; = el x T x ej pour le second jeu).
Comme il s’agit d’un jeu a somme nulle, le joueur 2 gagne exactement l’opposé de ce que gagne le joueur 1. Les
matrices S et T résument donc parfaitement la régle du jeu.
La matrice T', comme elle est écrite attache nécessairement q :

— 1t =1 : les ciseaux
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— =2 : la feuille
— 1 =23 : la pierre
— =1 : le puits
Pour S c’est quelconque : permutation paire de (ciseauz, feuille, pierre).
Quelle est alors la meilleure stratégie pour le joueur 1 ?
1l s’agit de mazximiser son gain en jouant x, sachant que l’adversaire & chercher a mazimiser le sien, donc a
minimiser la valeur en jouant y.
A priori, les joueurs jouent des stratégies pures : e1, ez, ou e3 (voire ea, dans le cas de T'). Mais il est préférable
de penser qu’une bonne stratégie est plutot une stratégie mizte, qui se s’appuie sur une stratégie probabiliste x1e1 +
x2e2 + xze3, avec la condition x1 + x2 + 23 =1, i.e. z; = P(S = ¢;).
L’usage de la probabilité s’explique en particulier par la répétition (pseudo)-infine du jeu.
Finalement, ce qu’on a démontré :
— Dans le Chi-fu-mi classique, la meilleure stratégie (la méme pour les deuz joueurs) est de jouer en suivant
une probabilité uniforme p = % chacun : Pierre/Ciseau/Feuille.
— Dans le Chi-fu-mi avec le puits, la meilleure stratégie (la méme pour les deux joueurs) est de jouer en
suivant une probabilité uniforme p = % chacun : Puis/Ciseau/Feuille et jamais la pierre.

La suite des explications : cet aprés-midi au CSK (suivez Callizte)
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