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Devoir a la maison n°8
CORRECTION

Exercice - Espace vectoriel de matrices

1. (a) Par linéarité de Pécriture de M (a,b) = aM(1,0) + bM(0,1) : F = {al + bA | a,b € R} =
vect(I, A).

’ F un sous-espace vectoriel de M3(R). ‘

(b) On sait déja que F = vect(l, A). Donc I et A sont générateurs de F
De plus montrons que ces deux vecteurs sont linéairement indépendants.
Soient A, p € R tel que A + pA =0 = (M(0,0)).
Or cette matrice nulle ne peut étre obtenue que si A = pu = 0.
Donc (I, A) est une famille libre.

‘ (I, A) est une base de F, qui est donc de dimension 2. ‘

(¢) La matrice des composantes de la famille (A + I, A — 2T) dans la base (A, I) est

1 1
r-(1 %)
(d) Montrons que P est inversible par 1’algorithme de Gauss Jordan donne : avec Ly < Lo — Ly :

1 1 1 0 . 1 —1 (1 0 2/3 1/3
<O 3 1 1).PulsavecLleL1+3LgetL2e3L2,0na.<0 1 1/3 —1/3 >

1
Donc P est inversible, d’inverse 3 ( 3 _} ) Donc

((A+1),(A—2I)) est une base de F |

1 1
() A= g[2(A+1)+(A—2D)] et T = <[(A+T)— (4—21)]
DmoM@ﬁy:M#bA:%@KA+D4(A7ﬂﬂ+H%A+IH{A72DH
Ainsi,
2%@&):a22ﬂA+I}%_a+%A—2ﬂ
1 1 1 -2 1 1 0 0 O
2.(a) (A+Dx(A-2D=[1 11 |x[ 1 -2 1 |]=[00 0
1 1 1 1 1 -2 0 0 O
[(A+D)x (A=21)=0
1 1 1 1 1 1 3 3 3
) (A+12=(1 1 1 |x| 111 |=]333/|=34+1.
1 1 1 1 1 1 3 3 3
Soit n € N*, alors (A+1)" Tt = (A+1)" "I x (A+1)? = (A+1)" I x3x (A+1) = 3(A+1)"

Posons Vn € N*, P, i« (A+ )" =3"" YA+ 1) ».
— Comme (A+I)! = A+1=3%°A+1). Donc P; est vraie. (On a vu aussi pour Ps).
— Soit n € N* tel que P, vraie.
Alors comme (A + )" =3(A+1)" =3 x 3""1(A + 1), car P, est vraie.
et donc (A + 1)1 = 3" (A + I) ainsi P, est vraie,
et la récurrence est démontrée. Ainsi,

(VneN : (A+D"=3"1(A+1)




-2 1 1 —2 1 1 6 -3 -3
(c) (A-2I)? = 1 -2 1 |x 1 -2 1 |=[ -3 6 -3 |=-3A4-2I).
1 1 -2 1 1 -2 -3 -3 6
Soit n € N*, alors (A — 2I)"T! = (A —2I)" 1 x (= 3(A—2I)) = =3(4 —2I)".
Posons Vn € N*, Q,, : < (A—20)" = (=3)""1(A-2I) »
— Comme (A —2I)t = A—2I = (=3)°(A — 2I). Donc Q; est vraie. (On a vu aussi pour
Qo).
— Soit n € N* tel que Q,, vraie.
Alors comme (A — 2I)" ! = —3(A —2I)" = -3 x (=3)""1(A — 2I), car Q,, est vraie.
et donc (A — 2I)"1 = (=3)"(A — 2I) ainsi Q,,;1 est vraie,
et la récurrence est démontrée. Ainsi,

(VneN : (A—2n)" = (-3)" (4 -2])]

(d) Soit 7 € N, Soient a,b € R, (M(a,b))" = <a§2b[A+I] MRy 21]>

Mais comme : (A+ 1) x (A—2I)=0=(A—2I)x (A+ 1), les matrices A+ T et A — 2]
commutent (polynéme en A); on peut appliquer le binéme de Newton :

(M(a,b)" = kzn:o (TD (a+32b)"(A+I)k § <a3+ b)n(A2I)nk

] “EQb)n3”—1(A+I)+ (a_gb)n(—?))"‘l(fl—ﬂ)

A+I)"+(A—2I)":(

donc

(M(a,b))" = @(A ) -

(a—0)"

(A—2I)

3. Enfin,

A" = [M(0,1)]" = %(A + 1) — %(A —2I)

Probléeme - Deux espaces de matrices

Partie I : Structure
1. Question de cours :

| dim(Ms(R) =9

2. Ax0=0,donc 0 € E(A) et donc E1(A) est non vide.
Soient My, My deux éléments de Fq(A) et A1, Ay deux nombres réels.
Il s’agit de montrer que \y M7 + Ao My € Eq(A).
Or A x ()\1M1 + )\QMQ) = MA X M+ XA X My = A\ M; + XMy
car AMy = My, AMs = M, puisque My et My € E1(A).
Donc Ay My + Ao M, vérifie la propriété caractéristique de Ey(A), donec A\ My + AaMs € Eq(A).

’ E;(A) est un sous espace vectoriel de M3(R). ‘

3. (a) Considérons M € E;(A), est-il dans Ez(A)?
OnaA’2x M =Ax (AxM)=Ax M =M car M € E;(A) donc AM = M.
Ainsi M € E5(A). Par conséquent

|Bi(4) C Bx(4)]

(b) Supposons ici que A est inversible et notons A~! I'inverse de A.
Nous savons déja que E1(A) C E3(A), pour montrer (ici) ’égalité de ces deux ensembles, il
ne reste plus qu’a montrer I'inclusion réciproque.
Considérons donc M € Es(A).
Alors A2M = AM et donc en multipliant & gauche cette égalité par A~', on a :
ATLAZM = A=Y AM et donc (A1 A)AM = AM = M ainsi M € E{(A).
Par double inclusion

‘si A est inversible alors Ey(A) = Ea(A). ‘




4. (a) Supposons que A — T soit inversible, notons B l'inverse de A — I, donc B x (A—1) =1.
Soit M € F;(A), alors AM = M, donc AM — M = 0 ou encore (A—I)x M = AM —M = 0.
En multipliant cette derniere égalité par B, on a Bx (A—I)x M = B x 0=0.
OrBx (A—I)=1I,donc I x M =M =0.
Par conséquent M est nécessairement la matrice nulle et donc E;(A4) C {0}.
Réciproquement, nous avons vu que 0 € E1(A) (quelle que soit la matrice A).
Donc par double inclusion :

‘si A — T est inversible alors Eq(A) = {0}. ‘

—2 1 0
b B-I=| 0 -2 1
0 0 1

Toute matrice triangulaire supérieure est inversible si et seulement si les coefficients sur sa
diagonale sont non nuls.

Ici B — I est triangulaire supérieure, avec sur la diagonale des coefficients non nuls.

Donc B — T est inversible et donc d’apres la question précédente, Ey(B) = {0}.

Par ailleurs, pour les mémes raisons, B est lui-méme inversible et donc d’apres 3.(b), Eq(B) =
E>(B).

Par conséquent, pour cet exemple

[Ei(B) = E2(B) = {0}]

Partie II : Etude d’un cas particulier

1. On applique 'algorithme de Gauss-Jordan. Considérons

1 1 1]1 0 0 1 1 1 1 00

1 10(0 10 | — 1 cr-1, 0 0 —-1(-1 1 0

1 0 1/0 0 1 L3+ L3 — L 0O -1 0 |-1 01
11 1}1 0 O 1 0 0|—-1 1 1
— Iy —Ls 0 1 0{1 0 =1 |— 1 —Ly—1Is 01 0|1 0 -1
L3 + —Lo 0 0 1|1 -1 0 00 1|1 -1 0

Par suite d’opérations élémentaires, nous avons transformé P en I3 donc P est inversible.
Par suite des mémes opérations élémentaires, nous avons transformé I3 en P~!, donc

-1 1 1
Pt= 1 0 -1
1 -1 0
2. Faisons le calcul :
01 2 0 0 0
CxP=|010 Pl'xcpP=|0 1 0
0 0 2 0 0 2
0 00
Ainsi D=P7!CP=[ 0 1 0 | estbien une matrice diagonale.
0 0 2

3. Notons que N = P~'M, donc PN = PP~'M = M
M e E(C) <= CxM=M<+=CxPN=PN<+= P !'<xCPN=P'PN
Il y a bien équivalence, car P! est inversible. Donc

M€ Ey(C) <= (P'CP)x N=N<+=DxN=N <<= N ¢ E|(D)
Soit M € M3(R). En notant N = P~1M, on a Péquivalence :

‘M € E1(C)<= N ¢ El(D).‘




1 Yy 2
4. Considérons une matrice N de la forme la plus générale : N = | xo y2 29
T3 Ys 23

NeE(D)«sDxN=N

0 00 1 Y1 & 1 Y1 2 0 0 0 1 Y1 A
s 0O 1 0 X To Y2 22 = T2 Y2 29 s To Y2 Z9 = T2 Y2 29
0 0 2 T3 Ys 23 T3 Ys 23 2r3 2y3 223 T3 Ys 23

Cela est équivalent & x1 =y; = z1 = 0 et 2z3 = x3, donc 3 = 0 et de méme y3 = z3 = 0.
Nous n’avons raisonner qu’en équivalence, pour obtenir finalement aucune condition particuliere
sur les coefficients de la deuxieéme ligne de NN, les autres coefficients étant nuls.

Finalement nous avons montré :

0 0
N € Eq(D) si et seulement s'il existe trois réels a, bet ctelsque N=[ a b ¢
0 0 0
5. D’apres les questions précédentes nous pouvons affirmer :
0 0
M e E|(C) <= P 'Mc E,(D) < Ja,bjccRtelsque P'M=| a b ¢
0 00
0 00 a b c
<~ da,bceRtelsque M =Px| a b ¢ |=| a b c
0 0 0 0 0 0
Par équivalence :
a b c 1 0 0 0 1 0 0 0 1
E(C) = a b c | a,b,c € R 3 = vect 1 00]),l 010 |,[0 01
0 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0

Ces trois matrices forment clairement une famille libre, nous avons donc une base et

dim (E1(C)) = 3.

6. Nous allons appliquer le méme raisonnement que lors des trois questions précédentes :
M € E5(C) <= C*M = CM <= P~'C(PP"')CPN = P 'CPN (en notant N = P~ M)
M € F(C) <= D?N = DN <= N <€ Ey(D)

X1 U1 Z1 O 0 O 0 0 O
OravecN = | zo %> 22 |,onaD?N = To  Ya et DN = To  Ya 2o
r3 Ys z3 41}3 4y3 423 2!1)3 2y3 22’3
Donc
1 Y1 <~
N € E5(D) <= J x1,11,21, %2, Y2, 22 tels que N = | 2 y2 2o
0O 0 O
Ainsi,
1 1 2 Ti+T2 Y1r+Y2 21+ 22
M e Ey(C) < Fx1,y1,21, T2, Y2, 22 telsque M =P | x2 ya 20 | =| z1+z2 y1+y2 21+ 22
0 0 O T To T3

Par équivalence :
a+d b+e c+f | a,b,c,d,e, f €R
a b c

100 10 00 1 100 0 1
E;(C) = vect 100 1t o],loo1),l1o0oo],[o01
100 10 00 1 00 0 0 0

{ a+d b+e c+f
0
0
O

O = =

o O O
v
/
o o o
o O O

N——
N———

Ces trois matrices forment clairement une famille libre, nous avons donc une base et

dim (E»(C)) = 6. Donc E;(C) # E»(C).




