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Devoir surveillé n°5

Durée de I'épreuve : 4 heures
La calculatrice est interdite

Le devoir est composé d’un probléeme.

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire (x).

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

BON COURAGE

Probleme - Polynomes de Legendre

On rappelle que R [X] désigne ensemble (R-espace vectoriel) des polynomes a coefficients réels.
Pour n entier naturel, R, [X] désigne I’ensemble (sous-espace vectoriel de R[X]) des polynémes de
degré inférieur ou égal a n.

On précise que 'on pourra confondre polynéme et fonction polynomiale associée.

Soit P un polynéme de R[X]. On note P(™ sa dérivée n-ieme.

On consideére I'application ¢ de R[X] dans lui-méme définie par
VPEeR[X], ¢(P)=(X*>—1) P +2XP

Et pour P et Q de R[X], on définit :

<P,Q>=/_1 P(t) Q(t)dt.

n 1 n
Enfin Pour n € N, on note U,, = (X2 — 1) et L, = ] U,(l ).
nn!
Les polynoémes L,, sont appelés polynomes de Legendre.

A. Quelques résultats généraux

1
1. Déterminer L, L et vérifier que Ly = 3 (3X2 — 1).
Dans la suite de cette partie, n désigne un entier naturel.

2. Justifier que L,, est de degré n et préciser la valeur de a,, = [Ly],,.
Par la suite, pour tout entier naturel n, a, désigne le coefficient dominant de L.,,.

n
3. (a) Montrer que pour P € R, [X], il existe by, ...b, € R tel que P = ZbkLk.
k=0
On pourra faire une récurrence forte.
(b) Montrer que la famille (b, b1, ...b,) € R™ ainsi associée a tout P est unique.

4. (a) Pour n € N* déterminer les racines de U, en précisant leur ordre de multiplicité, puis
justifier qu’il existe un réel o € |—1, 1] et un réel A, que 'on ne cherchera pas a déterminer,
tels que :

U =X -1D)""X+1)"" (X -a).

On pourra utiliser le théoréme de Rolle.

(b) Dans cette question seulement, n > 2. Soit k € [1,n — 1].
On suppose qu’il existe des réels a, ..., aj deux & deux distincts dans |—1, 1] et un réel p
tels que :
UF = (X = 1)" (X + 1" H(X —ar) - (X — )

Justifier qu’il existe des réels i, ..., Br+1 deux & deux distincts dans |—1, 1] et un réel v
tels que :
UMD = p(X = )" X+ )N = ) - (X = B



(¢) En déduire que, pour n € N*, L,, admet n racines réelles simples, toutes dans [—1,1].
On les note x1, ..., T,, en convenant que =1 < ... < Ty,.

On note 4, = H (X —x).
k=1

En convenant que Ay =1, on a donc : Vn € N, L, = a, A, = a, H (X — ap).
k=1

B. Etude de P’application ¢

Dans toute cette partie, n désigne un entier fixé quelconque.

1. Prouver que pour tout P,Q € R[X] et \, u € R, ¢(AP + uQ) = Ap(P) + up(Q)
On dit que ¢ est un endomorphisme de R [X].
2. Justifier que pour tout P € R, [X], ¢(P) € R,[X].
On dit que R,, [X] est stable par ¢.
On note ¢,, 'endomorphisme de R,, [X] induit par ¢.
Cet endomorphisme ¢,, est donc défini par :

VPeR,[X], ¢n(P)=0¢(P)

3. Vérifier que :
Vke[o,n], (X*-1)U,—2kXU,=0

4. Soit k € [0,n]. En dérivant (k + 1) fois la relation de la question précédente, montrer grace a
la formule de dérivation de Leibniz que :

(x2-1) UM poxuY —k(k+ 1)U =0

5. Montrer que, pour tout n € N, ¢(L,) = n(n+ 1)L,
On dit que le polynéme Ly, est un vecteur propre de ¢,,, en précisant la valeur propre associée.

C - Produit scalaire associé a (L,,)

1. Montrer que (.,.) vérifie les propriétés suivantes :
() ¥ P,Q € R[X], (P,Q) = (Q, P)
(ii) VP,PQ¢€ R[X], V A, A2 € R, <)\1P1 + )\2P2,Q> = )\1<P1,Q> + )\2<P2,Q>
(ili) ¥ P € R[X], (P,P) >0
(iv) () VPeRX],(P,P)=0=P=0
On dit que (-, -) est un produit scalaire sur R [X].

1
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On note alors || - || I'application définie par : || f|| = (/ f@)? dt>

—1

On dit que || - || est la norme associée au produit scalaire (-, -)
1

2. Etablir que : V (P,Q) € R[X]?, (¢(P),Q) = f/ (t*—1) P'(t) Q (t)dt, puis que :

-1
¥V (P,Q) eRIX]*, (6(P),Q) = (P,¢(Q)
3. Montrer que la famille (L), oy de polynémes de R [X] est orthogonale pour le produit scalaire,
c’est-a-dire :
On pourra utiliser la question B.5..
4. En exploitant, A.3. montrer que : Vn € N* VP e R, _; [X], (P,L,) =0.
5. Soit n € N. On note pour tout k < 2n, u, = (Uy(Lk)7 7(3”71{;))

(a) Montrer que ((—=1)"(ur)),, <y, €st constant et donner sa valeur.

2
2n+1

(b) En déduire que ||L,]| =



D. Application a 'approximation d’intégrales

Dans les questions suivantes, n désigne un entier naturel non nul.

1. Soit h une application de R dans R de classe C?"~! sur R telle qu'’il existe 2n réels t; < ... < ta,
vérifiant : Vi € [1,2n], h(¢;) = 0.
Montrer qu’il existe un réel ¢ € [t1,ta,] tel que : A2~ (¢) = 0.

2. On note
U: R,1[X] — R
1
P — / P(t)dt
-1
et on rappelle que les z1,...,x, désignent les racines de L,, et qu’elles sont deux a deux dis-
tinctes.

(a) Donner (sans démonstration) I'expression de la famille des polynoémes, notés ici My, vérifiant :

VkeN,,VieN,, Mk(zi)—éi,k—{é zz;z deg(M;) <n—1

(b) On note, pour tout k € N,,, a, = U(M},). Montrer que

VPER, 1[X], W(P)=> apP(xx) (1)
k=1

3. Montrer que la relation (1) trouvée & la question précédente reste vérifiée pour tout P €

Ro,—1 [X].
On pourra, pour P € Ry, _1 [X], utiliser la division euclidienne de P par L, et la question C.4.

4. On note Ny = M7, ot My, est défini en 2.(a).
(a) Quel est le degré de Ny ?

(b) Calculer Ny (zy). Montrer que pour j # k, Ni(x;) = N/(z;) =0
2

T — T

(c) Donner l'expression formelle de N, en déduire que Ny (zx) = Z
J#k
On note, pour tout k € N,,, oy = Ny (z)

Dans la suite du probléme, f désigne une application de [—1,1] dans R de classe C?" sur [—1,1].

5. On considere Hy(X) =Y [f(zx) + (X — z)(f(2x) — arf(zx))] x Ne(X).
k=1
(a) Montrer que H € Ry, [X].
(b) Montrer que V i € ﬂl,n],{ " Ei; _ ?(fxz)) )
On rappelle que A,, a été défini a la fin de la partie A.
6. (*)Soit x € [—1,1] tel que : Vi € [1,n], x # ;.
An (13)2

(2n)! Jem (ea).

Montrer que : 3¢, € [-1,1], f(x) — H, (z) =

A, (1)
On pourra considérer I'application g définie sur [—1,1] par g (t) = f(t) — H, (t) — o ())' ,
n)!

ot K est un réel dépendant de x a préciser, et appliquer le résultat de la question D.1. a la
fonction ¢'.

2
7. Montrer que : Vy € [-1,1] ,3 ¢, € [-1,1] , f(y) — Hn (y) = A(nQr(zZ;? 2 (e,).

8. Justifier l'existence de Ma, (f) = rFa1X1] |f(2”) (t)‘, puis prouver que :
te[-1,

‘/_11 f(t)dt—(Oé1f(ﬂc1)+...+anf(acn))’ < M(zr;g{) /_11 A, (2t

1
9. Déterminer un équivalent simple au voisinage de +o0o0 de / An(t)2dt.
-1



