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Devoir surveillé n°6

CORRECTION

Les points qui figurent en marge sont écrits a titre indicatifs, ils sont susceptibles de changer (légérement)
selon la qualité des copies.

Probleme - Polynémes de Legendre (d’apres : CCP 2018 PC)

A. Quelques résultats généraux
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. Avec la formule du binéme de Newton, pour tout n € N,

n
Z < ) n kXQk
Or, on sait que pour tout entier k et n :

(K)o .
TS X i 9k —n >
(X 2k = (2k —n)! st 2k 0

0 si2k—n<0
Par linéarité de la dérivation :

Le terme dominant de L,, est alors obtenu en k = n, il s’agit de : /3

2n1n! (Z) %(_1)%” = 2% (2:) Xn

1 /2
Ainsi L,, est de degré n et a, = [Ly], = on < n)

3. (a) Posons, pour tout n € N,

P,: < V P eR[X] tel que deg P =n, 3 by, b1,...b, €R tel queP:ZbkLk >,

k=0
— Soit P € R[X] avec deg P = 0. Donc P est une constante by.

Alors comme Lo =1, on a P = byLy.
Donc Py est vraie.
— Soit n € N. Supposons que, pour tout k € [0,n], Py est vraie.
Soit P € R[X] avec deg P = n+1. Supposons que le terme dominant de P soit ¢, 41 X" +1.

2n+1 -
On a donc P = ¢, (1 X" + @Q avec deg@ < n + 1. Notons R = P — i 22y

Ainsi, R est un polynéme de degré inférieur ou égal a n + 1,
avec pour coefficient d’indice n + 1 :

2n+1cn+1 27l+1cn+1 1 2(n + 1)
[R]n+1 - [P]n+1 - (%7j12) [Ln+1}n+1 =Cp+1 — (2213)) on+1 ( n+1 > =0



Donc r := deg(R) < n + 1. On peut alors appliquer P,,
il existe bg,...b, € R tel que R =bgLg+ -+ b.L,..

ntle
En prenant by, = 0 pour k € [r+1,n] (si cet ensemble est non vide) et b, 11 = T;H_l,
( n+1 )
n+1
ona P = Z bi L. Et donc P41 est vraie.
k=0
On a donc montrer par récurrence forte (sur le degré de P) : /3

pour tout polynéme P € R[X], il existe by, by, ...b, € R (avec n = deg P) tel que P = Z by Ly.
k=0

n

(b) Soit P € R[X], supposons que P = Z bpLy = Z b, Lx. On a donc Z:(b;€ — by, )L = 0.

k=0 k=0 k=0
Si {k € [0,n] | bx # b},} est non vide,

on peut considérer K = max{k € [0,n] | by # b},} et alors deg Z k— b)) Li) = K.
k=0

Or ce polynéme est le polynome nul.
On a donc une contradiction et {k € [0,n] | by # b},} est donc vide.
Par conséquent, P admet une seule décomposition selon les (Ly),. /1

‘Pour tout polyndéme P € R[X], famille (bg, by, ...b,) € R™ associée est unique.

4. (a) On a directement la factorisation de U, en produit d’irréductibles :

U, =n(X—

Up=[(X-DX+1D)]"=(X -1D"(X+1)"

/0,5
Donc U,, possede 1 comme racine d’ordre (de multiplicité) n
et —1 comme racine d’ordre n également (et c’est tout).

Si l'on dérive U, (produit de polynéme), on trouve :
D" HX )" (X -1 (X+D)" ! = n(X-1)" N X+1D)" X +1+X —1] = 2n X (X -1)"" 1 (X +1)"

On a donc /1

U =A(X-1D)""(X+1)"" (X —a) avec A\=2n,a =0

O Remarques !
L’énoncé original incite a exploiter le théoréme de Rolle.

C’est beaucoup plus long (donc plus maladroit ?).

Alors pourquoi 2 Surement parce que cela peut inspirer pour les questions suivantes. . .

Dans cette question seulement, n > 2. Soit k € [1,n — 1].
On suppose qu'’il existe des réels ay, ..., aj deux & deux distincts dans |—1, 1] et un réel u
tels que :

UL = p(X = 1)"H(X + 175 (X = ar) -+ (X — )

On peut ordonner les racines de Uflk) et supposer dans perte de généralité que l'on a :
“l<ay<a< <<l

On rappelle qu’on identifier polynéme et fonction polynomiale Uk .z plr —1)"F(z +
D" R —ay) - (2 — ag).
On note ag = —1 et g1 = 1. Soit ¢ € Ny 1, Ur(Lk)(ozi_l) = U )( i) =0.

On peut appliquer le théoreme de Rolle entre ces deux points.

Il existe donc f3; €]a;—1, a;[ tel que Uy(LkH)(ﬁi) =0

On a ainsi trouver k + 1 racines entrelacées et donc distinctes :

apg=—-1<Bi <oy <fa<ag - <ap1<PBp<ap<Pry <oy =1



Par ailleurs, 1 et —1 sont, par hypothese, deux racines d’ordre n — k de Ur(Lk)

i
Elles sont donc également racines d’ordre n —k — 1 et U,gkﬂ) = (U,(lk)) .

Enfin, deg USY = (n—k)4+ (n—k)+k=2n—k, donc deg U —on — k- 1.

Or on a trouvé (k+1)+2(n—k—1) = 2n— k — 1 racines & Uty (avec la multiplicité),

donc on a la factorisation de Uy(LkH) :

JveR UFY =pX —1)" F Y X +1)" Y X =B1)- (X = Bry1)

/2,5

il existe des réels Sy, ..., Brt1 deux a deux distincts dans |—1, 1] et un réel v tels que :
ULV = p(X = )" R X + 1)1 (X = Br) - (X = Byg)

(c) Soit n € N, fixé et quelconque.
Si 'on note pour kK € N* et k < n,

Hp < 361 <--- < Bre]-1,1[,3 v € R tels que UFTD = p(X—1)"F L X4+1)" X -61) - (X—Bry1) >

Alors on a vu que H; est vraie (en question (a)), puis que Hy = Hgy1 pour k € [1,n—1].
Donc d’apres le principe de récurrence : pour tout k € [1,n], Hy est vraie.
En particulier, H,, est vraie. Ceci, pour tout n € N. Donc Uy(Ln) admet k = n racines réelles

simples, toutes dans ]—1, 1]. /0,5

Pour n € N*, L,, admet k = n racines réelles simples, toutes dans [—1, 1]. ‘

On les note z1, ..., T,, en convenant que £, < ... < Tn.

B. Etude de Papplication ¢

Dans toute cette partie, n désigne un entier fixé quelconque.
1. Soient P,@Q € R[X] et A\, u € R,

PAP + Q) = (X2 = 1)(AP + pQ)" + 2X (AP + pQ)’
= (X2 = 1)(AP" 4+ pQ") + 2X (AP’ + pQ')

=AXZ-1)P" + pu(X2=1)Q") + AN2XP') + u(2XQ")
= A¢(P) + uo(Q)
/1
[Pour tout P,Q € R[X] et A, ji € R, o(AP + Q) = Ao(P) + 16(Q) |
2. Tl est admis que si P est un polynéme, ¢(P) en est un également.
Soit P € R,[X], alors deg P < n.
Donc deg P’ < n— 1 et deg2XP' =deg2X +degP <1+ (n—1)=n
Et deg P” <n—2et deg(X?2 —1)P" =deg(X?—1)+degP’" <2+ (n—2)=n
Enfin, deg(¢(P)) = deg((X? — 1)P” 4+ 2X P') < max (deg(2X P’),deg((X? — 1)P")) < n. /1,5
| Donc pour tout P € R, [X], ¢(P) € R,[X]. |
3. Soit k € [0,n].
U= (X2 -1 = U] =k x2X x (X2 - 1)*!
Donc
(X2 - 1)U] = 2kXU;, = 2kX(X? - 1)F —2kX(X? - 1)F =0
/1

Whe[on], (X2- 1)U - 2kXUx=0]

4. On fait ce qui est demandé, on dérive k + 1 fois
et on exploite la linéarité et deux fois la formule de Leibniz :

k+1 k41
_ k+1 _
Z k+1 (X2 _ 1)(h)(UI/€)(k+1 h) %Z + X(h)U,SkH h) _ 0
h=0 h h=0 h |

Puis (X2 - 1)@ = x2 -1, (X2 - 1)M =2X, (X2 - 1)@ =2et (X2 - 1)) =0 pour h > 3.
etaussi X =X, XM =1 X =0 pour h > 2.

Donc ) )
k+1 9 (h)pr(k+2—h) k41N o nypre+1—n) _
hz_:o( N )(X - 1My —21{:; )X =0



(x2 - 1)U Lok + )XUF 4 (k+ DEUP — 26xUFY — 2k(k + 1)UP =0

/2,5
(x2 - U poxutt — kk+ 1)U =

5. Soit n € N. Par linéarité de ¢,
¢(Ln) = 6(2"nlUSY) = 2"nlg(US)
Et, d’apres la question précédente :
$(UM) = (X2 = 1)U + 2XUD = n(n + 1)U = n(n + 1)2"nlL,

Donc en divisant par 2"n! # 0 : /2

‘Pour tout n €N,  &(L,) =n(n+1)L,.

On dit que le polynéme Ly est un vecteur propre de ¢,, en précisant la valeur propre associée.

C - Produit scalaire associé a (L,,)

1. Nous allons démontrer ces propriétés les unes apres les autres
(i) Soient P,Q € R[X],

(P,Q) = / )t = /Q dt = (Q, P)

(ii) Soient Pi, Py, @ € R[X] et A1, A2 € R Par linéarité de I'intégration :

1

P+ 2P, Q) = [ WP+ 2aP)(H)Q(H)dt = At /1 P (H)Q(t)dt + Az /1 P (1)Q(t)dt
:A;P17Q>+)\2<P2aQ> . 7

(iii) Soit P € R[X],
(P, P) = / P2(t)dt = 0

-1
car pour tout ¢ € [—1,1], P?(t) > 0 et que I'intégration est positive. /1
(iv) Soit P € R[X], tel que (P, P) = 0.
Supposons qu’il existe tg € [—1,1] tel que P(tg) # 0.
alors comme t — P2(t) est continue,
il existe un voisinage de P(tg) tel que P est strictement positif sur ce voisinage,
plus précisément :

P2(to)

Ja>0(et 6 > ) tel que V t €]y, d[:=]tg — a,to +a[n] — 1,1[, P(t) > 5

>0

D’apres la formule de Chasles (quitte & ce que les intégrales extrémes soient vides) :

lPQ(t)dt: 7P?(t)dzwr 6P2(t)dt+ 1P2(t)dt
[ e [ o [T |

v 1
Or par positivité : / P2(t)dt > 0, / P2(t)dt >0,
1 4

5 6 p2 _
et / P2(t)dt > / P(to) 4y 9 TP2(t)) > 0
0l vy 2 2

1
Donc/ P%(t)dt > 0.
—1
On a montré : si il existe to € [—1, 1] tel que P(tg) # 0, alors (P, P) > 0.
Par contraposée : (P, P) =0, alors V ¢t € [-1,1], P(¢t) = 0.
Et donc P admet une infinité de racines sur [—1,1] et donc P est le polynéme nul.
Par conséquent : V P € R[X], (P,P)=0= P =0 /3

(+,-) est un produit scalaire sur R [X]. ‘

On note alors || - || I'application définie par : || f|| = (/ It )

On dit que || - || est la norme associée au produit scalaire (-, -)



2. Soient P,Q € R[X]. On réalise une intégration par parties :

1 1 1
©P).Q) = [ (-0 2P oo = [ PoE-newd2 [ P ond
-1 e e —
u’(t) v(t)
1
= [P'(t)(t* — -, / P/(t)(2tQ(t) + (1* — 1)Q'(t))dt + 2 /_1 tP(t)Q(t)dt
1
;/1( DP(HQ' (1)
Or cette expression est totalement symétrique en P et Q. Donc (¢ (P),Q) = (¢ (Q), P)
Puis d’apres la premiere relation (i) du produit scalaire /1,5
) 1
V(PQERK(6(P). @ =~ [ (#-1) P Q (1)t = (Po(Q)
-1
3. Soient 7 # j € N. Supposons que i # 0 (sans perte de généralité).
i(i+1) 1 1 Jj(G+1)
Li,L;) = L), L;) = — L), L;) = — Li,¢(L;)) = ——(Li, L;
(L 1) = (M S2A 0. L) = gy 00 L) = g (B 08 = S )
Donc (i(¢ +1) —j(j + 1)) (L;, L) = 0.
Or i # j, donc on peut supposer ¢ > j et donc ¢(i + 1) — j(j +1) > 0, ainsi (L;, L;) =0 /2
\\M;éj €N, (L;, L;) =0\
La famille (L), oy de polynémes de R [X] est orthogonale pour le produit scalaire.
n—1
4. Soit P € R,_1[X], alors d’apres A.3. il existe ag,...a,—1 € R tel que P = Z apLy.
k=0
Et donc par linéarité du produit scalaire :
<ZakLk7 > Zak Lk, ZakXO—O
/1,5
\vneN*,vpeRn_l (X], (P, L,) :o\
5. Soit n € N. On note pour tout k < 2n, u, = (Uy(bk)7 Uy(fn*k))
(a) Soit k < 2n, on réalise une intégration par parties :
1
upsr = (USED gn=(eD)y / UG+ (1) U @n=k=1) (4 iy
-1
. ! (t) v(t)
. 1
= [P eue ] - [ oPeue - -
car on sait que pour k < n, 1 et —1 sont racine de A d’aprés A.4.(b).
Donc (—1)* 1y = —(— l)kﬂu = (—1)*ug. 11 reste & calculer wug. /1

On fait le changement de variable : t = sin 6,

avec [—%, %] — [—1,1], 0 > sin 6 bijective de classe C* :

1 1
uy = / Oy = / (t? —1)" x (2n)ldt =
-1 -1

= (Qn)!/2 (—1)" cos®™ 0 x cos 0dH = 2(—

w/2
On reconnait une intégrale de Wallis : W, = / cos?" L (t)dt.
0

Avec une intégration par parties

w/2
W, = [sin(t) COSQn(t)]g/2 + (2n)/0 sin(t) cos?™ "1 (t)dt = 2n(W,_1 — W,,)



Donc

n,,1)2 n,,1)2 /2 o)1) 2
W, - 2n ~_ (2™ (2! |/ costdf — ((2 n!)
+JOo

W_ —= ... = =
m+1 "t Cn+1! " @2n+1) o+ 1)!

(2"n!)2 _ 22n+1(n!)2(_1)n

Mk:HXflL'j

jk Tk T
. 1 sii=k
Ona:VEkeN,VieN,, M(z;,)=20x= 0 siithk

(b) On note, pour tout k € N,,, ap, = U(My,).

n—1

Soit P € R,,_1[X], on considére R = Z P(xy) M.

k=0
Alors R(z;) = Y P(xy)My(z;) = Y P(x1)d;5 = P(x)
k=0 k=0

Donc xg, x1,...2,—1 sont des racines distinctes du polynéme R — P.
Or deg R — P < max(deg R,deg P) < n — 1.

D =2(—=1)"(2n)! = 3
one o = 2(=1)"(2n)! 5 =) on + 1 /
) ) B 22n+1 n| 2 -1 k+n
Ainsi, pour tout k < 2n, ui = (UT(L’“), Ui k)> = (2n)+(1 )
(b) On a alors
' 2 1 ) 1
2 _ _ n _
2 = [ EaPat = g [ UV ) =
1 22n+1(n!)2(_1)n+n 2
~ 22n(n!)?2 2n + 1 C2n+1
/1
2
L =
e
D. Application a ’approximation d’intégrales
Dans les questions suivantes, n désigne un entier naturel non nul.
1. Posons, pour tout k € [0,2n — 1], Qg : < Il existe ¢4 < ta ) < -+ < ton—kk tel que pour tout
1€ [[1,271 — k]], h(k)(ti,k) =0.>.
— Par hypothese, Qq est vérifié.
— Soit k € [0,2n — 2]. Supposons que Qy, est vraie.
Alors il existe t1 1 < top < -+ < ton_k k tel que pour tout i € [1,2n — k], h(k)(ti,k) =0 hrk
est dérivable, car h est de classe C2"~ 1.
Pour tout i € [1,2n—k—1], on peut appliquer le théoréme de Rolle sur Uintervalle [t; , ti11 k).
DOHC 11 existe ti,k+1 G]ti,kati+1,k[ tel que h(k+1)(ti’k+1) = h(k)/(ti,k_;,_l) = 0
Etant sur des intervalles disjoints, les nombres (¢; k+1)ieN,,_,_, sont différents.
Et donc Qg1 est vraie.
Le raisonnement par récurrence est achevé. Et donc pour tout &k € [0,2n — 1], Qi est vraie.
En particulier pour k = 2n — 1 : il existe ¢; 2,1 tel que K" (t1 5, 1) = 0. /2
Il existe un réel c tel que : A"~ (¢) = 0.
. On note
U: R,1[X] — R
1
P / P()dt
-1
et on rappelle que les x1,...,x, désignent les racines de L, et qu’elles sont deux a deux dis-
tinctes.
(a) Il s’agit d’une application directe du cours, puisque ce sont les polynémes d’interpolation de
Lagrange. /1



Ainsi, R — P, admet plus de racines que son degré, donc R — P = 0.

n—1
Par conséquent : P = Z P(xy) M.
k=0

n—1 n—1

1 1
U(P) :/ P(t)dt = ZP(xk)/_le(t)dt: > Play) (M)

-1 k=0 k=0

/2

VPER,1[X], W(P)=) oxP(xx) (1)
k=1

3. Soit P € Ry,—1[X].

En faisant la division euclidienne de P par L,, on a P = QL, + R,,

avec deg R, < deg L, =n et degP =deg L, +deg@ < 2n—1, donc deg@ < n — 1.
On a alors :

1 1 n
WP = [ QL.+ [ ROE = (@ L)+ W(R) =0+ Y auRlm)
~1 -1 P

On a (@, L,) =0, d’aprés C4. (car deg @ < n),

et par ailleurs R(zy) = P(zr) — Q(xg)Ln(zr) = P(xy) car xj est une racine de Ly,. /2,5

VPe Rgn,l[X], \I/(P) = zn:akR(l‘k) = zn:akp(l’k>
k=1 k=1

4. On note Ny = M7, ot My, est défini en 2.(a).
(a) My est de degré n — 1, donc /0,5
’ deg(Ny) = 2n — 2‘

(b) Ni(zj) = [01]* = 0.
Par écriture de N,?, on voit que z; est racine d’ordre 2 de Ny, donc x; est racine de de NV} /1

| Ni(w) =1, Ni(w;) = Ni(z;) =0

27
el
2(X —zy) (X —x4)? 2z — x5)
Ni=> = 11 7 | = Niler) =) iz x 1
= ((wk —a5)? 25 (@n = 2i) =i (@n — )
/2
2
= N/ =
o () Z Tk —Tj
J#k

Dans la suite du probléme, f désigne une application de [—1,1] dans R de classe C*" sur [—1,1].

5. On considere H(X) = [f(ax) + (X — xx) (f (z) — arf(2))] X Ni(X).
k=1
(a) Pour tout k € N,,, deg(f(zx) + (X —ap)(f'(xr) —arf(zk))] X Np(X)) = 1+deg Ny, =2n—1. /1

| Donc H(X) € Ry, 1[X]. |

n

(b) H(w:) =Y _[f(xx) + (@i — xx) (f (xx) — anf (2x))] X Ni(z:).

k=1
Chaque terme de la somme est nul sauf pour k = 3.

Donc I—i(xz) = [f(xs) + (@i — 23)(f'(25) — i f(24))] = f(x3).
Bt H = ([(f'(z) = oxf (@) Ne + [f (@x) + (X — 2) (f () — anf(2))]N}).-

H'(z:) =Y ([(f'(xx) — anf (@) Ni(@:) + [f(@n) + (@ — 2) (f (21) — o f (2x)) Nf (27))
(zi) = aif ()] + [f (@) + (2 — 2) (f'(25) — i f(w5))]oi = f'(@3) — i f(w:) + i f () = f'(21)



/2,5

Vie[l,n], { Hy () :f@ji?

6. Soit x € [—1,1] tel que : Vi € [1,n], x # ;.

Considérons g : [-1,1] = R, t — f(¢) — H, () —

K existe bien car A, (z) # 0, puisque x # ;.
An(z)
o 9(z) = f(z) = Ho(2) = K = f(z) = H(x) = 1[f(z) - H(z)] = 0
' Az;)?
e Pour tout i € Ny, g(x;) = [f(z;) — H(z;)] — g 1')
n!
Ainsi g admet n + 1 racines distinctes : x, 1, . .. Ty,.
On ne sait pas ou est  exactement. On ordonne ces n+1 racines en les notant y1,y2, . . . Yn+1
En appliquant le théoréme de Rolle sur chacun des n intervalles [y;, yi+1],
comme g est dérivable, il existe z; € [y;, yi+1] tel que ¢'(z;) = 0.
Par ailleurs, la fonction g est de classe C?" et pour tout ¢ € [—1, 1] (par linéarité) :
A (1) An(t)

g0 = /() = Hy(t) = £ (1) = Ha (1) = 2725 5K

K=0

Donc ¢'(z;) = 0, pour tout i € N,,.
Ainsi ¢’ est de classe C2"~! avec n + n racines distinctes : z1,...z, et 21, ... 2.
On peut donc appliquer le résultat de la premiere question :
il existe ¢ € [y1,yn+1] C [~1,1] tel que g™ (c) = 0.
Or H est un polyndéme de degré au plus 2n — 1, A est de degré 2n de coefficient 1,
donc H?™) =0 et A®™ = (2n)!. Donc par linéarité de la dérivation (2n fois) :

g () =0=fC () - K = K = f®(¢)

/4
An (55)2 (2n)
dce [_171] 3 f(.’E) - Hn (CL’) = (2%)' f (C)
7. Avec y ¢ {z1,...2,}, on peut exploiter le résultat de la question précédente.
Siy =, alors f(y) — H(y) = f(x;) — H(x;) = 0= A, (z;) = An(y), on prend ¢ quelconque. /1
An (1) Lon
Vel e 1L S 0) - ) = B 1 @)
8. £ est continue sur le segment [—1,1] (car f est de classe C2").
On applique le théoreme de Weierstrass : f(>®) est bornée sur [—1,1] et atteint ses bornes.
Il existe r € [—1,1] tel que V ¢ € [—1,1], f@™(t) < fC(r). /1

‘D’Ofl Pexistence de Ms,,. ‘

1 n
/ Pt = (ar f (@) -+ an f (o) = U() = 3 awH () = U(f) — W(H)
-1 k=1

car f(z;) = H(z;) et H € Ry,—1[X], en exploitant le résultat de 3.
Puis U est linéaire : /2

1 n
‘ [ rwae=3 austan
-1 k=1
9. On exploite le dernier résultat de la partie C.

2
1
1 1 1 2n 2
A, ()2dt = (—L,, —Ly,) = — || La||> =
[1 n() <an n’an 7L> a%” L” ((2:)) 2n+1

I . Mo,
=< gy [ AR )y < R

Or, d’apres la formule de Stirling :

<2n> (2n)! (%)%*M%Z 221

n) = (n!)? T p2ne—2m2my VT
/2
1
m™m 2 s
Ag)2dt v —
[1 "( ) 22n on+1 22n




