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Devoir surveillé n°5
CORRECTION

Les points qui figurent en marge sont écrits & titre indicatifs, ils sont susceptibles de changer (légérement)
selon la qualité des copies.
Nous soulignons dans la correction, les arguments a écrire absolument !

Exercice - Un air de <« déja-vu >

Soit f une fonction dérivable sur [a,b] telle que f'(a) < 0 et f/(b) > 0.

1. La fonction f est continue sur le segment [a, b].
e Donc, d’apres le théoreme de Weierstrass, il existe ¢ € [a, b] tel que :

Vazelab, [flz)=[f(c)

(f([a,b]) est minoré et atteint sa borne inférieure). /0,5
e Par ailleurs, f'(a) < 0, donc f’ est strictement décroissante au voisinage de a.

Plus précisément :
f'(a)

Avec € = —=5~, il existe n > 0 tel que V x € [a,a + n[=]a — n,a +n[N[a, b] :
f(x)_f(a) / i f(x)—f(a) 1 3/ f(x)—f(a) 1 ’
P fa)] <e= flla)—e< o <f(a)+e:2f(a)< o <2f(a)
compte-tenu de la définition de €. Puis, comme z —a > 0 :
1
f(z) = fla) < 5f'(a)(z = a) <O = f(z) < f(a)
Donc ¢ # a. /1
e De méme : f/(b) > 0, donc f' est strictement croissante au voisinage de b.
Plus précisément :
Avec e = fT(b), il existe n > 0 tel que V = €]b —n,b] =]b —n,b+ n[N[a, b] :
f@)—f) 1, fl@)—f®) _ f)—fl=) 3,
VIO _pw|<e = Jre < IR TUETE) Sy,
compte-tenu de la définition de €. Puis, comme b — 2 > 0 :
1
F) = f@) > S/ (0)(b —2) > 0= f(z) < f(b)
Donc ¢ # b. /1
e Ainsi, il existe & > 0 tel que |¢ — a, ¢+ a[C [a, b].
Donc ¢ est nécessairement un point critique de f, i.e. f'(c) = 0. (f,(c) <0 et fi(c) = 0). /0,5

’EI c €la, b tel que f'(c) = O‘

O Remarques !
% Compte-tenu de la conclusion, on peut chercher & appliquer le théoréme de Rolle (comme en classe).

Si il existe a’, b’ € [a,b] tels que f(a’) = f(b), alors il existe c €]a’,b'[Cla,b| tel que f'(c) = 0.

1l faut donc trouver a’ et b’. Pour cela, on va appliquer le TVI & f, continue

2. Soit g dérivable sur I.

Soit A, B € ¢'(I). C’est-a-dire, qu'il existe a,b € I tel que g'(a) = A et ¢'(b) = B.
On peut supposer que a < b, sans imposer d’ordre & A et B.
Soit X €]A, B[ (ou |B, AJ).

Supposons A < B. Considérons f : ¢t — g(t) — tX.
Par addition, f est dérivable sur I et pour tout ¢t € I, f/(t) = ¢'(t) — X.
X €]A, Bl donc f'(a) =¢'(a) - X =A—-X <0et f/(b)=B—-X >0.
On peut appliquer le résultat de la question précédente : il existe ¢ €]a, b] tel que f'(c) = 0.



Donc ¢'(c) = X.
Et si A > B, on considérons f : ¢t +— tX — g(t).
Par addition, f est dérivable sur I et pour tout t € I, f'(t) = X — ¢'(¢).
X €]B, Al donc f'(a) =X —¢g'(a) =X —A<O0et f'(b)=X—-B>0.
On peut appliquer le résultat de la question précédente : il existe ¢ €]a, b] tel que f'(c) = 0.
Donc ¢'(c) = X.
Donc X € ¢'(I).
Ainsi, dans tous les cas |A, B[C ¢'(I) (ou |B
Dans tous cas : [4, B] C ¢/(I) (ou [B, A] C ¢'(1)). /2

‘si g est une fonction dérivable sur I alors ¢’(I) est un intervalle. ‘

3. 1l suffit de prendre une fonction dérivable, de dérivée non continue. C’est le cas de /0,5
2 . 1 .
) resins siz#0
prre { 0 siz=0
e  est continue sur | — 0o, 0] et sur ]0, +oo[ comme produit. /0,5
Et par ailleurs, |¢o(z)] < 22, donc li[r)ngo = 0, par encadrement.
Donc ¢ est également continue en 0. Ainsi ¢ est continue. /1
e © est dérivable sur | — oo, 0] et sur 0, +oo[ comme produit de fonctions dérivables.
Et pour tout z # 0, ¢'(z) = 2zsin 1 — cos L. /1
z)— (0 z) — (0
. ‘M’ = |asin 1| < |z, donc lim #@) = »(0) = 0, par encadrement.
r—0 z z=0 x—0
Ainsi, ¢ est également dérivable en 0 et ¢’(0) = 0. /1

e Et, ¢ n’est pas continue en 0 : car 2z sin% —0etz— — COS% n’a pas de limite en 0.

(On peut considérer les deux suites (z,) = (=) et (yn) = (m%

1 1
alors (z,,) = 0, (yn) > 0 et cos — =1 et cos — = —1.) /1

Tn Yn
Bilan :

2rsint —cos 2 six#0 . P Lo .
T { 0 TG f 0 n’est pas continue, mais vérifie le théoreme des valeurs intermédiaires.

Probleme - Caracteres de Dirichlet

A - Indicatrice d’Euler
1. Pour tout entier N, 1 € Py, donc /0,5

[VNeN, o) >1]

p(N) =1 = Py = {1}

Or pour tout N > 2, N—1¢€ Py, car (NAN —1)|[N et (NAN —1)|N —1donc (NAN —1)|1.
Ainsi, pour tout N 22, p(N)=1=>N-1=1= N =2.
Réciproquement, comme ¢(2) =1 et p(1) = 1; /1

‘les seuls entiers pour lesquels p(N) =1 sont 1 et 2 ‘

2. Si p est un nombre premier, alors tous les entiers de 2 a p — 1 sont premiers avec p;
et ce n’est pas le cas de 1 et p. /0,5

op)=p—1

Soit n € N*. Soit a € [1,p"].
On note § = a A p™. Alors §|p™, donc § = p™ avec m € [0,n].
Ainsi on a les équivalences :

a ¢ Ppn <= 6#1 <= I me[l,n] tel que § =p™ < pla

Done Py = [1,p"]\ (pZ) = [1,p"] \ {rp | L<r <p" '} /2

\V n €N, p(p") = Card(Ppn) = (p" =1+ 1) = (p" ' =14+ 1) =p" —p" ' =p""'(p—1)




Piste de recherche...

11 s’agit donc de montrer une égalité entre fonctions définie comme cardinaux d’ensembles.
Dans cette situation, le plus courant est de montrer la bijectivité entre les deux ensembles.
Ici il s’agit du théoréme dit < lemme des restes chinois >. Nous avons vu dans l’exercice 212.

P: leNg — PN] X PNQ
a —  (a%N1,a%N2)

mais faut-il s’assurer qu’elle est bien définie; puis qu’elle est bien bijective.

(a) Soient Ny et Ny deux nombres premiers entre eux.
Soit a € Pn, N, Donc a A Ny Ny = 1. Donc 3 u,v € Z tel que ua + vN1 Ny =1
Soit a; = a%N;. Donc a; € [0, N7 — 1] et il existe ky € Z tel que a = k1 N1 + a1, donc

1 = ua + vNy Ny = uay + (uky + vN2) Ny = a AN =1

Ainsi a1 € Pn;,. /2
Et de méme si on note az = a%Na, alors as € [0, N3 — 1] et aa A No = 1, donc as € Ph,. /0,5
L’application PNC;NZ : (az;é%lfa@)]\]f\z@) est donc bien définie
(b) Soient a,a’ € Py, n, tel que P(a) = P(a’).
Donc a%N; = a’%Ny, ainsi Ni|(a — a’). De méme Na|(a — a).
Et comme Ny A Ny =1, d’apres un lemme de Gauss N1 Nao|(a — a').
Or a,a’ € Py,N,, donc a — a’ € [2— N1 Nay Ny Ny — 2].
Le seul nombre divisible par N1 Ny de cet intervalle est 0. Donc a — a’ = 0.
Par conséquent a = a’ et P est injectif. /1,5
Piste de recherche...
Pour montrer la surjectivité, on considére aj et ag et on essaye de construire le nombre a tel que
P(a) = (a1, a2).
On se rend compte que a = a1 + k1 N1 = ag + ka2 N2, donc a1 — ag = kaNo — k1 N7.
Cela nous fait penser a la décomposition de Bézout. . .
Soit (a1, a2) € Pn, X Pn,.
N1 A Ny = 1. 1l existe uy, us € Z tel que ug N1 + us Ny = 1.
Donc en multipliant par a; — ag : (a1 — a2)ui N1 + (a1 — az)us Ny = a1 — as.
Il existe U (= (ag — a1)u1),Ua(= (a1 — az)usz) € Z tels que Uy N1 + a1 = UaNa + as.
On note A = U Ny + aq, puis a = A%N; Ns.
Donc a € [0, Ny No — 1].
Puis si 0|a et 6| N1 N2, alors 6|A = a + K N1 Ns.
Comme N; A Ny = 1, alors §| Ny ou §|Ns.
Sans perte de généralité, supposons que 6| Ny,
comme §|A = Uy Ny + a1, alors §| N7 et d|lar. Donc § = 1.
Donc a € P, N, -
Enfin, par construction, a; = A = a[N1] et ag = A = a[N3].
Donc il existe a € Py, n, tel que P(a) = (a1,as2) : P est surjective de Py, n, sur Py, Pn,. /1,5

‘L’application P est bijective‘

©(N1) x ¢(N2) est le cardinal du produit cartésien Py, x Pu,. Ainsi, il y a égalité des /0,5
cardinaux :

‘V N1, Ny € N, tels que N1 A Na =1 alors ¢(N1Na) = o(N1)p(N2) ‘

O Remarques !
En fait Uapplication P est un morphisme bijectif de groupes,

-
du groupe des inversibles de ﬁ, i.e. (ﬁ) , de cardinal p(N1N2),

sur le groupe, produit cartésien, (%ﬂ) X (NLQZ> de cardinal o(N1)p(N2).



O Remarques !
Awvec la formule multiplicative et ’expression sur les puissances des nombres premiers, on montre que
sin=[[i_,p.", alors
a 1 1
o =TT L =nI] (1-)
i=1 d

oz
Pi in

4. Soit N € N*. Soit a € Pn.

(a) Soit k € Py. Par définition ka%N € [0, NTJ.
Or kAN =1,aAN =1, donc d’apres un lemme de Gauss (facteurs relativement premiers) :
ak AN =1. /1
’ Donc, pour tout k € Py, ka%N € Py ‘

(b) On définit alors :
Yo : PN = Pn, k — ka%N

Supposons que ¥, (k) = 1, (k'), alors N|(k — k')a.

Donc, comme N Aa=1, N|k—Fk' Ainsi: k—k € [2— N,N-2n(N-Z) ={0}.

Ainsi k = k' et donc 9, est injective. /1
Soit h € Py. Comme a A N = 1, alors d’apres le théoreme de Bézout,

il existe u,v € Z tel que ua +vN = 1.

Donc en multipliant par h : (hu)a + hvN = h, et modulo N : (hu)a = h[n].

Enfin, en prenant k = hu%N, on a donc k X a = h;

etuAN=1, hAN=1,donchu AN=1et kAN =1.
Ainsi il existe k € Py tel que a x k = h. Donc v, est surjective. /1

‘ 1, est bijective ‘

O Remarques !
Comme les ensembles de départ et d’arrivée de 1, sont finis, et qu’ils ont le méme cardinal (ce sont
les mémes), on peut démontrer que
Pq est bijective si et seulement g est injective ou 1, est surjective.

On aurait donc pu réduire ’étude précédente.

Piste de recherche...
(L‘g On applique exactement la méme démonstration que pour le théoréme de Fermat, mais avec moins de

nombres (au lieu de prendre tous les nombres de 1 & N — 1, on prend ceux de Py

Soit a € Py :
H ka = q°4(P~) H k= a?™) H k
kEPnN kePN kePn
Mais aussi :
[T ko= II vatk)= IT »
kePn kEPN h€PN
Comme N A h =1, pour tout h € Py, alors (Gauss) : N A ([[,cp, h) = 1. Donc /2,5
™M J] k=[] » = a?™) =1[N]
kEPN hePN

SiAeZet ANN =1, alors en prenant a = A%N, on a a = A[N] donc a AN = 1.

k
E\ 4
Puis, pour tout k € N, A*¥ = (a + hN)* = Z (.)al(hN)k_l = a®[N].
i
i=0
Et donc A*(V) = #(N) = 1[N]. /1,5

VaeN, aAN=1= a*") =1[N]

O Remarques !
% On retrouve pour p premier, le petit théoréme de Fermal :

p(p) =p—1 et donc aP~! = 1[p]



B - Etude de arctan

On étudie ici la fonction arctan, de classe C* sur R (résultat du cours).
On note également ici :

1
A:R—-C, z— -
1—x
1. A est une fraction rationnelle et son ensemble de définition est R. /0,5
Donc A est de classe C* sur R. ‘
Posons, pour tout £ € N, P VreR, AW (z) it
D < = >
, P sy Tk ; (1 — i$)k+1
P R, AO(z) = Aw) = —— — O donc Py est vrai
— Pour tout = € R, () = A(z) = iz (1) onc Py est vraie.
— Soit k € N. On suppose que Py, est vraie.
kliF
Donc pour tout = € R, AK¥) (z) = 72 On applique I'algorithme de dérivation :
(1 —4x)kt1
—KliF < (k+1) x (=i) (k4 1)lkik+!
(k+1) _ _
VreR, A (z) = (1 — iz)rH1+1 T (1= xRt
Donc P41 est vraie. /2
VheNVeR AW (@)= M
eN,VzeR, (x)_(l—ix)kﬂ
2. Pour tout = € R, arctan’(z) = !
' ’ 1+ 22
1 1 1 1 1+ix+1—1x 1
Puis Re(A(z)) = = (A A2) = - _ _ 05
uis Re(A(x)) = 5 (A(z) + A(z) 2<1ix+1+ix> 2(1 + 22) 1+ 22 /0
’ Pour tout z € R, arctan’(xz) = Re(A(z)). ‘
Puis par linéarité de la dérivation, pour tout k € N :
W _ (L, ) L o)
arctan®*+1) = (arctan’)"” = ( (A + 4) = - (A(k) + A(k)) = Re (A(k))
2 2
kli* 0 sik=2p+1
(k+1) () — _ p
VkeN, arctan (0) —Re<(1_0)k+1) = { (—1)P(2p)!  sik = 2p /15
3. (a) Soit x €]0,1]. Considérons
_ al arctan(® (t) R (z —t)N+?
N - — arCtan(m) — I; T(‘T - ) - NW
, ) (n —t N+1
= arctan(x) — (arctant + %n(t)(x —t)+... %ﬁ)(ﬂ(m - t)”) — RN(Q(SN—F)I)!
N +1)! . arctan(®)
ol Ry est choisi de maniere & ce que hy(0) = 0i.e. Ry = % (arctan(x) - arca]r:'(())xk)
X k=0 !
Par ailleurs hy(z) = arctan(z) — arctan(z) = 0.
Donc d’apres le théoreme de Rolle (hy (0) = hy(z) = 0), il existe ¢ €]0, z[ tel que hy(c) = 0.
Or, par télescopage
N k+1) (k)
S arctan(®*+1) (¢) w  arctan'®(¢) Bl Ry N
Wiy (t) = —<kz_0k!($—t) _W<x_t) R (x—1)
arctanV+1)(¢) N . Ry N
R e Gl N k)
Comme h/y(c) = 0, on a donc Ry = arctan™¥+1(c).
Enfin comme hx(0) =0, on a donc (en ¢t =0) : /4

an®(0) o arctan™ 1 (c;) niq
i (N1 1)

N

t

vV 2 €]0,1],3 ¢, €]0, z[ tel que arctan(z) = Z are
k=0




(b) Enz =1 et N = 2p, avec la formule de arctan*)(0) trouvée plus haut :
Il existe ¢1 €]0, 1] tel que

T o arctan(0) + Z arctan*+1)(0) ,, ., arctan®***2(0) ,, ., arctan??1(c) 12041
2k + 1)) (2k +2)! (2p+1)!

P 1 .
Z 2k+1 T e ite (@)

k=0
/2,5
P 2
1 1P
3 0, 1] tel - R
c1 €] eQ[ue l;) k:+1 1 e((l_iq)%)
(¢) Comme
i% i i\ 1 \*
Re | ——5 <l = | 77— =7 <1
‘ e((l—icl)%)‘ ‘(1—101)2’) (|1—201|> <|1—201|>
car |1 —icy| = /1 +¢? > 1. Alors par théoréme d’encadrement : /1,5
p k
. (-1) T
1 =—
S D o=
k=0
C. Caracteres. Cas particuliers : N =2 et N =4
1. Soit N € N. D’apres la regle C, pour tout entier a, xy(a) = xn(1 x a) = xn(1)xn(a).
Or xn est non identiquement nul (régle A), donc il existe a € N, tel que yn(a) # 0. /1
‘Et nécessairement yy(1) = 1, pour tout entier N € N. ‘
2. Notons § = a A N et supposons que § # 1. Soit p € {p € P | p = a[N]}.
Alors p=a+ kN = §(a; + kNy), donc d|p. Or p est premier donc d = 1 ou 0 = p.
Comme § # 1, on a donc 6 = p. /1,5
‘Si aAN#1,{p € P |p=a[N]} contient 1 élément : a AN sia AN € P et Osinon‘
Par contraposée : /0,5
’{pEP \pEa[N}}:+oo:>a/\N:1:>XN(a)7é0(RégleB).‘
3. On suppose N = 2. Par 2-parité : /1
N 0 sim=0[2
X2 =M 1 sim=1[2]
2
4. (a) x4(9) = (xa(3))" = xa(l+2x4) = x4(1) = 1. /15
‘ X4(3) ne peut prendre que les valeurs 1 ou —1. ‘
(b) On suppose maintenant y4(3) = —1.
Xx4(2) =0, car 2 A4 =2 # 1. Donc par 4-parité :
0 sim=0[2] /1

X4 @M 1 sim=1[4]
-1 sim =3[4]

Donc, pour tout entier s € N, en notant s = 4¢gs + r, (division euclidienne par 4)

qs
(n V144k)  x(244k)  x(3+4k)  x(4+4k) (4qs + h)
Z Z( 144k 244k | 344k +% 414k Z i+ h

n=1 =1

(si rs = 0, la derniére somme est nulle car vide.). /1,5



Ainsi, selon les valeurs de x :

qs—1 Ts (QS_l)
x(n 1 x(4gs + ) (=17
Z Z(1+4k )+hz:1 4gs+h ]Z::O 1+2j

Zx4qs+h
4q; +h

n=1 h=1
Comme, pour s — 00, g5 — 00 : /1,5
x(4gs +h)| 2 /1,5
Z dgo+h | S gy oo
hel qs + qs
Donc, d’apres la partie B. :
—~ x(n) x(n)
AN t 1 -z
(Zl " ) converge et lim Z 1
n= n
5. (a) On suppose qu'il existe a € Py tel que {(a*)%N,k € [1,0(N)]} = Px.
Il faut d’abord vérifier que x4, est bien définie. /1
SiteZ:
eoubien t AN #1
e ou bien t AN =1 et dans ce cas, t%N € Py
et donc il existe k € [1,(N)] tel que a*%N = t%N i.e. a* = t[N].
Les criteres A, B et D sont évidents, par construction de x%;. /0,5
Soient bl, by € Py. Soit kl, ko € [[1, (p(N)ﬂ tel que by = akl %N et by = ak2%N
Alors b1 X bg = ak1+k2%N.
e Ou bien k1 + ko < (V)
et donc x% (b1b2) = exp(2z7rk1('§\¢)2) = exp(?iw(p?}v)) X exp(?mr(p(N)) x(b1) x x(b2)
e Ou bien k1 + ko = p(IV)
et donc x% (b1b2) = exp(?iw%&f(m) = exp(2im k1(+k)2) = x(b1) x x(b2)
Dans tous les cas, le critere B est également vérifié. /2
Done x4 : t 0 siEAN 71 ¢ tere de Dirichlet
onc X% : t — exp(2in (N)) avec t = (a")[N] est un caracteére de Dirichlet.
(b) x%(a) = exp(2im ;5) ¢ {0, 1}. /1
‘ Donc x4, vérifie également le critere E. ‘
(c) o(6) =p(2x3)=1x2. Ps=1{1,5}.
-1 sim =5[6] /2
On peut (doit) considérer xg : ¢t — 1 sim=1[6]
0 sinon
o(7)=6. P ={1,2,3,4,5,6}.
On vérifie que a = 2 ne marche pas 23%1[7].
Mais a = 3 fonctionne : ((3%)%7) = (3,2,6,4,5,1).
On note a = ¢™/3(= —j2), racine 6-ieme primitive de 'unité
0 si m = 0[7]
1 sim = 1[7] /4
a?=j sim=2[7
On peut considérer x7 :t+—{ a=—j> sim=3[7
at =342 sim=4[7]
a®=—j sim=5[7)
ad=—-1 sim=6[6]
’ . n
D. Convergence de la série Z —X( )
n
n=1
1. Soit a € Py. Par propriété multiplicative de y, comme a?™) =1 : /1

1=x(1)=x (a“’(N)> — [X(a)]‘P(N)

‘Donc x(a) est une racine p(N)-iéme de 'unité et ainsi |x(a)]

:1‘




O Remarques !
p(4) = ¢(22) =2 x (2 —1) = 2. Donc x4(3) est une racine deuzi¢me (carrée) de lunité.
On retrouve bien x4(3) = £1

2. Soit a € Py et ¢, : [1,N —1] — [1,N — 1], k — ak%N.
On reprend la méme démonstration qu’en A.4.(b) (mais pour des ensembles plus larges).
1), est bijective :
e elle est surjective, car aAN = 1, donc d’apres I'identité de Bézout : 3 K € Z tel que Ka = 1[N].
Pour tout h € [1, N — 1], avec k = hK%N, alors k € [0, N — 1] et ka = hKA = hl = h[N].
Donc nécessairement k # 0 et 1, (k) = h, donc 1), est surjective. /2
e pour des raisons de cardinaux : 1, est alors injective et bijective. /1
On a alors (changement d’indice h = 1,(k)) :

On suppose dorénavant qu’il existe a € Py vérifiant x(a) # 1.
3. Pour h =0 : notons

N—-1 N—-1
So = x(k) = x(k)
k=0 k=1
Alors d’apres la question précédente :
N-1 N-1
So= ) x(ak)=x(a) p_ x(k)=x(a)So
k=1 k=1
Or x(a) # 1, donc nécessairement : Sp = 0. /1,5
Faisons les deux changements de variables : u = k — hN, par N-périodicité (regle D.) :
(h+1)N—-1 N-—1 N-1 /1,5
Sp=">. x(k)=D xu+hN)= x(u)=S=0
k=hN u=0 u=0
(h+1)N—1
Pour tout entier h, Z x(k) =0.
k=hN

4. Soit m > 0, On considére m = pN + r avec r = m%N, la division euclidienne de m par N.

m m p (i+1)N—1 pN+r pN+r /2
SDox®)| =Dox®| =D D x|+ D x| =10+ > x(n)
k=1 k=0 i=0 h=iN h=pN h=pN

Zx(hﬂoN)’: doox)|=| > 1] <card(Py)=¢(N)
h=0

hePN,h<r hePN,h<r

5.(a) On dit que R est complet : /1

‘Si (un,) est une suite réelle : (u,) converge si et seulement si (u,,) vérifie le critere de Cauchy‘

(b) Si (uy) est & valeurs complexes,
Supposons que (u,) vérifie le critére de Cauchy.
|(Re(w), — (Re(w) | = IRe(uy = up)| < [y = up et | (Im(w)), — (Im(w)), | < Jug — u],
alors (Re(u)), et (Im(u)),, vérifient le critere de Cauchy (réelle),
et ainsi elles sont convergentes, donc (u,) est convergente. /1,5
Réciproquement, si (u,,) est convergente,
(Re(u))n et (Im(u)),, sont convergentes donc vérifient le critere de Cauchy (réelle),
puis comme |ug — up| < ‘(Re(u))q — (Re(u))p‘ + ‘(Im(u))q - (Im(u))p

alors (uy,) vérifie le critere de Cauchy. /1,5

)

‘ Si (uy,) est une suite complexe : (u,) converge si et seulement si (u,,) vérifie le critere de Cauchy

Donc C est également complet.



(¢) On remarque que pour k > 1, x(k) = Sk, — Sk—1,

puis on fait une transformation d’Abel (sorte d’intégration par parties, pour les sommes).
Soient ne N*etg>p>=n:

T ox(k) Sk —Ske1 NS Skoi =S, s
> k =2 = kk 122%‘2 kklzzf_ k—:l

k=p k=p k=p k=p k=p k=p—1

(d) Ainsi pour ¢ > p > n,

q q—1
oI 11 S, Spi
Z K| ZSk(k rr1) T g

k=p k=p b

qg—1 g—1
11 1S, [Sp_1] 11 1
<§ S = — —— g PPl L (N E i 4z
P k(k k+1>’+ ¢ T p P(V) \k k+1 Ty
1 1 1 1
————2>0,d - ||===——c¢td
Or 1 0 0nc< k—|—1>‘ " k+1e onc

2
Or lim —¢(N) =0,

n—oo N

q
k
donc pour tout € > 0, il existe n € N* tel que V ¢ > p > m, Z % < e

k=p

Donc la suite (T3, )nen vérifie le critere de Cauchy. ‘

(e) Elle est donc convergente dans C :

— x(k)
k=1 k n=1

la suite est convergente

O Remarques !
Quel lien entre les résultats trouvés ici et le théoréeme de Dirichlet ?

1.

2.

S

On montre ici que si a AN N # 1, alors il y a au plus un nombre premier de la forme a + kN.
On se place donc dans la situation a A N = 1. On peut rendre nul les autres cas : régle B.

Comme on s’intéresse a l’ensemble P, n = {p € P | p = a[N]}, on ne différencie pas ces nombres.
C’est pourquoi on vise x(p1) = x(p2) si p1 = p2(= a)[N] : régle D.

La < clé d’or >est une formule d’Euler, reprise par Riemann :

= 1
((s) = Z ns - H 1-— L
n=1 peEP ps
généralisée par Dirichlet en
L( )—HOX(H)—H -
5X) = ns - 1— x(p)
n=1 pEP ps

par la condition que x soient complétement multiplicative : régle C.

Nous établirons cette égalité lors du DM sur les séries (chapitre 27).

Cette formule permet de différencier les nombres premiers selon les valeurs de x(p), caractéristiques des
ensembles Pg N = {p € P | p = a[N]}.

On ezploite des propriétés algébriques pour inverser la relation de Dirichlet (avec la série L, dérivée loga-
rithmiquement. . .).

-, . o Ix(n)] L .
La convergence de la série avec divergence de la série ==~ donne pour condition nécessaire

n
n>1 n>1
linfinité des nombres premiers p dont chaque x(p) a une méme valeur (x(a) par exemple).

x(n)

Et mieuzr. En exploitant les méthodes d’analyse asymptotiques, La Vallée-Poussin, démontre mieuz : la
répartition des mombres premiers dans les classes d’équivalence P, N est uniforme (égale pour chaque
classe ou encore : indépendante de a).

/2

/3

/1



Ainsi, si on note Il(a, N,z) = card{p € P | p<z & p =a[N]}, on a
x

H 7N7 ~ TN 1
(a 2) ~aroo p(N)Inz

7. Une question résiste a notre niveau : comment construire la fonction x ¢
Avec Uezistence de a tel que x(a) ¢ {0,1}...(critére E). Une piste est donnée en question C.5.



