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Devoir a la maison n°6

CORRECTION

Exercice - Théoreme de Heine
Soit € > 0.

1. Soit x € [a, b]. f est continue en x.
ne>0|Vyelab]|r—yl<n=I[f(x) - fly)l <e

Donc A (z) ={ne >0 |Vye€lab],|zr—yl <ne=|f(x) — f(y)| < €} est non vide, dans R.
A est majorée par max(b — z,z — a). Donc A (z) admet une borne supérieure.
On note §(x) = sup A (). Nécessairement, 6(z) > 0.

‘Ainsi, il existe § : [a,b] — RY tel que : V 2 € [a,b],V y € [a,b], |z —y| < d(x) = [f(z) — f(y)] < e‘

On note pour tout z € [a,b], §(x) = sup{d €]0,b—a] |V y € [a,b],|ly—z| < = |f(z) — f(y)| < €}.

2. Pour tout z € [¢,d] (donc z € [a,b]), (x) > 0, d’aprés la question précédente.

’Ainsi Oe,d) := infpepe.q) 0() > 0‘

3. Supposons que Pl g et Pg ) sont vraies. Donc 9. q > 0 et djg,e) > 0. Or :

e =, 10f, 0(@) = min(_1pf o(z), 1nf o(z)) = min(Oreq dar) > O

Ainsi P est vraie.

"P[C,d] et Pla,e] = Ple,e]

O Remarques !
On a exploité ici : infycaup f(z) = min(infca f(2),infzep f(2)).
Rappelons la démonstration :
Veze AUB, z € A et donc f(z) = infyca f(z) oux € B et donc f(z) > infiecp f(x).
Dans tous les cas : f(z) > min(infyca f(2),infrcp f(x)).
Ainsi, min(inf,c 4 f(z),infep f(2)) est un minorant de {f(z),x € AU B}.
Par ailleurs, pour tout € > 0,
il existe x1 € A tel que infyca f(x) > f(x1) — € et il existe zo € B tel que infzcp f(x) > f(z2) —e.
donc il existe xo € AU B tel que min(infyc 4 f(2),infyep f(x)) > f(xo) — €
(xo = x1, st min(infyc 4 f(2),infep f(z)) =infyca f(x) et zo = x2, sinon).
Donc infc aup f(z) = min(infec 4 f(2),infep f(z))

4. Supposons que 6|, = 0, alors d’apres le principe de dichotomie,
il existe une suite (I,,) de segments emboités avec £(I,,) — 0 et pour tout n € N, Py faux.
On note {£} =, cn In. f est continue en £. On considere o = 7/ (¢) > 0.

€

Vye[a,b],|y—€\<a2|f(y)—f(€)\<2

Donc, pour tout z,y €]f — a, £+ af, |z — €] < a, |y — £] < « et par I'inégalité triangulaire :
€
2
Par ailleurs, comme (I,,) — {/}, il existe N € N tel que Iy C]¢ — §,¢+ 5[.
EtVeelycl—a,l+a,Vyel—al+al |fz)— fly)] <e
OrVy € a,b], tel que [z —y| < §,y €le—§, x4+ S[C]{—2F,04+25], donc | f(z) — f(y)| <e.
Donc §(x) > §. Ceci est vrai pour tout x € Iy
Donc Py, est vraie. On a donc une contradiction

=€

[f(@) = fy)l <[f(@) = FOI+1f(y) = FO] < %Jr

‘Par I'absurde : dj, 5 > 0. ‘




5. En considérant d, ) > 0, on peut affirmer :

Va,y € a, b, [z —y| < dpap <O(z) <= |f(z = fy)] <e

‘Ainsi, f est uniformément continue sur [a, b] ‘

O Remarques !

Plus généralement, on considere une propriété P.
On suppose que si :
v [C, d} [d7 6] c [a> b]; ’P[c‘d] et p[d,e] = P[c,c]
— Pour tout z € [a,b], P est vraie sur un voisinage de

Alors P sur [a,b] entiérement.

En effet, d’aprés le principe de dichotomie, si P sur [a,b] est fauz, il existe une suite (In) de segments em-
boités avec £(In) — 0 et pour tout n € N, Py, fauzr. On note {£} =, ey In-

Or P est vraie au voisinage de £ (puisque vraie au voisinage de tout x).

Ainst, il existe o > 0 tel que Py p4af €St vraie. Et il existe également N € N tel que In ]l —a, b+ af.

On a une contradiction et donc P, ) n'est pas fauz, donc est vraie.

Probléme - Fonction a variation lente
On dit qu'une fonction f: R%} — R est a variation lente si :

ves0 i G-

1. (a) Soit ¢ > 0, pour tout = > 0, par addition des limites :

In(cz) _Inctnz 1_i_lnic 140
In(x) Inx Inz z—+oo

‘ Donc la fonction In est a variation lente.

(b) Soit ¢ > 0, pour tout = > 0, par division des limites :

flex) 2
f() 2o €

‘Donc s'il existe ¢ € R* tel que f(x) — ¢ lorsque x — +o0, f est a variation lente.

(c) Non. On peut considérer f : z — 1, on a bien f(z) — 0 lorsque  — +o0.
Et pour tout ¢ > 0, x > 0,

flex) = 1 1

=—=- —
fl) e caotoc

’ Si f(x) — 0 lorsque & — 400, on n’a pas nécessairement f & variation lente.

2. On fixe a > 0 et une fonction continue h = [2, +00[— R telle que h(xz) — 0 lorsque z — +00.
Soit f: R*% — R, une fonction de classe C! vérifiant :

V>0, flz)=aexp (/: h(“)du) (%)

u

* h(u
Cette expression est dérivable et comme la dérivée de x — / (—)du est r —
2 u

V>0, fl(z)= a@ exp (/; h(u)du> - h(;)f(x)

u




3. (a) On exploite la formule de la question précédente. Considérons :

!
h:m’_)mln(ac) _ 1
In(z) Inz

définie pour x > 1, donc pour x > 2.

On a alors . N
/ Mdu = / L du =In(Inz) — In(In2)
0 U 59 ulnu
oo " h(u) (n(inz)) _ 1
U exp(In(lnx nx
@ exp (/2 udu> B aexp(ln(ln 2)) BASTY)
Ainsi

*h 1
V:c>2,ln(:c)aexp</ (u)du>, aveca=1In2et h:z— —
2

Uu Inz

On vérifie bien que @ > 0 et h : [2,4+00[— R, une fonction continue telle que h(z) — 0
lorsque x — +o0.

(b) h n’est pas définie en 1.
Sur |1, 400/, le calcul se fait sans aucun probléme :

‘ L’égalité précédente peut étre prolonger sur |1, 2] ‘

O Remarques !

Avec le cours de seconde année, on peut prolonger f en 1 (mais pas plus) car In(Inx) admet une limite
égale o —oo et donc exp(In(In(z))) admet une limite nulle en 1, par composition.

Au dela c’est impossible : on aurait des logarithmes de nombres négatifs.

4. On revient au cas d’une fonction f général de la forme () donnée en question 2.
(a) Soit € > 0.
lim h(z)=0 = 3IM>0VYax>2M,|h(x)|<M

T—+00

Donc, avce la relation de Chasles :

/Q”@du:/th(u%w/;fﬁ%u

/h(u)du‘éCl—F/ EduzC’1—i—e(ln(az)—lnM)
2 U MU

h(u)

M
ou C; = / “ du est une constante. Comme f est a valeurs dans R+ :
2 u
“ h(u) ae®
——=du| < €
/2 U = Me

> 0, constante (par rapport a ) telle que : V x > 2, f(z) < Cz®.

0< f(z) <aexp

C1

D il existe C' =
onc il existe e

‘Pour tout € > 0 fixé, il existe une constante C' > 0 telle que f(z) < Cx pour tout x > 2 ‘

(b) Soit ¢ > 1. Soit € > 0 (méme notation que pour la question précédente).
Pour tout x > M,

/:m h(uu)d“) <e(ln(cz) —Inz) = elne

Mdu =0.

Donc lim
T—+00 -

SiO<c<1,alorsp0urt0utx>%,doncx}cm)M:

[

cT
h
—(u) du = 0.
U

/ h(u)du‘ < e(lnz —1In(cx)) = —elne
w U

T

Donc lim

T—r—+00 x

cx h
Ansi pour tout ¢ > 0, / Mdu — 0 lorsque x — +o00.
U

x




(c) Soit ¢ > 0, d’apres la relation de Chasles :

oo [ 2 [ 2o [ 220

Et donc par composition :

“ ()
—du| — O et expv — 1
. U T—+00 v—0
Ves0  lm L9y
v (@)

‘Ainsi f est & variation lente. ‘




