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Devoir a la maison n°11

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

Probléme - Théoréme de convergence monotone et < jolie formule >

Pour I’ensemble du probléeme, on a besoin de la définition suivante :

Soit a € R.
On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle [a, +o0o[ est KH-intégrable sur [a, +00[, si

b
YV b > a, f est KH-intégrable sur [a,b] et lim / f(t)dt existe

b—+o0o

“+00 b
Dans ce cas, on note / f)dt = lim / f(t)dt cette limite.

b—+o0

A. Théoréme de convergence monotone
Dans cette partie, on démontre le théoréme de convergence monotone (appelé aussi théoreme de Beppo-
Levi) sur un intervalle du type [a, +0o[. On commence par établir le théoréme sur les segments bornées
[a, b] avant de généraliser.
1. Soit une suite de fonctions (f,,) définie sur [a, b], KH-intégrable sur [a, b]. On suppose que
e cette suite est croissante, c’est-a-dire : V x € [a,b],V n € N, f,(z) < fot1(2).
e cette suite est convergente vers une fonction f sur [a,b] : ¥V x € [a,b], (fa(2)), — f(2)

e la suite ( fab fn(t)dt) est majorée par une constante M (indépendante de n).
On fixe € > 0. Les premiéres questions permettent surtout ici de s’accorder sur les notations.

(a) On note I, = ’ fn(t)dt. Montrer que (I,,) est convergente. On note I sa limite.
Montrer qu’il e;;iste ng€ENtelqueVn>2ng, I —e< I, <41 <1
(b) Montrer : pour tout = € [a, ], il existe N(x) > ng tel que V n > N(z), f(z) —e < fn(z) <
/()
(c) Justifier, pour tout n € N, lexistence de d,, jauge sur [a,b] tel que
VP = (([£o,21),11), - - ([Tp—1, %), 1)) S-fine, [S(f, P) — I| < 2%

(d) Soit h, KH-intégrable sur [a, b].
b

Soit € > 0 et § une jauge sur [a, b] tel que V P, d-fine, |S(h, P) —/ h(t)dt] < e.
On considere trois familles (a;)1<i<q, (bi)i<i<q €t (:)1<icq telles aue :

— (a;), (b;) et (x;) sont croissantes, & valeurs dans [a, ]

— VieN, z— ) Cay <ay < by <y + 28D

— VieNg_1, lai, bi[N]air1, biga[= 0

montrer le lemme d’Henstock :

q

D

i=1

< 2¢

b;
h(x;)(b; — a;) — / h(t)dt

i

) q
) . 1 sizel
On pourra, par exemple, exploiter la fonction 1y : x — { 0 sinon avec I = LJl[aZ—, b;]
i=

(e) (*) On considere alors ¢ : [a,b] = R, 2+ On(s)(2).

b
Montrer, avec §, que f est intégrable sur [a,b] et que / foydt=1

On pourra commencer par écrire, pour P = (([zo, 1], t1), - .. ([Tp—1, xp), tp)), d-fine :
p p Tk P Tl
S(£,P) = (we—ar—1)(f(tr)— (e (te)+D ((xk — Zp—1) () (Be) — / fN(tk)(t)dt> +>
k=1 k=1 Th—1 k=1 Tk—1

fN(tk)(t)dt



2. Sur lintervalle [a, +00].
Soit une suite de fonctions (f,,) définie sur [a, +oo[, KH-intégrable sur [a, +oo[. On suppose que
e cette suite est croissante, ¢’est-a-dire : V x € [a, +oo[,V n € N, f,(z) < frny1(x).
e cette suite est convergente vers f sur [a,+oo[ : V = € [a, +oo[,V n € N, (fn(x))n — f(x)

e la suite ( f:m fn(t)dt) est majorée par une constante M (indépendante de n).

(a) Soit b > 0. Montrer que I'on peut appliquer le théoréme de convergence monotone & ((fn — fo),(4,4)n-

(b) En déduire le théoréme de convergence monotone (Beppo Levi) sur tout intervalle de type
[a, +o0].

B. Relation de récurrence
Soit a > 1.
On considere, pour tout x > 0 et tout n € N,

o, —NT

up () = z%

n
On note ensuite U, : © — Z ug(x).
k=1

1. Fonction Zéta de Riemann. N
X1
Quel est 'ensemble de définition de ( : z +—> Z

—_— .
n*
n=1

2. Soit a > 0. Fonction Gamma d’Euler.

(a) Montrer qu'il existe M € R tel que V.o > M, 2%™* < —.
x

(b) En déduire que, pour tout € > 0, il existe b > 0 tel que V ¢ > b, <e

C
/ % dx
b

(¢) Conclure que x — %~ est KH-intégrable sur [0, 4+o0].

—+oo
On note, pour tout a >0, I'(a+ 1) = / e "dx.
0

3. Etude de /+OO Uy (x)dx.
(a) Soit b >00. Montrer que u,, est KH-intégrable sur [0, b].
Montrer qu’il existe N(«,n), & préciser, tel que /b up(z)dz = N(a,n) x /nb z%e *dx,
(b) Montrer que u,, est KH-intégrable sur [0, +o0]. ’ ’
Donner la valeur de /+0<> Up(z)dz en fonction de T.
0

4. Application du lemme de Beppo-Levi.
(a) Montrer, que la suite (U,,) est croissante.
(b) Soit = > 0.

00 a
X
Montrer que la série de terme général u, (x) est convergente et que E up () = — T
o _
n=1

(c¢) Enfin, démontrer que pour tout n € N,

+oo <
/ — ld:czl“(a—&-l)((a—i-l)
0
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