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Devoir surveillé n°9
CORRECTION

Les points qui figurent en marge sont écrits a titre indicatifs, ils sont susceptibles de changer (légérement)
selon la qualité des copies.

Probléeme

Préliminaire. Calcul de la limite d’une série

Dans cette partie, nous commencons par un peu de calcul.

1 (_1)7L n n
On note pour tout n € N, u,, = —, v, = ,H:E uetK:E Vk-
p n n n n n P k n e k
Nous rappelons (et le redémontrerons en partie I) que la suite de somme partielle (H,,),en+ est une

suite divergente et que H,, ~ Inn.
n—oo

1. La suite (uy,) est positive, décroissante, de limite nulle.

Donc d’apres le critere de Leibniz, la série -, (—1)"u, converge. /1
‘ C’est-a-dire exactement : la série de terme général v,, est convergente.
2. On note, pour tout n € N*| P. *Xn:ietl *Xn:;
. y P y 42n — 2%k 2n — Qk—f—l.
k=1 k=1
(a) On a, pour tout entier n :
n n
1 1 1
Pu=Y b= 15w ln,
k=1 k=1
/1
P = Tlnno+ iy+o(l)
n n—too 2 nn 27 0
(b) On a alors alors, pour tout entier n € N :
1 1 1
HQnZZE: Z E‘i’ Z .E:P2n+]2n
h=1 h€Nay, ,h pair h&€Ngy, ,h impair
Donc /1,5
Iy = Hop — Poy et I I(2n) + 7+ 0(1) — ~Inn— 2 4 o(1) = 2 lnn + 2+ 2y + o(1)
n — n — n n = n —sinn—= = sn 1 5
2 2 2 € 2 oo n Y-+ 0 5 n 9 o 9 n 27 4]
(¢) On a par ailleurs, pour tout entier n € N : /1
2n
D" (=" =" _
K2n_z h = Z A h + Z - h —P2n_I2n
h=1 h€E€Ns, ,h pair h€Ns,, ,h impair
(d) Donc
K L inn 4 2y 4 o(1) = fnn -2 — 2y 4 01) = —In2+ o(1)
n = —In - — —1n — In —_ = = —In
M e g MY O Ty 27 ’
/1,5

lim K, =—1n2

n—oo




I. Polynéome de Bernoulli et développement asymptotique de la série har-
monique

1. Structure algébrique.
1
(a) U: P+ / P(t)dt est bien une application & valeur dans R,

0
elle est linéaire (comme D'intégrale), /1

‘Donc ¥ une forme linéaire sur R[X]. ‘

(b) On note, pour n € N*, @, : R, [X] = R,,_1[X], P+ +P".

1
PeKer @, < —P' =0<= P =0+= P € Ry[X]
n

/1

‘Ker ®,, = Ry[X] ensemble des polynémes constants ‘

Donc dim(Ker ®,) =1
Et par théoréme du rang : rg(®,,) = dim(R, [X]) —dimKer &, =n+1-1=n.
Par ailleurs, Im ®,, C R,,_1[X] et dim(Im ®,,) =n = dim(R,,_1[X]).
Donc, ces deux ensembles sont les mémes : /1

’Im D, = R,,_1[X] et donc P, est surjective. ‘

(¢) Comme ¥,, est une forme linéaire de sur R,,[X], Ker ¥,, est un hyperplan de R,,[X].
Ker ¥,, est donc un espace vectoriel de dimension égale a (n +1) — 1 = n.
®,, est surjective, donc pour tout 7' € R,,_1[X], il existe P tel que T = ®,,(P).
En prenant P = P — ¥(P)1, on a P =P, donc ®,(P)=®,(P)=T.
et U(P)=¥(P)— ¥ (P)¥(1) =0 car ¥(1) =
Donc B,,(P) =T. Donc : B, est surjective.
Pour des raisons de dimensions (égales, et égale an — 1) : /1,5

‘Bn est une application bijective‘

2. Les conditions imposent donc (par récurrence) que pour tout n € N, B,, est un polynoéme de
degré n.
Puis, on a exactement : ¥(B,,) =0, donc B,, € Ker ¥ et ®,,(B,,) = Bj,_1.
Donc B, (B,) = Bp_1.
Par bijectivité, de B,, on a donc /2

Pexistence et 1'unicité de la suite (B,,) avecVn €N, B, = B, o B! o--- 0B (By) et By =1

Ces polyndmes sont appelés Polynomes de BERNOULLI
et les nombres de b, = B, (0) sont appelés nombres de BERNOULLI.

3. B{=1By =1, donc By = X + A;. Puis ¥(B;) =0=> § + A; = 0.Donc B; = X — 1.

B} =28, =2X — 1, donc By = X* X 4 ). Puis U(By) =0 = 1 — 1 4 Ay = 0.
Donc B, = X2 - X +1

By — 8By — 8X? — 3X + 1. done By — X* — $X2 4 1X 4 ).
PUIS‘I’(Bd)_0:>*—*-1-4—&-)\5:0.DoncBng3—%X2+%X,

B = 4Bs, donc By = X* — 2X3 + X2 + A,
Puis‘l’(B4):O:>%—%4—%—&—)\4:0.DoncB4:X4—2X3—|—X2—%.

Bilan : /2

1
%X2+§X+ 0 ,Bys=X*—2X3+Xx2%2—

=bs

1
30
—~—
=by

1 1
Bi=X-g, BQ:XQ—X+6, By = X3 —

4. On admet la formule d’EULER-MACLAURIN démontrée dans la partie suivante :

Pour f de classe C**1 sur [a, b] :
b
r+1 (f('r)(b) f(r)(a)):| i (—1)* / B () &) (D)t

/f dtJrZ{ Mb T

olt By, : t+ Bp(t — [t]) (1.e : Bk est 1-périodique et égale & By, sur [0,1]).



1
La fonction f : x +— — est de classe C* sur R%
x
nl(=1)"

et pour tout n € N (récurrence simple et déja faite en divers endroits) : f(™)(z) = P
x

Aveca=1et b=mn et k =3, la formule ’EULER-MACLAURIN donne :

Z% if<k>=1+/ dt+i[ i T“ (70 (n) f(”(l))]+(‘31!>2/1"Bs<t>f<3><t>dt

k=2
—by by —b3 2! 1/" Bs(t)
=lnn-Inl+1+4 (= 1)+ 2(—+1)+—2(= —2)+= 3! dt
ST (n )+2!(n2+ )5 G =245 ) (3=
b by 1 1 0 i
=1 14bi+ 2+ )4 — oy ——/t"‘B t)dt
nn+(1+ 1+2+3)+2n 12n2+n3 : 3(t)
+oo _
Par convergence de / t~4B3(t)dt (voir plus bas) et relation de Chasles /1,5
1
"1 by b3 R - 1 1 0 toe
- =1 1+ + =+ — t7"Bs(t)dt) + — — —= + — t~"Bs(t)dt
];k nnt(lbi+ 5+ /1 s(t)dt) + 57 12n2+n3+/n 3(t)
=y

Par ailleurs, B3 est 1-périodique, elle est maximale sur une période et continue sur cette période.
On note M = sup,¢(o 1) | Bs|(t) (existe d’apres le théoréme de Weierstrass).

Et pour tout t € R, |B3(t)| < M

Enfin,
+o0 +oo q M
/ t~*Bs(t)dt| < M/ adt =2
n 3n
Donc
z”: 1 (ot i 1 1 ) M
Z _(lnn — _
K T o0 T 1202 | S 30
k=1
Ainsi
n
1 1 1
——(Inn+~v+ =
Z k ( Ty 12n2) (n3)
k=1
/2
n
1 1 1 1
Donc pour n — 0o —=hn+y+——-—==+0
P ’ Z k T o T 12n2 (G3)
k=1
O Remarques !
1l s’agit ici d’un raisonnement de seconde année.
"X
L’intégrale / t~4Bs(t)dt admet une limite pour X — +oo.
1
On note M = supyc(o,1) | B3|(t) (eziste d’aprés le théoréme de Weierstrass).
Et pour tout t € R, |Bs(t)] < M
i M ERp— o
On a alors [t~ *B3(t)] < e donc [t™*B3(t)|dt admet une limite pour X — 400,
2 1
X
et donc / t74373(t)df, admet une limite pour X — +o00. La convergence absolue implique la
convergence
I1. Intégrale de Stieltjes et formule d’Euler-Maclaurin
1. En prenant A : z +— x, on trouve la définition de l'intégrale de KURZWEIL-HENSTOCK de f. /1

‘L’intégrale de KURZWEIL-HENSTOCK de f est un cas particulier de I'intégrale de STIELTJES de f (avec A = idg). ‘

2. On suppose que A est de classe C?,

(a) On applique le théoréme de Taylor-Lagrange pour A en t = t; et x = x; (une fois) et x = x;,_1
(une seconde fois) :

I (xz — ti)2 "



(%‘71 -

ti)2 7
i A(dy)

A1) = A(ts) + (mim1 — ) A () +

On soustrait ces deux termes :

A(Iz) — A(Ii_l) = (QSZ — Ii_l)A/(ti) + @A//(Ci) — (xi_127 tl) A//(d@)
On a alors : /1
S F ()~ Ar)) = 3 004 G =+ ) (5 ) - Bt )
k=1 k=1 =1

e La premiere somme est une somme de RIEMANN pour la fonction z — f(z)A’(x),

elle KH-converge (vers / fA’) si et seulement si f x A’ est intégrable sur [a, b] /1
[a,b]

e Et pour la seconde somme, avec M; = SUPyeqp) | f ()] et Mo = sup,¢(q ) A" (1) (M1 et Mo
existent car f et A” continues sur [a,b]) :

Tp—1 " ” Tk—1 — ? "
= e (5 ) - C= )| < 3| B ) - 2
< T Sy 10)? + (is — 10)2) < T2 S g — ] i — 14 0(00)
k=1 k=1

si o est d-fine, done [xg_1,zx] C [tx — @,tk + &2")]

Puis, comme : |z — tg| + |Tr—1 — tk| = 2k — tp + tk — Th—1 = T — Tg—1, On trouve :

T—1 — 2 14V12 =
thk ( WS (e, - ('“Qt'“)A’%dk)) < 2 ma(8(t))x Y (o)
k=1

=2 keN,

Et donc par télescopage, et comme z,, = b et xg = a,

1 —t)? M M.
thk < ) A//( )_WA//(dk)> < 12 2]1;%%}5(5(]516)))(([)_&)
D t fixé 1 §:t— 2
onc en prenant, pour € fixé quelconque, ¢ : €,
My My maxpen, (0(t)) x (b—a)
On trouve pour toute subdivision o, §-fine : la seconde somme plus petite que e (quelconque). /3

f est A-KH-intégrable sur [a, b], si et seulement si f x A" est KH-intégrable sur [a, b].
b
Dans ce cas : / fdA = / FA (t)dt
[a,b] a

(b) On suppose que A est de classe C? et f de classe C! sur [a,b], alors f x A’ et A x f’ sont
continues sur [a, b] donc intégrables.

b
On peut appliquer le résultat précédent : / fdA = / f(t)A'(t)dt. Or
a,b a

jaa+ [ oA = / (FOA @) + F()A®) dt = / (FAY ()t = F(b) A(b)— f(a)Ala)
[a,b] [a,b] la,b]

[a;b]
Donc /1
fdA = f(b)A(b) — f(a)A(a) — fA(t)dt

[a,b] [a,b]

L=
3. On considére A : Ry —» R, z — Z 1 (pour || = 0, on admet que A(x) = 0).
n=1

On fixe pour les questions suivantes de 3., X € R% et f € F(Ry,R).

(a) A est définie sur R;.
Pour tout z > 0, avec N = |z, on a

/1



(b) On note, alors

5X: [OvX] — R+
% siteN
N Lt—|t) site LtJ,LtJ+%}
%(Ltj+1_t) site LtJ"i-%»LtJ"‘l[

Comme, nous avons dans le cours, dx est une jauge de forgage sur [0, X],
nécessairement si o est dx-fine, alors les entiers de [0, X] sont des points de marquage.
En effet, si par exemple k € NN [0, X], n’est pas marquage,
alors il existe x;_1,x; et t; tel que k € [z;_1,x;], et t; # k.
Dans ce cas, t; < k ou t; > k. Supposons, sans perte de généralité que t; > k.
On a alors t; — 5X()<:1321<k3<t
Notons que pour tout t ¢ N, 0 < d(t) < 3 1 donct = < k<t;etdonct; <k+ %,
donc |t;] = k et précisément ici : t; 6 [k’ kE+ 31
Ainsi dx (t;) = },)(t — k). Or par hypothese t; — 56x (t;) < k,
donc dx (t;) > t; — k, i.e. 1 > 6. Absurde. /2

’5X est une jauge sur [0, X] et pour tout subdivision pointée o, dx-fine, [0, X] NN C {¢;}~ ‘

(c) Soit o = (([wo, z1],t1), ([z1, 2], t2), - .., ([Bn—1, 2], t,)), subdivision dx-fine.
Alors, d’apres la question précédente, il existe 41, 42, . . . in tel que pour tout h € Ny, ¢;, = h.
Puis, pour h € Ny, z;, €]h, h+1][, donc A(z;,) = heta;,_, €lh—1,h[,donc A(z;,_,) = h—1.
alors que pout tout j & {i1,...in}, A(x;) = A(zj_1), car t; ¢ N.

Donc
N N
= ft)(h=(h=1)) + Z F(t5) (Alwy) = Alwja) = > f()
h=1 J¢{i1,.in} 0 h=1
/2
N
Pour tout subdivision pointée de [0, X] dx-fine, notée o, Sa(f,0) Z f(k
k=1
(d) Notons I = Z f(k). Ainsi, pour tout € > 0, il existe une jauge dx
k=1
tel que pour tout subdivision o dx-fine, |Sa(f,0) —I| =0 <e. /1
N
Donc f est A-intégrable sur [0, X] et fdA = Z f(k)
[0,X]
4. Intégration par parties pour l'intégrale de STIELJES.
(a) On considere o = (([zo, #1],t1) ... ([#n—1, %], t,)) une subdivision pointée de [a, b).
Comme o est une subdivision pointée, on a pour tout i € N,,, x;_1 < t; < z;.
On a donc t; < x; < t;41, pour tout ¢ € N, _5.
Et comme tg =a < zg et tpr1 =02 xy. /1
‘E est également une subdivision pointée de [a, b]. ‘
(b) On a alors
Si(g. o)+ Se(f£,7) =D gltu)[f(ax) — flan-)] + Y flaw)lg(ther) — g(tr)]
kil n k=0 n n
=> = glte) flze—) + Z F@n)g(ters) = Y flwr)g(t)
kil kil n =0 nk:O
= glte) @) = > flar)g(te) + Y flan)glters) — Y g(te) f(wr—1)
k=1 k=0 k=0 k=1
= —f(zo)g(x0) + f(2n)g(tni1) = —f(a)g(a) + f(b)g(b)
/2

[51(9,0) + 5,(,7) = F)g(b) — Fa)g(a)]




(c) On suppose que f est g-R-intégrable sur [a, b].
Soit € > 0,

il existe 6 > 0 (fixe) tel que pour toute subdivision ¢’, é-fine, |Sy(f,0’) — / fdg| <e.

[a,b]

Soit o = (([zo, 1], t1) - . . ([#n—1,%s], t,)), une subdivision de [a, b], 6-fine.

Alors, pour tout i € N,,, t; — g <z <t <m<t;+ g.
Donc avec tg = a et t,+1 = b on trouve également : z; — % <t < wmp <ty <z + %
Ainsi 7 est §-fine également.

fdg — f(a)g(a) + f(b)g(b)> | —

S;(g.0) + f(a)gla) — F(B)g(b) + / fdg

[a,b]

Sf(g,O’) - (

[a,b]

<€

S5,(f,7) + / Jdg

[a,b]

d’apres la question précédente (pour la premiére égalité) et car & est J-fine pour I'inégalité.
Ainsi, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout o, d-fine, |Sy(g,0) —I| < e

wee I == [ fdg = f(@)gla) + S0)g0). /2,5

Donc g est f-intégrable sur [a, b], et / gdf + fdg = f(b)g(b) — f(a)g(a)
[a,b] la,b]

O Remarques !
En fait, il s’agit exactement d’une formule d’intégration par parties :

' d ' d — ' 4 ' g /: b b _r
/[,1,},]-" £ /M fdg /M af + /M fg' = f(b)g(b) — f(a)g(a)

Pour la question suivante cela donne :
[X] X X X
(k) = ‘dA = AX)f(X)— A (1) — Adf = A(X)f(X) — A(t) f(t)d
3 1w [ raa= 400500 - a0 s0) - [ Adr = 40000 - [T aws o

=0

(d) On reprend les notations de la question 3. On considere f est de classe C* sur R.
D’apres la question précédente et en reprenant la réponse au 3.(d).

[X] X X X
> 1= / FAA = A(X)F(X) — A(0)£(0) - / Adf = A(X)f(X) - / A(t)f/(H)dt

Et comme A est nulle sur [0,1] : /1,5
[X] X
Pour tout X >1: Y f(k) = A(X)f(X) 7/ A(t) f'(t)dt
k=1 0

5. Considérons f, de classe Ck*1 sur [a,b]. Les (B}) sont de classe C> par morceaux sur R.
(mais en réalité, ils sont continues. Nous ne I’avons pas démontré et pas besoin. . .)
Soit r € N* avecr < k-+1:

FrVAB, = By (0) 0V (6) - By (a) ) (a) - /

Bdf Y b (/00— @) [ B
[a,b]

[(Lb] [(Lb]
car a,b € N, donc par périodicité : B,.(b) = B,.(a) = B,.(0) = b,..
On a alors, par propriété des polynémes de Bernoulli B'r+1l =(r+1)B, :

— 1 — 1 _—
=DaB, = b, (frV(b)—frD —/ B fdx = b, (f(b)— - "N4B,
] GO @) [T O =GO @) - [ 700
On a donc
1 T — 1 N =  (=1)7"b _ -
1)y = (r—1) _(_1\r+1 (r) — T p(r—1) _ p(r=1)
( ) T’! [a,b] f dBr ( 1) (7’ + 1)' [a7b] f dBT+1 7’! (f (b) f (a’))



On peut additionner cette relation pour r de 1 a k + 1, il y a un télescopage :

k1
fEDAB L, = Z

r=1

[ B - (1 =

(r—1) b) — (r—1)
(a.0] *k+2)! Jiawy (fr0) = f ()

Notons alors que :
° / f(k+1)dBk+2 = / f(k+1)Bk+2/dx = / f(kJrl)(k + 2)Bk+1/dl'

[a)b] [avb] [a,b]
e le changement de variable h = r — 1 dans la somme

b a

Ny A

la,b] 1 1 L L
e Notons que A(z) = |z] et que par 1-périodicité : By (z) = v—|x]—1, donc A(z) = a—5—B1(z).

b b a b " b X
fk)y =) fk)=) fk)=[ fdA— [ fdA= [ fdA= [ f(z)A'(z)dx
2 0 = 1w -3 s = [Laa- [gaa= [Lgaas |

k=a+1 ] b b /4
- [ @0 =B e = [ fwpe- [ am

On obtient donc la formule d’EULER-MACLAURIN pour f de classe C*+1 sur [a, b] :

b b k -1 r+1br 1 . . 1)k b
k;mf(k) :/a f(t)dH; {()+ (f( (b) — )(a)ﬂ + (li+)1)! /a B (00 (1)dt

(r+1)!

O Remarques !
& D’une certaine fagon, cette formule d’Euler-Maclaurin est la version discréte de la formule de Taylor

II. Etude d’une suite de fonctions

On considere
p: R —» R

0 si|z] > 1
v exp (—%) siz <1

1. (a) Par composition, comme z — 1 — 2?

Et pour tout z €] — 1, 1],

o) = =20 (gizzﬂ()axz)(%) exp (1 f;) T :2;2)2 P <1i2a:2>

>0

ne s’annule pas sur | — 1, 1[, ¢j_1 ;[ est de classe C*°.

Donc, par étude de signe directe : /1,5

‘ ¢)_1,1] est croissante sur | — 1, 0], puis décroissante sur [0, 1[‘

(b) Nous avons vu que ¢;_1 1 est de classe C>
et est nulle sur | — 0o, —1[U]1, +-o0[, donc également de classe C! sur | — oo, —1[U]1, +o0].

Enfin :

—2x . x? 2 exp 1 )
o2 - n(—
-1+ P\U1—22) 7 v 22 PV o1 1 o)

—2x 22
. / _ . _ _
= JHm f@) = lm Gy e ( 1 x2> =0

a priori, c’est une forme indéterminée qui se léve par théoréme du cours :
VkeN,lim, s oufe ™ =0 (iciu= =, k=1).
Par ailleurs, lim ¢'(z)= lim 0=0.
rz——1— rz——1—
Donc d’apres un théoréme de cours (prolongement de classe C1), ¢ est également de classe

C! au voisinage de —1.
Pour 1, soit on refait la méme chose, soit on constate que ¢ est paire. . . /1,5

‘ ¢ est de classe C! sur R. ‘




(¢) On a la représentation graphique : /2
1.5

af -0.5 0 0.5 1 1.5

2. (a) Montrons par récurrence, que pour tout £ € N, on a :

Py () oo/ (1-a?)

(1— 22)%* >

Pi : < p)—1,1] est de classe Chet:IP, eRX|tqV z €] —1,1[, p(z) =
— Le résultat est vrai pour k =0 (et on I’a vu pour k = 1).
— Soit k£ € N. On suppose que Py est vraie.

Ainsi, la fonction ¢)_; 1[ est de classe C* sur ] —1,1[ et il existe P, € R[X] tqV = €]—1,1],

Pk(x) g2 2
p(z) = (1— xz)le /=23,

P,
Par produit, comme x > (lk(i))% et 2+ e~ /(=7 sont de classe C sur | — 1, 1],
—x
@1_1,1] est de classe C**1Lsur ] — 1,1[. On a alors, pour tout = €] — 1,1[ :
Pl(2)(1 —z2) — P(z) x (2k)(—2x P.(x -2z z2
iy = (B0~ P@) < QRC2) | A 2wy a
(1 — x2)2k+ (1—2a?) (1—2a?) 1—2z
Py (x) x?
k41, _ k+1
¢ (2) = (1 — 22)2k+2 exp ( 1_ 22
avec Pii1 = (1 — X?)2P] +4kX (1 — X?)P; — 2X P, qui est bien un polynéme.
Ainsi, P41 est vraie.
Donc ¢)_1,1 est de classe C*, et évidemment, ¢_, _1] €t ¢]1 o0 également.
P _
Et par ailleurs, ,}l}?_ = Ilif?_ (1]65(;))% exp <1x:£2) =0,
pour les mémes raisons qu’en question 1.(b).
Puis, par parité on peut affirmer que : /2,5

’ p est de classe C* sur R. ‘

(b) D est non vide, puisque ¢ en fait partie.
Soient f,g € D, de support compact respectivement [a, b] et [c, d]
et A\, n € R, alors Af + ug est a support compact : ) ou bien [max(a, ¢), min(b, d)].
et de méme A\f + ug est de classe C*°.
Donc /1
‘ D est un espace vectoriel sur R non réduit a 0. ‘

b 1 22
/a @(t)dtzllexpfl_x2dx

C’est I'intégrale d’une fonction continue sur un segment [—1, 1], cela donne un nombre finie.
On passe alors aux limites (a — —oo et b — +00), ¢’est invariant ici : /1

3. Pour tout a < —1l et b > 1,

/ ©(t)dt est un réel strictement positif.
R

4. ¢, est elle-méme une fonction a support compact,

1 1
Vo> Ea‘Pn(x):W(TL%):O Vafg_ﬁﬂpn(x):@(nx):o



1
n’

/a ot = = / " o) = = / L (o) —1

-1

Et donc, pour tout a < —%, tout b >

en posant u = nz de classe C!, donc du = ndx /1

Pour tout n € N*, / on(x)dr = 1.
R

5. Soit f une fonction continue par morceaux.
(a) Soit z € R.
On considere (z,) une suite convergente vers .
Par linéarité de I'intégrale

(fxipn) (2p) = (frpn) (@)= (zp—2) (frpy,) (x) = /Rf(t) [on(zp—t)—pn(a—t)—(2p—2)¢ (x—t)]dt

Soit t € R, comme z, —t — x — t et que p,, est de classe C? sur R,
on peut appliquer le théoreme de Taylor avec reste intégrale :

onan=0) = ale— 1)+ (2~ 1) = (o= O) o — 1) + @) ey,

r—t iy
Tp—t

—eulo =)+ (@ =)@ =0+ [ (ot = weld )

x—t
zpft /1
/ (2p — t — )@ (u)du

—t

Tp—t
<[ -t ul]p )] du

z—t

Pnlzy —t) = gnla =) = (2, — D) (@~ 1)] <

On pose My = supy |g0§12)| = Sup[_y,q ||, qui existe bien car ¢ donc ¢ est continue
sur le compact [—1, 1]. Puis, on réalise le changement de variable s =t +u (t — t — u est un
C!-difféomorphisme)

Tp—t Tp

oulen =) = onle— ) = (ay —)pha~ 0] <Ma [ gy —t—uldu=0a [y - sfds

r—t T
Tp M
< MQ/ (2p — s)ds = 72(3517 —x)?
x

Puis, par linéarité de U'intégrale :

[ 5 on)(ap) = (F % 9n) (&) = (= 2)(f 5 01)(2)| = \ [ 50(ntey =)= eula =) = (@, = )l - t))dt]

< / )

Palay —1) = pule 1) = (z, = 2)g) (0 — 1)t

/1
M.
(F % 0n)(a) = (F * 9n)@) = (0 = )7 5 ) @)] < 52 —)? [ 1)1
(b) On a donc en divisant par =, — « :
n - n / M
‘fw )(x,;l _(jw @) ey < 5 (@ —x)/R|f(t)|dt 0
Ainsi, comme ceci est vrai pour toute suite (x,) — x : /2

‘ f * @ est dérivable sur R et pour tout z € R, (f * vp) (x) = (f *¢),)(x) ‘

IV. Distributions

1. Soit (¢n) — 1.
On note a tel que pour tout |z| > a, ¥,(x) = 0.
En passant a la limite, on a le méme résultat pour .

Done Ty(a) = [ fa)ie)da.



€

S ]

Puis, pour tout n > N,

Soit € > 0. Notons ¢ =

. Il existe N € N tel que V z € R, |1/J7(1k)(x) — ) (z)] < €.

a

T3(0,) = T3l = | [ 50)0,0 - wtonar] < [ 11ear <

—a

’ Donc si f est continue par morceaux sur R, alors Ty définit une distribution sur D. /e
2. U est continue par morceaux sur R, donc d’apres la question précédente : /0,5
‘ U définit une distribution sur D. ‘
3. Soit a € R. On considere ¢, qui a tout ¥ € D associe 1(a) est une distribution.
Toujours avec les notations de la question 1. Pour tout n > N :
10a(¥n) = 0a(¥)] = [Pn(a) —P(a)] <€
/1
‘Donc 0, est bien une distribution sur D‘
4. Soit T une distribution sur D, on définit la distribution dérivée T par :
VyeD, T'(¥)=-T{)
(a) Soit Soit (1) - 1).
Toujours avec la méme notation :
¥ =0 sur | — oo, —alU]a, +o00[ = ¢’ = 0 sur | — oo, —a[U]a, +o0].
Et par ailleurs, (¢/,)*) =¥+ Donc
VEENYe>03NeN|VnzNVazeR @) )" =l (@)—p*(2) < e
Ainsi (¢7,) L, 4’ et comme T est une distribution :
T'(¢n) = =T (W) = —T(4) = T'()
/2
‘Ainsi7 T’ est une distribution sur D. ‘
(b) Toujours avec les mémes notations, on peut faire une intégration par parties sur le compact
Pow tout 1< -
1) = ~T50) = = [ oo = ~[Hov@l,+ [ w0 =1p0)
Ceci est vrai pour tout ¢ € D. /1
‘Si [ est de classe C* sur R, alors (T)" = T}.
(¢) Soit ¢ € D
(') = ~Tu(@) = [ /(00 = ~0(@) + $(0) = ¥(0) = &)
Ceci est vrai pour tout ¢ € D. /1

O Remarques !
% Ces deux derniéres parties s’inspirent du sujet Centrale PC 2015.

Si vous voulez en connaitre plus, je vous conseille de vous y référer.
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