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Devoir surveillé n°1

CORRECTION

Les points qui figurent en marge sont écrits a titre indicatifs, ils sont susceptibles de changer (légérment)
selon la qualité des copies.

Probleme. Autour des polynéomes a coefficients entiers

A. Localisation des racines

1. Recherche d’une racine évidente entiere.

(a) Soit zp € Z une racine de f, alors
f(zo) = aptarzo+ - +apzy =0 =  ao=—a1T9— - -—apT{ = ToX(—a1—a2x0— - -—anxy

Or ay,...an, 2o € Z, donc par stabilité (Z est un anneau) : —a; — agTo — -+ — Apx{ lez /1

si xg € Z est une racine de f, alors xg divise ag ‘

(b) 105 =3 x5 x 7, donc 105 est divisible par 1,3,5,7,15,21,35 et 105 et leurs opposés.
On essaye avec 3, cela ne marche pas mais :

5 +5x 52 — 29 x 5 — 105 = 125 + 125 — 145 — 105 = 0
(—3)3 4+ 5 x (—3)2 — 29 x (—3) — 105 = —27 + 45+ 87 — 105 = 0
(=7)® +5 x (=7)% =29 x (=7) — 105 = —343 + 245 4+ 203 — 105 = 0

Donc /2
VeeR, 2’ +52% — 292 — 105 = (x +3)(x — 5)(x +7)]

O Remarques !
§ On aurait également pu trouver une racine, factoriser, puis exploiter un déterminant (ou chercher une

nouvelle racine < évidente > ). ..

2. Encadrement des racines par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

A la premiere lecture...
¢ Ces deux premiers questions semblent avoir été faites en cours. . .

(a) Soient (x1,...%xn), (Y1,-.-Yn) € R™
i. Soient 4,5 € [1,n],
0 < (wiy; — z90)° = @iy + 23y; — 2ww;0:y;

On en déduit /1
Vi<jell,n], 2zzyy; < x?y? + x?yf

ii.

n n n n n n n
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=1 =1 i=1
On en déduit I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

n 2 n n
d’apres I'inégalité précédente. Donc (Z xiyi> < fo Z yiz.

n n n
Vo (z1,...20), (Y1,...Yn) € R™, (leyz> <Z:B22><ny
i=1 i=1 i=1

,O Remarques !
Comme le terme de droite est nécessairement positif, on peul prendre la racine carrée.
Et on obtient la véritable inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

n n n
V(@,mn), (y,un) €ERY, Y my < | > ad D w?
=1 i= =1

(b) On suppose que f se factorise sur C de la fagon suivante :
VeeR, f(x)=au"+an 12" '+ F+artas=an(z—y1) . (*—Yn_1)(®—yn)

i. Si on développe le polynéme a,(z —y1)...(z — yn—1)(z — yn), o0 trouve
ant" — an(y1 +y2 + -+ yn)a" '+ an(z vy
i<j

On peut identifier (écriture unique) car il y a une égalité polynomiale pour une infinité
de réels z.
Donc en divisant par a, :

Ap—1
Qn

Y1+y2+t-tyn=—

ii. De méme, si on regarde le troisieme coefficient (cas j =n) : an—2 = an 32, _; yiy;. Donc

Ay —
(Y14 Yn—1)yn + Z Yiy; = — 2
1<i<j<n—1 An

iii. On a alors

agz—l = a%(yl Tyt + yn)Q = a% [(yl +oeee Tt yn—l)2 + :‘/721 +2yn(y1 + ... yn—l)]
=al(yi 4+ yn1)? +alyl + 200 0an =202 D
1<i<j<n—1

n—1
=a2) yi+202 > yiy+asys +20n 00, — 205 Y iy
=1

1<i<j<n—1 1<i<j<n—1
Ainsi
n—1
2 2,2 _ 22: 2
Ap_q — 2an72an —aplYn = an Yi
i=1
n—1
. N . . Ap—1 2 2 _ 2
iv. D’aprés la question (b)i.,, (2= +yn)? = (—y1 — 92—+ —yn-1)* = (E yi)2.
i=1

On applique ensuite I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ & (y1,Y2 ... Yn—1) €t (1,1,...1):

a n—1 n—1 n—1 n—1

—1

(T= )’ =Q_w)* <Y _w ) 1P=m-1)) v
n i=1 i=1 i=1 i=1

Puis tenant compte de la réponse a la question précédente (en multipliant par a2) :

(an—l + anyn)2 < (n - 1)(0“72171 —2anan-2 — aiyﬁ)

/2

/1

/1

/2

/1

/1



v. On trouve donc 'inégalité quadratique suivante vérifiée par Y = a,y, :

Y24+ (n—1)Y?+2a, 1YV 4+a2 | +2(n—1a, o —(n—1)a_, <0

En divisant tout par n : /1
20, 2(n—1 2 —
Y24 “:L Ly + (”n Jan s+ 2222 <0
Considérons le polynome du second degré P(x) = x2 + 2'1" tr+ 2(n 1)an 2+ 22a2 ).

Alors nous venons de montrer que P(Y) < 0.
Or comme le coefficient devant 22 est positif, on a

P(Y) < 0 si et seulement si Y est situé entre les deux racines de P. /2
Celles-ci se calculent ; le discriminant de P est

2 _ _ _ 2 _
A4 < oy 21 Ma2_1> 4 (Maz _ 2011)%_2)
n n

n2 n

n n
4(n —1)2 2n
=\ e
Donc les racine de P sont de la forme /1
—2‘12‘1 + \/4 (";21)2 (a%_l — %an72)
2
Donc
n n— -1 2 n— -1 2 1
yfe Gt T \/%211_ n an—2;—a 1+n \/ail_ i Gn—2 /
an n n n—1 n n n—1

O Remarques !
Ce résultat a été démontré par le mathématicien frangais EDMOND LAGUERRE (1834-1886). Il permet
de localiser les racines d’un polynéme et de ne pas chercher < trop loin >lorsqu’on vise une racine par

tatonnement.

B. Images entiéeres
1. Observations

(a) Soit f une application polynomiale & coefficients entiers.
n

On peut supposer que f : z +—> Z arz® avec pour tout k € [0,n], ay € Z.
k=0

Soit m € Z, f(m Z apmF, par stabilité de Z par addition et multiplication. /1
k=0

\vmez, f(m)ez\

(b) Considérons l'application h : z — 22 + 1a.
Alors pour tout m € Z,

m?+m _ m(m+1)
2 2

h(m) =

Or ce produit d’entiers consécutifs est pair (m ou m + 1 est pair), donc W €.

Donc h(Z) C Z, alors que h n’est pas & coefficients entiers. /1

La réciproque est fausse.
11 existe des fonctions polynomiales & coefficients non entiers et donc les images sont entieres

2. On définie les fonctions polynomiales de NEWTON comme suit :

h—1

1 )

No:x—1 Vh}LNh:x»—)aH(x—z)
i=0



(a) On applique la définition, puis on développe. Pour tout z € R : /1,5

24 1 1 11 1
Ny(z) = ;(x —D(z-2)(z-3) = ﬂx‘l — 1963 + ﬂxQ 2%

(b) Pour h =0, on a pour tout k € Z, No(k) =1 € Z.
Soit h # 0.
e Pour k € [0,h — 1], Ny(k) =0, car k est une racine de N,
k(k—1)...(k—h+1) k(k—1)...(k—h+1) k
e Pour k > h, Ni(k) = N = Bk — 1)1 = (h) €z
(car un coefficient binomial est toujours un nombre entier).
k(k—1)...(k—h+1)  (=D"=k)(=k+1)...(~k+h—1)

e Pour k < 0, (donc —k > 0) : Ni(k) = N = A
Noy(k) = (1)hw " <h - : - 1> €z /15

‘Ainsi7 pour tout k € Z, pour tout h € N, Ny (k) € Z‘

3. Soit f une fonction polynomiale a coeflicients entiers de degré n.
k

k
On note, pour tout k € [0,n], by = f(k) € Z, puis ai = Z (h) (=1)k"p,.
h=0
Enfin, on considere la fonction polynomiale g : z — Z apNp(x).
h=0
(a) Pour tout h € N, le degré de N, vaut h.
n—1
Donc deg N,, = n et Z anp Ny a un degré au plus égal a n — 1. /1,5
h=0
Le degré de g est n‘
(b) Soit k € [0,n], alors d’aprés une question précédente : Ny (k) = { 2 > h<h . /1
(h) sik>h

n k k
(k) = apNy(k) = a
9 h%:o h4Vh Z h(h>

h=0

(¢) On peut approfondir le calcul :

w0 EOr)- 2, O -EEC )

i=0 h=0 0<h<i<k

(]:) (12) - z’!(kki BY h!(z’ii MU Rl — h];(k — i) E: - Zi: - (i) <Ij—2>

On a donc (en posant j =i — h dans la seconde somme) :

o - ONECDr) EOn(EC o)
= hz:) (:) ba((—1) + 1)F"
Or (1) +1)* " =0si k# het ((~1) +1)*" =1, sinon. Donc /2

k
g(k):0+---+0+< )bkxlzbk

k



O Remarques !
% Si vous avez fait cette démonstration vous aurez 4 points. Si vous avez seulement donné le résultat,

vous aurez 1 point

On a alors
Vke[[OJ’LH, ‘p(k):f(k)_g(k):bk_bkzo

/1
La fonction polynomiale ¢ :  — f(x) — g(z) admet n + 1 racines. ‘
(d) Si ¢ est non nulle, ¢ est de degré au plus n, elle admet donc au plus n racines.
Or d’apres la question précédente, ¢ admet n + 1 racines. Donc ¢ est la fonction nulle. /1,5

n k
Ainsi, pour tout € R, f(x) = Z <Z < > k hf( )) k()

(e) On admet que 'on cherche un polynéme ® de degré 5.

11 vérifie :
®(0)=0*=0
P(1)=01+1"=1
P(2)=11+2t =17
®(3) =17+ 3* =98
P(4) = 98 +4* = 354
®(5) = 354 + 51 = 979

Donc, pour tout z € R,

5 k k
o) =3 (Z (h)<—1>k-“<1><h>> Ni(a)
k= h=0

= B(O)No(2) + (B(1) — ©(0)) Vi () + (9(2) — 20(1) + ( ))Na(z)
+(2(3) = 30(2) + 30(1) — @(0)) N3(2) + (D(4) — 49(3) 4 62(2) — 42(1) + P(0)) Na(x)
+ (2(5) — 5P(4) + 109(3) — 109(2) + 5P(1) — ®(0))N5(x)
(z
)

= Ni(z) + 156Nz (z) + 5ON3(x) 60Ny (z ) + 24N5(x)
=z+822-1)+2z@-1)(z-2)+ x(a:fl (z=2)(z—3)+ ta(x — 1)(z —2)(z — 3)(z — 4)
= z2® + J2* + éx?’ - %x = 30(6:c + 152% + 1022 — 1)
= s5x(z +1)(62° + 927 + z — 1) = 552(x +1)(2x+1)(3x2+3x—1)
/3
< D(2n+1)(3n* +3n — 1
Ainsi, pour tout entier n € N, ZkA = n(n+1)@2n +1)(3n” + 3n )
30
k=0
C. Nombres algébriques. Nombres transcendant
On dit que a € C est un nombre algébrique si il existe une fonction polynomiale f & coefficients
entiers admettant o comme racine.
Autrement écrit : « est algébrique si
Jap,a1,...an €Z tels que Zakak =0
k=0
Un nombre qui n’est pas algébrique est dit transcendant.
1. Quelques valeurs
(a) Soit r = 2 € Q, un nombre rationnel. Alors ¢r —p = 0. Ainsi r est racine de la fonction
polynomiale z — qx — p. /1
‘Donc tout nombre rationnel est algébrique. ‘
(b) De méme : (v/2)2 —2=0et (i)2+1=0.
Ainsi /2 (resp. 7) est racine de la fonction polynomiale x +— 22 — 2 (resp. = — 22 + 1). /1

‘Ainsi V2 et i sont algébriques. ‘




V2-V5,r3=—V2+ Vb et ry = —v2 - /5.

is: (a—0b)(a+b)=a®—1?):
V2 = V5)(z — V2 + V5)][(z + V2 — V5)(z + V2 + V5)]
V2)2 = 5][z + V2 — 5] = (22 — 3 — 2v/22) (2% — 3 + 2V/22)

—3)2 -8z =2t — 1422 +9

(c) Notons 71 = v/2 4+ /5, 1y =
Alors (en exploitant de nombreuses fois
= (= -
= [(z -
2

(z—r)(z—7r2)(x —r3)(x —14)
= (2 —

/2

Ainsi, r; = v/2 4+ /5 est une racine de la fonction polynomiale & coefficients entiers : = —

2t — 1422+ 9
‘ /2 + /5 est bien un nombre algébrique ‘

2. Nombre de LIOUVILLE.
On considere ici la suite (u,) définie par

VvV n e N, un:ZIO*k!
- p

(a)
=101 =0,1, up = 1071 + 102 = 0,11, uz = up + 10-6 = 0, 110 001
us = uz 4+ 10724 = 0,110 001 000 000 000 000 000 001

n+1
(b) Soit n € N, un+1—un_210 (B! _ Zlo (k) — 19~ (D! 5
k=1

k=1
T
v=y 107"
k=1

Donc (uy,,) est croissante.

Notons pour tout r € N*
Il s’agit d'une suite géométrique de raison -~ = 107!, donc
ot 11 1
v re N =1 X — ==
" I 0T S102 T 9
Ensuite, pour tout n € N*
n
210 k¢ {sl,seN,}| >
/2

Upl — Un

n!
=> 107F =) 107" =
k=1 k=1

<

O =

Ainsi :
Un, < Un!

‘ (up) est croissante et majorée, donc convergente ‘

On appelle alors ¢ = lim(uy,)
3. On suppose que « est algébrique, non ratlonnel
Pour unifier les notations, on note f(x Z arz® avec V k € [0,n],n =2 et ar €Z
k=0
et on suppose que f(a) =0

(a) Faisons la division euclidienne de f(z) par z — 2

Z brz” tel que :
k=0

D’apres Palgorithme d’HORNER, on obtient un quotient g(x

Vke{n—-1,n-2,...1,0}, b = ap+1 + Ebk+1
q

(avec b, = 0, pour démarrer)
Et donc, par récurrence, la suite (by) est une suite de nombres rationnelles

Ainsi g et un polynoéme a coefficient rationnel
Par ailleurs, on a également f(a) =0 = (a — £)g(a).
Par intégrité de R, g(a) = 0 (car o n’est pas rationnel par hypotheése, donc o — 2 # 0)
— Pr

Par ailleurs, on peut noter by = o

En multipliant g par szl gk, on trouve

) = Z_:pi IR ES

VereR, Gz
i=0 i



G(a) =0, G est de degré n — 1 et G est a coeflicients entiers. /2

‘il existe une fonction polynomiale G & coefficients entiers de degré n — 1, tel que g(a) = 0. ‘

(b) On suppose que « est racine d’ordre p(< n) de f.
Alors « est aussi racine de f/, f& ... f®=1 mais pas de f®).
Donc « est racine d’ordre 1 de f®=1) obtenue par p — 1 dérivations de f.
Or f est a coeflicients entiers, il en est de méme de chacune de ces dérivations.
Donc fP=1) est & coefficients entiers et de degré n — (p—1) =n —p + 1.
Précisément : pour tout x € R,

n—p+1
FeD (g Z h(h=1)...(h=p+2)apa" "' = > (h+p—1)(h+p-2)...(h+1)ana"
h=p—1 h=0

/1,5

‘ f®P=1) est & coefficients entiers, de degré n — p + 1 et « est racine d’ordre 1 de ce polynéme. ‘

On peut donc supposer pour la suite de probleme que :
e f est un polyndéme de degré n.
e « est racine d’ordre 1 de f
= f'(«) > 0 (sinon on considere — f)
e f n’admet aucune racine rationnelle
4. Transcendance de «

(a) ¢ est dérvable sur R (polynome) et Vz € R :

¢'(x) = —2M + f'()

Donc pour z € [a —n,a + 1}, ¢'(z) < —2M +2M =0,
alors ¢ est décroissante sur [a — n, a + 7).
Et par ailleurs, (o) = 2M(a — a) + f(a) =0
Donc f est positive sur [ — 7, ] et négative sur [o, a + 7).
Ainsi :
Vezela—na, ¢)>0=2Ma-2z)=—[f(z)

Et comme, par hypotheses, f(z) < 0 sur [a — 1, ], /1,5

Vaxella—mna, Oz—x/mf( |f( )|

(b) Soit r = 1;1 € [ —n,a] NQ, un nombre rationnel.

q" % f(r)=q Zak Zakpq tez

C’est un nombre enter, par addition et multiplication d’entiers.

Il est non nul sinon f(r) = 0, impossible d’aprés nos hypothéses sur f.

A 1
Donc il existe un entier A € N*, tel que ¢" x |f(r)| = A4, ie |f(r)| = — > —. /2
qn

qn
q q

(¢) On a donc, si « est algébrique, pour tout rationnel r = % Ela=—nal:a—r=

11
2Mq

La suite (ug) converge vers « en étant croissant, donc il existe un rang K tel que :

— (%)

VE>2K, O0<a—up<n

Et par ailleurs, pour tout k, ug est un nombre rationnel : up = Tor S 10R

ainsi, pour tout k > K,
1 1

O~ Uk Z ST TR



Or pour k > n, comme (uy) est croissante :

klxn klxn _ 10k!><7l _ 1
0<10 (@ —ug) <10 (Up1 —ug) = 100+ D! — MG 1=n) kjgo 0
Donc, il existe K’ tel que pour k > K', 0 < 10FX" (o — uy,) < YR
En prenant K = max(K, K’,n), on trouve que
S T 1 1
Vk/K, 0<a_Uk<mW
L’existence de ce nombre rationnel conduit & une contradiction par rapport a (x) /4

«a n’est pas un nombre algébrique. « est un nombre transcendant. ‘




