MPSI 3 - Fermat Pour le 13.09.19
2019-2020

Devoir a la maison n°1

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire ().
La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des rai-
sonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

Probleme 1

1. Factorisation d'un polyndme réel de degré 3
(a) Soit f un polynome de degré 3.

Si le coeflicient dominant de f est positif, alors lirf f(z)=4oc0et lim f(z)=—00
xr—r+00 Tr— — 00

Si le coefficient dominant de f est négatif, alors lim f(z) = —co et lim f(z) =400
T—+00 T——00

Dans tous les cas, il existe z1,x2 € R tel que f(x1) > 0 et f(x) <0,
or z — f(x) est continue, on peut appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires entre
z1 et zo,

‘HaeRtelquef(a)zo‘

C’est-a-dire : f admet au moins une racine réelle notée a.

(b) On peut donc factoriser f par z — (z — a).
Et il existe g, polynéme de degré 2 tel que V z € R, f(z) = (x — a) x g(x).
g se factorise (au moins sur C). Selon le signe du discriminant de g :

-oubien b,ce Rsi A(g) >0
- ou bien b,c ¢ R et alors ¢ = b (conjugué de b) si A(g) <0

2. (a) D’apres la question précédente, f se factorise sous la forme :
Ja,a,b,ceC|VxeR, f(z)=alx—a)(z—>b)(z—c)

On a alors en développant :
Pour tout = € R, f(z) = az® — a(a+ b+ ¢)z? + a(ab + be + ac)z — aabe.
Ce résultat étant vrai pour tout x, nous pouvons faire une identification (remarque initiale).

« =

ala+b+c)
alab+bc+ac) =
aabe = —q

1
0
p

Par ailleurs, la dérivation de f, donne :

pour tout z € R, f'(x) = a[(x —b)(z —¢) + (z — a)(x — ¢) + (x — a)(z — b)].

et donc, comme a = 1, f'(a) = (a—b)(a—c), f'(b) = (b—a)(b—c) et f'(c) = (c—a)(c—Db).
Donc

A(f)=(a=b)*a—c)*(b—0)* = —(a—b)(a— )b —a)(b—c)(c —a)(c—b) = —f(a) [ () '(c) ‘

Or, pour tout * € R, f'(z) = 322 + p, donc f'(a) = 3a® + p,
de méme : f'(b) = 2b% +p et f'(c) = 2¢* + p.
Donc, en développant :

A(f) = =(3a*+p)(3*+p)(3c*+p) = — (p° + 3(a® + b* + 2)p* + 9(a®b® + b*c® + *a®)p + 27a’b*c?)

Or abc = —q, donc a?b*c=(abc)? = (—q)? = ¢*
(a+b+c)?=a®+b>+ % +2(ab + be + ca),
donc a? + b2 + ¢ = (a+ b+ ¢)? —2(ab + bec + ac) = 0> — 2p = —2p
(ab + be + ac)? = (a?b? + b*c?® + a®c?) + 2(ab’c + a®be + abc?)
= (a®V? + b?c? + a®c?) + 2abc(a + b+ ¢);
or a+b+c=0, donc a?b? + b?c? + a%c? = (ab + be + ac)? = p?.
Par conséquent :

A(f) = — (p* + 3(—2p)p* + W’p + 27¢%) = —4p® — 27¢*




(b) Si f est un polynéme a coefficients réels de degré 3, il admet nécessairement une racine réelle.
On a donc deux cas a,b,c € R, oua € Ret b,c ¢ R avec b==C.
— Dans le premier cas, nécessairement A(f) = [(a — b)(b—c)(a —¢)]> = 0.
— Dans le second cas, b—c = b—b = 2iIm(b) et donc (b—c) = —4Im(b)? < 0 (car Im(b) # 0).
Alors que (a —b)(a —c) = (a—b)(a—b) = (a—b)(a—b) = |a—b?>>0
(non nul car a € Ret b ¢ R, donc a # b).
Ainsi, ici A(f) <0
‘Lorsque p et g sont réels, les racines de f soient réelles si et seulement si A = —4p® — 27¢® > 0. ‘

On notera que A = 0 si et seulement f admet une racine (au moins) double.

(¢) Soit g : x — 23 +ux® + vr +w avec u,v,w € R et de racines a, b et ¢ distinctes ou non (non
nécessairement réelles).
On considere g : x +— g (a: — %)
Apres calcul, pour tout x € R,

g(x) = 23+ f—%—kv z+ _£+£_vg+w =2+ v—uj x+ E—ﬂ—i—w
9\&) = 3 3 27 "9 '3 - 3 27 3

Or par translation, les racines de g sont réelles si et seulement celles de g le sont.
2 3 3 2
. R COA (= 2
Mais ces dernieres le sont ssi A(g) = —4 (11 - %) —27 (%7 -2+ w) > 0.
Or A(g) = -+ = —4v® + v?v? — 43w + 18uvw — 27w?.

‘g n’a que des racines si et seulement si —4v3 + u?v? — 4ulw + 18uvw — 27w? > 0 ‘

Probleme 2

1. 1l existe autant de suite ¢; que de permutation de {1,2,...n}, les indices de (b;).

‘Donc il y a n! suites (¢;) possible. ‘

Pour s’en convaincre, si on ne connait pas les factorielles, il suffit de penser au la méthode de
construction des suites (c;).
1. by peut étre donné au n ¢; : n possibilités
2. puis by peut étre donné au n — 1 ¢; qui restent : n — 1 possibilités
3. puis bs peut étre donné au n — 2 ¢; qui restent : n — 2 possibilités
n. puis b, peut étre donné au dernier ¢; qui reste : 1 possibilités
Le décompte total est obtenu par multiplication (puis)
2. On suppose que ¢ et j sont tels que b, = c; et b; = cy,.
Quel est le signe de a;c; + anc, — anb, —a;b; 7 On a donc

a;jc; + ancn — anby, — ajb; = ajb, + anb; — anby, — ajb; = (a; — an) (b, — b;)

Or par croissance : a; < a,, et b, > b;, donc a; — b, <0, (b, — b;) > 0.

‘Ainsi ajc; + ancp — apby, — ajb; < O‘

3. On consideére la permutation (c}) obtenue & partir de (b;) par : ¥V h ¢ {j,n}, ¢j, = cp, ¢ = b; et
e, = by,
(Il s’agit bien d’une permutation, car comme h # n, ¢, # ¢, = b;, ce qui justifie que l'on puiss
eprendre ¢} = b;).
Alors

n n

r_ / /
E arpCL — g aCl = jCj + AnCp — QjC; — AnCp = A;Cj + ApCp — anby, —ajb; <0
k=1 k=1

n n

/

Donc E aipcr < g axCy,
k=1 k=1

4. Posons, pour tout entier n > 2,

P, < pour toute permutation (¢;) de (b;), alors S, < Sp >



— aq < ag et by < by, alors (a1b2 + agbl) — (a1b1 + CLng) = (al — ag) (bg - bl) <0
—_——
<0 >0
Donc Ps est vraie.
— Soit n > 3. On suppose que P, _1 est vraie.
Soit (¢;), une permutation de (b;) et (¢;) définie comme en question 3.

En réalité, comme ¢, = by, (c},...c,_1) est une permutation de (by,...b,_1).
n—1

Donc on peut applique Pp,_1 : Z aic), < Z arby.
k=1

Si on ajoute de part et d’autre anb, = anc), Zakck Zakbk.

n n
Puis, d’apres la question précédente : Z axcr < Z Ak Ch-
k=1 k=1
Et donc par transitivité : S, < .Sp.

On a montré, par récurrence, une seule inégalité. Pour la seconde, nous allons exploiter la
premiere.

Notons, pour tout k € N,,, by, = b,, — by, donc la suite by, est positive est strictement décroissante.
Soit (c;), une permutation de (b;), alors (¢; = b,, — b;) est une permutation de (b;).

Donc d’apres le résultat démontré par récurrence, (comme (b, _j ) est croissante) :

n n
Zak@ < Zakb;,k = Zak(bn —bp_i) = Zakbn - Zakbnfk
k=1 k=1
Donc
n n n n n
Zakbnfk < Zakbn — Zakck = Zak(bn —Cr) = Zakck
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Et ainsi S_; < S..

n n n
Pout toute permutation (¢;) de (b;), on a Zaibn_iH < Zaici < Zaibi

=1 = =1
—_— = =
=S_y =5, =S

On appelle cette inégalité, I’inégalité de réarrangement

. Application 1.
On considere z1,...x, € Ry.
En notant m = m, puis A; = B2
(a;) = (Ay) ordonnée par ordre croissant et enfin (b;) tel que b; = .
Par conséquent ces suites sont a valeurs positives, (a;) est croissant et 1(bz) décroissante.
On a donc pour toute permutation (¢;) de (b;),

n mn
E a;b; < E a;c;
; =1

Or a;b; = 1, donc Zaibi =n.

i=1
Puis avec ¢; permutation de (b;) tel que :
L oGh =11 mt S _mFt 1
si by = a;  Ax T miTo-mpR (k > 2)’ alors ¢; = T1x2Tp—1  Agp—1’
A g
Et donc dans ce cas a;c; = —— = —
Ak—l m
g =Ll L _m = m” — ier b;
siby = - = 47 =4, alors ¢; = ——""—— =1, le dernier b; non considéré.

1
Alors, dans ce cas, ajc; = A1 x 1= —
m

Tk
Ainsi : E a;c; = E >n.
m

k=1

1 +2To+ -+ Ty
n

V (x1,22,...2,) € (RL)" V1 X o X - X Ty <




6. Application 2.
On considere (a;) et (b;) deux suites finies de nombres réels positifs croissantes.

n n n

Zaixzbgzzaixzbj:Zzaibj:al Zb]‘ +asg ij +---tap ij
=1 Jj=1 =1 j=1 i

i=1 j=1 j=1 j=1 =1

bi +k si i+k<n
bi+k—mn si i+k>n
Cij—i si g >4
Ci,j—i+n si jgl

Notons, pour tout i,k € Ny, ¢; = {

i.e.pourtouti,j€Nn,bj{ (j=i+k< k=j—1i) Donc,

a,Zb =a; Zb + Z bj | =a; zl:cl',n—zwrfr z”: Cij—i

j=it+1 j=1 j=it+1

=a; (Cin—i+1 + 4+ FCint i1t . Cini)= E aiCi

Donc
n n n n n n
E a; X E bj = E E aiCi | = E E aiC; k
i=1 j=1 i=1 k=1 k=1 i=1
Or, a k fixé, (¢; ) est aussi une permutation de (b;), donc d’apres I'inégalité de réarrangement :

n

n
E a;Cik < E a;b;
i—1 i—1

En sommant pour k£ de 1 an :

n n n

Zai X ij < zn:aibizn:l = nZaibi
1=1 =1 k=1

En divisant par n? :

aiby + - anby < ap+az+---+ay v by +ba+ -+ by

V (a;), (b;) € (R%)™ croissantes : - < - -
7. Application 3. Les calculs donnent :
(a1b1+"~anbn)2:ZZaibiajbj (a3 4+a2+--4a2)x (B3 +b2+---41?) ZZa%z
=1 j=1 =1 j=1

Il faut différencier ces n? nombres ajoutés :

a;b; = ¢, avec la transformation bijective : k —1= (1 — 1) + n(j — 1)
(division euclidienne de k — 1 par n : i — 1 est le reste, j — 1 est le quotient).
Ona:k=1<(G,5)=01,1)/k=2<(,j)=2,1) /... /Jk=n&(i,j) =(n,1)
k=n+1&(,5)=01,2) /Jk=n+2<(4,j)=(2,2) /... /k=2n< (i,)) = (n,2)

k=n?-n+1< (i,j) =

(Ln) /b =nt2 & (i) = ) /... [k =02 & (i,]) = (m,7)
Notons donc pour tout k € [, n?]
(c
n (dj

s di = cy.
Les deux suites (identiques) (ci) = (d) se rangent exactement dans le méme ordre.
Donc pour toute permutation (d},) de (d) :

Or avec la permutation : dj, = d(l Dtn(—1)+1 = = ajbi = d(j_1)4n(i-1)+1,
on a cxdy, = a;bja;b;, avec (i,7) défini par la relation : k — 1= (i — 1) +n(j — 1).

’I'L2 n n

ZZalbab —chdk ch ZZafb?

i=1j=1 k=1 i=1 j=1

\(a1b1+-~-anbn)2g(a§+a§+~-~+ai)><(b§+b§+--~+bi)\




Ali et Benoit jouent au jeu suivant : on écrit z* + *2% + x22 + xx + 1 au tableau.
Ali choisit une étoile et la remplace par un réel, puis c’est a Benoit, et ainsi de suite
jusqu’a épuisement des étoiles. Ali gagne si le polynéme obtenu n’a pas de racine réelle.
Sinon, c’est Benoit qui gagne.
Montrer que ce dernier a une stratégie gagnante.

On note p(z) = z* + az® + bx? + cx + 1 ce polynome.
Remarquons déja que liIJIrl p(x) = 400, et p est continue
Tr—r+00

donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il suffit de trouver zq tel que p(xg) = 0,
pour pouvoir affirmer qu’il existe T tel que p(T) = 0.
Et dans ce cas, Benoit gagne le jeu.
Voici la stratégie gagnante pour Benoit :
— Si Ali ne choisit pas b comme premier réel, alors Benoit le choisit et lui donne la valeur B = —2.
On a alors (pour tout choix de a et ¢ par Ali) :

p(—=1)+p(l)=44+2B=0

Donc p(1) et p(—1) sont de signe opposé (ou nuls tous les deux). Au moins I'un des deux est
négatif ou nul.
Ainsi Benoit gagne.
On notera que pour toute valeur B < —2, le méme raisonnement s’applique.
— Si Ali choisit b comme premier réel et lui donne la valeur B(> —2).
On note A =  (p(—10) + p(10)) = 10001 + 100B et C' = 1 (p(—5) + p(5)) = 626 + 25B.
— Si A <0, alors comme précédemment, p(10) ou p(—10) est négatif ou nul,
et donc Benoit gagne.
— On peut donc supposer que A > 0 (et de méme C > 0), ce qui donne 100B > —10001 i.e.
B > 100, 01.
Benoit choisit alors a = —A. On ap: x> 2* — Ax® + Bx? +cx + 1
Et donc, quel que soit le choit d’Ali pour ¢, en z = 10 :

p(10) = 10* — A x 10® + B10? 4 ¢10 + 1 = 10001 + 100B — 10*A + 10c = 10c — 9994

p(—5) =5* + 534+ 5°B — 5¢ + 1 = 656 4+ 258 — 5¢ 4+ 1254 = C — 5¢ + 1254

— Si p(10) < 0, Benoit gagne.
— On suppose que p(10) > 0 i.e. 10c — 9994 > 0, et donc ¢ > 99,94 > 994 (A > 0).
On a alors p(—5) = C — 5c+ 1254 < C — 4954 + 125A = C — 370A
Or A—C =10000—-625+75B = 9375+ 758 >0 car B > —2, donc A > C.
et donc dans ce cas p(—5) < C — 370C < —369C < —2C (C > 0).
Donc p(5) = 2C — p(—5) < 0. Et ainsi Benoit gagne



