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Devoir a la maison n°1

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire (xx).
La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des rai-
sonnements et ’énoncé des formules utilisées.

Probleme 1

Dans tout ce probleme, on admet le théoreme d’identification :
Si pour tout z € R, az® +bx? +cx +d=a'2® +bz? +x+d alorssa=ad', b=V, c=c et d=4d'.

1. Factorisation d'un polyndme réel de degré 3
(a) Montrer que tout polynéme a coefficients réels et de degré 3 admet au moins une racine
réelle notée a ici.
(b) Montrer alors que ce polynéme admet deux autres racines (complexes), notée b et ¢ (non
nécessairement différentes) avec 'une des deux situations suivantes :
— ou bien b,c € R B
— ou bien b, ¢ ¢ R et alors ¢ = b (conjugué de b)
Qu’est-ce qui permet de faire simplement la différence entre les deux cas?
2. Discriminant d’un polynome de degré 3.
A toute fonction polynomiale ¢ (lu < phi >) de degré 3 et de racines a,b et ¢, on associe le
nombre A(p) = [(a — b)(b — ¢)(c — a)]?, appelé discriminant de ¢.
Pour la suite du probleme, on considere la fonction polynomiale f : x +— 2% 4+ px + ¢.
(a) Montrer que A(f) = —f'(a)f'(b)f'(c) et en déduire la valeur de A(f) en fonction de p et q.
(b) Lorsque p et g sont réels, donner une condition nécessaire et suffisante pour que les racines
de f soient réelles.
(c) Soit g : 2 +— 2% + ux® + v +w avec u,v,w € R et de racines a, b et ¢ distinctes ou non (non
nécessairement réelles).
On considere g : x +— g (x — %)
En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que les racines de g soient réelles.

Probleme 2

Soit n € N*.

On considere deux suites finies de réels positifs : ay,as,...,a, et by, b, by,.

On suppose que ces suites sont ordonnées : a1 < as < a3 -+ < Gp_1 < Gp €6 by < by < bz <bp_1 <
by,

On considére une permutation de (b;), que ’on note (¢;).
Autrement écrit ; & tout i de [1,n], correspond un unique j de [1,n] tel que b; = ¢;
Avec les (¢;), nous avons perdu 'ordre de (b;).

n

Par la suite, on consideére : S, = Z a;c; = ai1c1 + ascy + - -+ + ancy
i=1

1. Combien existe-t-il de telles suites (¢;) possible ?

2. On suppose que 7 et j sont tels que b, = c; et b; = c,.
Quel est le signe de ajc; + ancp — anby — ajb; ?

3. On consideére la permutation (c}) obtenue a partir de (b;) par : ¥V h ¢ {j,n}, ¢j, = cp, ¢; = b; et
e, =by.
(I s’agit bien d’une permutation, car comme h # n, ¢, # ¢, = b;. On peut prendre c;- =b;).

n n
Montrer que E apcr < E akc,
k=1 k=1



4. (*) Démontrer alors, par récurrence sur n > 2, le résultat suivant :
pout toute permutation (¢;) de (b;), on a

n n n
Zazbn,lﬂ < Zaici < Zalbz
=1 =1 =1
—_— —\ Y=

=S_, =S, =Sp

5. Application 1.
On considere z1,...x, € Ry.

En notant m = /z1x5 ... T, puis A; = HL27E
(a;) = (Ay) ordonnée par ordre croissant et enfin (b;) tel que b; = -,
montrer I'inégalité arithmético-géométrique :
Ti+ X2+ -+ Ty
n

our tout z1, T, ... 1, T1 X Tg X -+ X Ty <
tout x1, xa, e R} Va1 X 29 X X <

6. Application 2.
Démontrer I'inégalité de Tchebychev :

by 4+ ---a.b by 4+ bo+---+b
V (a;), (b;) € (R%)™ croissantes : @01t anOn <& topt Ay ittt d e
n n n

7. Application 3.
Démontrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(a1by + -+ anbn)® < (af + a3+ +a2) x (b3 + b3+ ---+b2)



