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Devoir surveillé n°3
CORRECTION

Exercice : EDL d’ordre 2 a coefficients non constants

On considere dans ce probleme 1’équation différentielle d’ordre 2, a coefficient non constants, de la

variable x définie sur RY :
22y +3zy +y =0 (E)

1. On note, pour tout a € R, fo : R} = R, x> 2%
fo est de classe C? sur R% et V o > 0, f/(z) = az® ' et fI(z) = a(a— 1)z 2.

fa solution de (E) <=V z > 0,a(a — 1)z* +3az* +2° =0 < (a* +2a+1) = (a+1)* =0

/2,5
‘fa est solution de (E) si et seulement si v = —1. ‘
2. Soit g : R} — R. On note hy : R} — R, xH@
(a) La fonction  — L est 2 fois dérivable sur R,
Donc par produit : /2
’ g est deux fois-dérivable sur RY si et seulement hy I'est également. ‘
(b) On suppose que ces deux fonctions sont de classe C2.
(ce sera nécessaire pour que 'une ou l'autre solution d’une équation différentielle d’ordre 2).
Dans ce cas, pour tout x > 0, hy(z) = zg(z), donc hj(x) = zg'(z) + g(v) et hj(z) =
zg" (x) + 29’ (z).
Ainsi pour tout x > 0, 2%¢"(x) = zh))(x) — 2xg'(x)
g solution de (E) <=V x>0, 22¢"(z) + 3z¢'(z) + g(z) =0
=V >0,,zhj(r) - 2zg'(z) + 3zg'(z) + g(z) =0
Vx>0, zhy(x)+xg'(v) + g(x) = zhi(x) + hj(x) =0
/2,5
g solution de (E) si et seulement hj solution de (E') : xy’ +y =0
(¢) C’est une équation homogene d’ordre 1 /2
St = {z > Ae" 7 = 2\ e R)
(5) =
(d) On integre les solutions précédentes, on trouve alors
INpeR|[Vz>0, hy(x)=An(z) + p
Et comme, pour tout = > 0 g(z) = Lhy(z) /2
Al
g est solution de (FE) si et seulement si il existe A\, p € R tels que g : © +— prAme
x
22y + 32y +y = 0
3. Soit g une solution de probleme de CAUCHY y(1) =
v = u
Al
Alors comme ¢ est solution de (E), il existe A et p € R tel que g : z — nrt K’
x
Puis g(1) = p = o
et pour tout z > 0, ¢'(z) = #, donc ¢'(1) = XA — p = y}.
On trouve donc =y et A=y| +y1 /3
22y +3xy' +y = 0 /
1
Y (y1,9}) € R?, le probleme y(1) = w1 admet une unique solution : x yit W ty)ne
1) - :

vh




Probleme. Fractions continues

A. Deux suites définies par récurrence

1. Etude des suites (p,,) et (g,).
(a) Cest direct :

po=ap p1=agar+1 p2=agaiaz +az+ag
=1 qg=a p=aa+l

(b) On sait que

1
ro(A) = a0+ —— =ag + az _ Gomaz + ag + az
Cll-i-(T2 ajas +1 aijas + 1
b2
— =T2 A
q2 )

(c) Posons pour tout n €N, P, : < ¢, = n >
— qo =1 > 0. Donc Py est vraie.
— q1 =a1qo + g-1 = a1qo = qo = 1, car a; € N*
Donc P; est vraie.
— @=aqatep=2l+1=2
— Soit n € N*. Supposons que P,, et P,,+1 sont vraies.

Gnt2 = ni2Gni1 +qn 2 Gni1t+qn 2 n+l4+n=2n+1n+2

an42€EN* Prn—Pnit1

carn>1,donc2n+1>2n+1+1=n+2.
Donc P, 42 est vraie.

VneN, g,=n

O Remarques !
En fait dans le pire des cas, ap, = 1, pour tout k € N et donc gn4+2 = qn+1 + qn-

n
1 5
Alors qn est la suite de FIBONACCI, on trouve plutot q, ~ \% +2\/ , ce qui diverge beaucoup
plus vite vers 4+o0o
(d) Soit, pour tout n € N, &, = Pp11¢n — Prdnt1-
Tn+1 = Pn4+29n+1 — Pn+19n+2 = (an+2pn+1 +pn)Qn+l — Pn+1 (an+2qn+1 + Qn>

= Pndn+1 — Pn+14n = —Tn

donc la suite (z,,) est géométrique de raison (—1). Son premier terme est g = p1go — pPoq1 =
(a0a1 + 1)]. — apgay] — 1.

‘Pour tout entier n € N, x,, = ppt1qn — Pndnt1 = (—1)™. ‘

(e) Soit 6 un diviseur commun de p,, et ¢,.
Alors il existe P et @) tels que p,, = 0P et q, = Q.
Ainsi pp410Q — ¢nt10P = §(pp+1Q — ¢nt1P) = (—1)™. Donc ¢ divise 1.
La seule possibilité : § € {—1,1},

la fraction % est irréductible.

O Remarques !
< On peut également invoquer le théoréme de BEZOUT, mais nous ne l’avons pas encore vu.

/1

/1

/1,5

/1

/1



2. Lien avec r,(A). On note, pour n € N,

1
R,:Ry =R, z+—ag+ 1
aj + — 1
a9 —+
. 1
-+ an+x
(a) Soit n € N.
C’est tout simple, si z1 = 0, on trouve 7, : R,,(0) = r,.
Puis, par définition en notant xo = % :
n+1+x
1 1
Rn+1(13) = Qg + 1 = Qg + 1 = Rn(fﬂg)
ai + N 1 ai + B 1
a as + —m—
S 1 2 1
. - 4 _
Ap, + Upi1+a (07 + T2
/1,5
Pour tout n € N, et pour tout € Ry, r, = R,(0) et Ryy1(z) = Ry, (an+11+:v)'
1T +
(b) Notons, pour tout n € N, Q,, : «V z >0, R, (x) = Pn1Z % Pn
1 gn—1T + dn
T+a 1T
— Ro(x)=ap+z= tdo _ P1TH o d’apres les calculs faits plus haut.
Oz +1  gaz+qo
Donc Qg est vraie.
— Soit n € N. On suppose que Q,, est vraie.
Soit x > 0, d’apres Q,, (avec x5 > 0 définit plus haut) :
To + Pro1i———+Dp + pn(a +x)
— n— n —
Rn+1(£€) _ Rn(fﬂQ) _ Pn—172 Pn _ an+11+:6 _ Pn—1 Pn\Qn+1
G124 @ Gn-ig g T 1+ dn(anp + 1)
_ Pn® + (an+1pn + pnfl) _ PnT +pn+1
dn + (an—i-l(Jn + dn—1 qn® + Qn+1
Donc 9,41 est vraie.
Ainsi, la récurrence est démontrée : /2
1T
VneN,Vaz>0, Rn(x):w
dn—1T + dn

O Remarques !
On peut voir les choses d’une autre fagon.
Lorsqu’on < remonte >la fraction qui définit Ry (), on trouve toujours des numérateurs et des dénominateurs

de la forme ax + f3.

Ar+ B
Donc nécessairement Ry (x) = i , ou A, B,C et D sont a trouver.
Cx+ D
. . B Pn
Mais par ailleurs, Rn(0) = D= rn = —, donc B=1pn, D=qn
dn
A e
Et Rn(00) = — =rp—1 = Pl ,donc A=pp_1 et C=qn_1.
C qn—1

Cela permet de < retrouver >la formule de récurrence, par un raisonnement a la physicienne

/1

(c) Donc, en prenant =0

Pour tout entier n € N, r,(A) = R, (0) = —.

On écrit par la suite r,, pour désigner r, (A)
3. Définition de A.

(a) Soit k € N,
P+l Pk _ P14k — Qe+1Pk _ (=1)*

qk+1 dk Qk9k+1 qk9k+1

Tk4+1 — Tk =



Puis :

(=D (=)* k( —1 1 >
Tht2 — Tk = (Tk+2 — Tht1) + (Fe+1 — Tk) = - = (-1 +
* ( * +) ( * ) qr+29k+1 qk+14k ( qr+29k+1 qk+19k
= (—qk T gk+42
qk+29k+194k *

Or gry2 = apr2qry1 + qr, donc qrio — qp = Aproqry1-
En simplifiant par gp41 :

/2
—1)k —1)ka
Pour tout k € N, 141 — 1 = (=1) et rgqo —rp = ()ﬂ
Qkqk+1 qk+24k
A la premiere lecture...
( Soyons bien attentif, il s’agit de suite extraites paires et impaires.
Ainsi, les termes de la suite (r2y,) sont exactement (ro,T2,74,76 ... ).
Ainsi le n°terme de cette suite est ro,. Et deux termes consécutifs sont ro, et To(nt1) = T2n42-
De méme, les termes de la suite (rop41) sont exactement (r1,73,75,77...).
Ainsi le n°terme de cette suite est rap4+1. Et deux termes consécutifs : ron41 et T2(n4+1)4+1 = T2n+3-
Soit n € N,
° cn:rgn:@e(@etdn:rgnﬂzwe
q2n q2n+1
-1 Zna
® Cpil — Cp =Topto —Top = M > 0, donc (¢,,) est croissante.
gon+292n
-1 2n+1a i )
® dpi1 —dp =Topts — ropy1 = (=1 2t 0, donc (d,,) est décroissante.
q2n+342n+1
(—1)%n 1 1
® dy —Cp =Tap1 —Top = = < — 0.
o " @ati@en Genti@a  (20)(2n+1) /2
‘Ainsi [¢n,dy] est une suite de segments emboités rationnels.
On note A, le nombre réel obtenu & partir de ces segments emboités : V n € N, ¢, < A< d,.
.o . N A
B. Bijection N x (N*)" - R, cQ, A— A
1. Etude de 2 : R — [0,1].
(a) Soit y € [0,1], alors |y] =0 et donc O(y) = y.
Donc, il existe z(= y) € R tel que y = 8(x). Donc 6 est surjective de R sur [0, 1[.
Pourtout z € R, 0(z+1)=(z+1)— |z +1] =(z+1) - (|z] +1) =2 — || = (z).
Or z + 1 # x. Donc 6 n’est pas injective. /1,5

‘ 6 est surjective de R sur [0, 1], mais 6 n’est pas injective. ‘

(b) Pour tout x € R, |z] € Z.

esizeQ,(z) =z — |z] €Q, car Q est un corps.
Donc (Q) € (QN[0,1]) (car 0 est a valeurs dans [0, 1]).

Comme pour la surjectivité de 0, si y € (QN[0,1[), alors y = 0(y) € 6(Q) car y € Q.
Ainsi (QN0,1]) C 6(Q).

Par double inclusion : (Q) = (Q N [0, 1]).

esix ¢ Q,alorssif(z) € Q, x = [z] +6(z) € Q, ce qui est faux. Donc 6(z) ¢ Q.
Donc 6(R\ Q) = ((R\ Q) N[0, 1]) (car 0 est a valeurs dans [0, 1]).
Comme plus haut, siy € (R\QN[0,1[), alors y = 0(y) € (R\ Q) car y € R\ Q.
Ainsi R\ QN[0,1]) C (R \ Q).

Par double inclusion : §(R\ Q) = (R\ Q) N[0, 1]). /2

10(Q) = (@N[0,1]) et H(R\ Q) = (R\Q)N[0,1])|




(c) Clairement : y = £ € Q" <= % =1eQ"
Donc si X € R\ Q (donc z # 0), alors + € R\ Q,
Donc si z € R\ Q d’apres (b) : X =6(z) € R\ Q et donc Q(z) = ?106) eR\Q. /1,5

‘R \ Q est stable par ‘

2. Etude d’un exemple.
(a) 2 < /5 < 3 (il suffit d’élever au carré pour vérifier).

s 1+V5

Donc 5 < 3 < 2, donc ag = L”T\/‘?)J =1.

Et donc 0(158) = 1556 _ ) = 14v6 _ 1 — 61

1 2 2(vb+1 5+1
Ainsi§1: = = (\/;+ ):f_’_ = /2
9(1+2\/5) Vb—1 V5 —1 2
2
apg=1let & = =x
0 & A1
(b) La suite (&,)men est donc constante de valeur égale a x.
Et donc (a,) est également constante, de valeur égale & 1. /1
(VneN, &=z a=1]|
3. Développement en fraction continue de x.
(a) Soit p,s € N,
Eprs = W (2) = (V0 OF)(2) = Q° (Q(2)) = Q°(&)
/1,5
‘Pour tout p,s €N, £y = Q°(&p). ‘
(b) = 0, donc ap = [&] = |z] € ZNR4 =N.
Soit n € N*, &,_1 € [0,1[N(R\ Q) C]0, 1[.
Donc 0 < &,-1 < 1 et donc {%1 > 1 et donc a,, = Lgn%lj > 1. /1,5
lao €N,V neN*, a, € N*,
On note alors A = (ag,ay,...a,...) comme en partie précédente.
(¢) On note pour tout n € N, y,, = M
qn—2 + gnanl
On va faire apparaitre
1 1 1
= Q = = =
T B T R
_ 1
Donc Sn =anp + Eoit”
Pn—2 + (an + ﬁ) Pn—-1
Yn = 1
qn—2 + (an + m) dn—1
_ (anpn—l +pn—2) +pn—1$
(anan + q1n72) + qnflﬁ
_ Pn +pn71£n+l _ Pn&nt1 + Pn—1 —y
= = = 1
Gn + Gn—1 €n1+1 nén+1 + qn—1 nr
ou pour finir, on a multiplié numérateur et dénominateur par &, 1.
Donc la suite y,, est constante et vaut
pa2+&p1  O+axxl
yo = = =T
qg—2 + &oq—1 14+2x0
/3

pn—2(A) + fnpn—l (A)

Pour tout entier n : x =
QH—Q(A) + SnQn—l(A)




O Remarques !

§ On notera en fait que © = Rp( )

En fait ici, on a x € R\ Q, on crée alors A(x) et on cherche a savoir si A(xz) = x. ..

_1
Ent1 o
(d) Soit n € N, (on continue de supprimer le lien avec A, encombrant dans les calculs) :

— Pn +€npn—1 _ & — gn(pn—NJn *ann—l)
dn + annq Adn dn (Qn + gnanl)

x —rp(4)

Puis, comme p,_1¢n — PnGn-1 = _(ann—l _pn—1Qn) = _(_1)n—1 = (_l)n’

_ (_1)n fn
v rn(A) B dn qn + gnanl

Or ¢, €N, &, €]0,1], donc & — 7, (A) est du signe de (—1)".
Ainsi ¢ — 79, (A) 2 0 et x — rop41(A) < 0. /2

‘V neN : rogp(A) <z < T2n+1(A)‘

(e) D’apres la premiere partie les segments [(r2,(A), r2,41(A)] sont emboités, donc ne définissent
qu'unique point (ici z et A).
Donc z = A.

Ainsi, tout élément z € Ry \ Q admet un antécédent A par F'. /1,5

. #\N
Fo Nx(N9)" — RJFZ\Q est surjective

A —

(f) D’apres la question 2.(b), on a /1,5

14+V5
=

F((1,1,1,...1,...)) =1+

1+ -+

4. Unicité d’écriture. Soit A une suite quelconque et z = A.
Pour ne pas confondre on va alors noter a,, = |§,(x)| défini & partir de z, dans un second
temps.
(a) Onavurg <z <ry. Orrg=agetr :aO—i—ai1 € lao, 1.
Donc nécessairement x € [ag, ag + 1[. Et comme ag € N : /1,5

‘Nécessairement 2] = ag = ap. ‘

(b) On démontre le résultat par récurrence (forte). On note Q,, : < a, = @, >
— Qg est vraie.
— Soit n € N. Supposons que pour tout k < n, Q est vraie.
On a alors pour tout k£ < n, ax = oy et les mémes coefficients pour pg, g et 7.
En reprenant les notations de la partie A

1 . pnfl% +Pn  Pn-1+Dnt

1
Ru() =g + _ Dot
t ai + ! n—-1% T qn Gn-1 + qnt

+ 1

1
an+%

1+
Onavuqueaczpnl—pngWZRn( L.

Qn—1 + Qn€n+1 Ent1

Alors que 7,41 = Ry ( ) et Ty = Rn(ﬁ)
’ An+2

R,, est une homographie, elle est localement monotone, donc comme z est comprise entre

An+1

Tn+1 €t royo,

nécessairement —1— est comprise entre L et —
£W,+1 Gnt1 an+1+an+2
1 1 1 < < 1
Donc e S oo San et donc ap41 < €pt1 < apg1 + P

An 42
an11 €st un nombre entier, a—lﬁ €]0, 1[, donc nécessairement : an+1 = |Ept1] = Q1.
n

Ainsi Q,, 11 est démontré.



/3

‘Ainsi, pour tout n € N, a,, = a,
/0,5

Cela signifie que pour tout z € R\ Q, il y a au plus un seul antécédent par F.

Ainsi, F est injective. En outre, F' étant surjective, F' est bijective‘

5. Soit m € N. Notons, pour simplifier y = £,,.
On note B, la suite obtenue pour y, comme on a obtenu A pour . On adoncy = B (et . = A)
Y

on a vu en question 2.a. que &nts = N°(&m) = Q°(y).

Pour tout s € N,
bs = [&:(¥)] = [ W)] = [Emts()] = amqs
/2

Donc B est la suite extraite de A, a partir du rang m.

Em = B avec B = (@m, Gmt1s---) = (@n)n>m

C. Une classe d’équivalence sur les fractions continues

Pour z,y € R, on dit que x est congruent a y et on note x = y,
b
avec ad — be € {—1,1}.

si il existe a, b, c,d € Z tel que x =
c

0
avec 1 x 1 —0x 0=0donc x = z.

1. e = est réflexive : pour tout z € R, z =
Oz +1

b
s avec ad — be € {—1,1},

e = est symétrique : supposons que z = y, donc x =
cy
—dx +b

On a alors cyx + dx = ay + b donc (cx — a)y = b — dz, donc y = p—

et (=d) x (—a) — (b x ¢) =ad —bc € {-1,1}.
Ainsi on a y = z.
e = est transitive : supposons que x = y et y = z.
b ‘240
oyt avec ad —bc € {—1,1} et y = % avec o’'d —b'c € {-1,1}.

cy +
a%Zt5 + b (ad +b)z+ (abl +bd')  Az+ B
On a alors © = — W = = .
cg,jid, +d (cd +dd)z+ (cb +dd') Cz+ D
et AD—BC = (aa’+bc')(cb’ +dd") — (ab' +bd') (ca’ +dc’) = aa’dd’ +bc’'eb’ —ab'dd’ —bd' ca’
/2

=ad(d'd = b))+ be(V/d —d'd) = (ad — be)(d'd — V') = +1

donc x =

’ = est une relation d’équivalence. ‘

2. Classe de 0
a><0+b_§€@. p

Soit 7 = 0. Donc il existe a, b, c et d € Z tels = =
(a) Soit r onc il existe a,b,c et d € Z tels que r cx01d_d

‘rﬁO:>r€(@‘

(b) Soit r = 23 € Q avec p et g irréductibles.
On admet qu’il existe u,v € Z tel que up + vqg = 1.
x 0
b Y P et vg — (—u)p = vg+up = 1.

/1,5

Onaalorsr=-=—+-—-—
qg (—u)x0+gq

’r est congruent 0. ‘
/0,5

(¢) On a montrer par double inclusion que

Sl
|
(]

3. Classe d’'un irrationnel.
On admet le résultat suivant :

P
C+RavecQ>S>OetPS—QR::t1

YT
A R P
alors il existe n € N tel que 5= Tn—1(y) et 0 =r,(y)




O Remarques !
P AQ=1. Sil’on cherche les couples (u,v) de BEZOUT tel que uP —vQ =1,
On trouve qu’il n’y a qu’un unique couple (u,v) tel que u < Q et v < P.
Or ce couple en question est un couple associée a la réduite précédente (algorithme d’Euclide).
Et ici, il s’agit bien d’un tel couple recherché car on sait que S < @, donc S = v = qn—1 et ensuite

nécessairement R = pp_1.

Soit z € R\ Q, il existe donc A € N x (N*)" tel que z = A

(a) On suppose le théoreme aquis.
Comme % est une fraction irréductible, on a R = ep,,—1 et S = eq,,—1 avec € € {—1,1}.
Et de méme P = €'p,, et Q = €'q, avec € € {—1,1}.
Enfin, comme PS — QR = +1 = p,¢n_1 — ¢npn—1, nécessairement ¢ = €.
e(pnC +pnfl) _ gn—1Y _pnfll Et de méme - y = pnfnJrl ""pnfl’
E(an =+ Qn—l) —qny +pn Qn§n+1 + qn—-1
donc par injectivité de I’homographie

Et donc y =

‘Nécessairement ¢ =&nr1(y). ‘

(b) Soit m € N et &, = [am, Gmt1y--- Q... ]
Dn + EnDn—1

In + EnGn-1
et par ailleurs en A.1.(d) : pugn_1 — gupn_1 = (—1)" "t € {-1,1}

Azx

B
(¢) Supposons que y = x Pour fixer les choses, on note y = ﬁ avec AD — BC = +1.
x

Avec cette définition de (&), on a vu en B.3. que © =

‘Par simple transitivité : V. m € N, y = £,,. ‘

(d) On conserve les notations (py) et (g,,) définie & partir de x.
On sait que pour tout n € N, x est compris entre r,, et r,41 (d’aprés A.3.(b)),

(d’apres A.3.(a))

donc |x — rp| < |rpg1 — o] =
dndn+1
Enfin, comme (g,,) est croissante, ¢, +1¢, > ¢2 et donc

1
VmEN, |$77ﬂm|<7
dm
- - 1 . m
(e) Cela signifie, en multipliant par ¢, > 0 : [pn — 2gm| < —, soit py, — ¢, = — avec
m dm
[0 | < 1.
Donc pour tout m € N, il existe d,,, €] — 1, 1] tels que pp—1 = 21 + ——.
dm—1
m Cdm—l

C
(f) Donc Cprm—1+Dgm—1 = (Cx+D)Qm—1+q et Cppm—2+Dgpm—2 = (C$+D)QM—2+ )
m—1 m—
Con

gm—1
Puis (Cz + D) > 0 et ¢n—1 > ¢m—2, pOur tout entier m.

Or

— 0 car (gm-1) — 0.

’ Donc il existe m € N tel que Cp,—1 + D¢m1 > Copm—o + D@p—o > 0.

_Az+B et x = Pm—1&m & P2 il vient :
Cz + D Qm—lgm + qm—2 ’ .

(Apm—l + BQm—l)gm + (Apm—2 + BQm—2)

(Cpmfl + qufl)gm + (Cpm72 + qu72)

(g) Lorsqu’on applique la transitivité & y

D’apres la question précédente, il existe m tel que Cp,—1 + Dgm1 > Cpm—2 + D@2 > 0.
On peut alors appliquer le résultat admis,

pnfl(y)fm + pn72(y)
Gn—1(Y)ém + qn—2(y)

Donc il existe n € N tel que y =

/2

/1,5

/1

/1,5

/1

/2

/1,5



(h) On applique alors le résultat de la question (a) : &, (z) = &, (y).
Par unicité du développement en fraction continue de &,,(x) = &,(y),
on trouve que pour tout i = 0, amin(x) = bpyn(y).

Siz=y,etsix= A et y= §7 alors il existe m,n € N tel que (ap)h>m = (bn)r>n-

. Nombre quadratique.

On dit que z a un développement en fraction continue périodique s’il existe k € N* et m € N

tels que & = Em-

(a) Supposons qu’il existe (m, k) € N x N* tel que &tk = Em,

Soit s > m, alors (avec les notations du début de la partie B).

€s+k _ Qerk(l,) — Q5 ™Mo Qerk(SC) _ stm(gm_‘_k) _ stQO(x) — Es

‘Pour tout s > m, &1k = &s.

(b) On trouve par développement en fraction continue de &,, (avec la formule B3.(c)) :

~ pe—18k(Em) toe—2m)  Algym + B A& + B

&m

Em =

AL, +B
Cén+D

avec A,B,C,D € N*

On a donc C&2 + (D — A)¢,,, — B=0.
Donc &, est un irrationnel quadratique (C' # 0).

Par ailleurs, on sait que x =

a&m +0
cEm+d  —cr+a

de —b \* dx —b
C(-f) (D aydr=b
—cr+a —cxr+a
En mettant au méme dénominateur, on trouve que x est racine d’un polynome a coefficients
entiers, de degré 2 : (Cd? — Bc? + (D — A)ed)z? +--- = 0.

, donc &, =

m b dx —b

@&k () + @r—2(én)  Cényr+ D C&n+ D

ou A, B,C,D € N*| car il s’agit d’éléments de type py ou gy.

‘ Si z admet un développement en fraction continue périodique, x est quadratique. ‘

Réciproquement, supposons que x est un nombre quadratique.

On note [ag, a1 ...an,...], le développement en fraction continue de z. L’idée consiste a
montrer que chaque &, est un nombre irrationnel quadratique. Pour cela il faut leur associer

une polynome de degré 2 T,, a coeflicients entiers et donc &, est une racine.

Nous allons montrer que la suite (7;,) ne prend qu'un nombre fini de valeurs, donc qu’il

existe m,n tel que &, = &,,, a partir de cet instant la développement sera périodique.
On définit par récurrence, des polynémes T}, = o, X2 + Bp + Qp_1
— Tp est un polynome a coefficients entiers donc x = £ est une racine.

On peut écrire Ty = ap X2+ BoX + a_1 (ce qui définit par la méme occasion ag, By, a_1.

— Avec &, =a, + =—, on a
Ent1

2
Tn(gn) =0= a, <an + 1> + Bn (an +
€n+1

donc

£n+1

)+an—1—0

- Tn(an) 54_1 + 2T7/l(an)£n+l +a, = 0

Et donc, avee, a1 = Th(an) et Bny1 = Thh(an), on a Trp1(Ens1) = 0.
Ainsi, T,,41 est bien un polynéme & coefficients entiers (puisque T;, 1'est).
Miracle, il y a un invariant simple associé a la suite T;,, la suite des discriminant :

An—‘,—l = 572L+1 - 4anan+1 = (204nan + /Bn)z - 404”(0%(1% + Bnan + an—l)

Nous savons par ailleurs que pour tout n € N, a,, > 1, donc &, > 1 (il ne peut pas étre un

entier).

= 5727, - 40[»,10{”,1 = An
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Notons, pour tout n € N, &,, I'autre racine (avec &,) de T,.
Alors, on a

N 9 N
Tn+1(fn+1) =0= Tn(an)5n+1 + 2Tr/z(an)§n+1 + an

2
1 1
(79 (an+ ) +5n (an+>+an1:0
nt1 En+1

Or on reconnait T},(a, + =—), donc &, = a, + ——.
£n+1 En+1

Or si tous les &, sont positif, on aurait donc |&,| = a, et donc x = & et T = & aurait le
méme développement en fractions continues.

Cela signifierait que z = T, donc A = 0 et x sera rationnel, ce qui est faux.
Donc il existe ng € N, tel que |£,, | # an,, pour cela il faut que &,, < 0.

Donc

dans ce cas £,,4+1 = =———— < 0 et pour tout n > ng, &, <0
no a’ﬂo

oy —
Toujours : —~ L = & x &, < 0.
!

n
Donc 82 = A + a, @, 1, ne peut prendre qu'un nombre fini de grandeur entiéres.
Par conséquent, il existe my et ma > ng tel que B, = Bma, ¥my = Qmy €6 Emy = Emy,-
L’algorithme déterministe qui suit donne alors a,,, = m,, PUIS Gm,+1 = Amy+1 DUIS . ..
La réciproque est démontrée :

si x est irrationnel quadratique alors la fraction continue de x est périodique. ‘
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