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Devoir surveillé n°2

CORRECTION

Probleme. Série de Fourier. Noyau de Fejer

A. Convolution

On définit le produit de convolution * de deux fonctions f, g de Co, par :

27

YV f,g € Cor, f*g::cn—>i flx—1t)g(t)dt
271' 0

On considere deux fonctions f, g € Ca quelconques et fixés pour ’ensemble de ces questions.
1. 1 n’y a aucun probleme de définition, Dy, = R.
Puis, considérons x € R. Comme f € Co, :

2w 1 2

(Feaa+2m =5 [ fasom—ng0a= 5 [ j@— 00 = 1 g(a)

/1

‘ f * g est 27 périodiques. ‘

On admet que f x g € Cor

2. Soient f,g € Cor. Soit x € R. Notons d’abord que u — f(z — u)g(u) est 27 périodique, puisque
f et g le sont.
On a alors vu en cours que dans ce cas :

X+27 0+27
vV X eR, / fw)glx —uw)du = /o fw)g(x —u)du

X

La valeur de l'intégrale sur une période ne dépend pas du point de départ du calcul.

O Remarques !

On démontre cela par changement de variables. Soit F' 2mw-périodique et X € R.
Soit n = L%J, teen €Z et 2nm < X <2(n+ 1)m =2n7w + 27.
D’aprés la relation de CHASLES :

X427 2(n+1)m X+27 27 X—-2nm 27T
/ F(t)dt:/ F(t)dt +/ F(t)dt :/ F(t)dt+/ F(t)dt:/ F(t)dt
X 2 0

X N—— (n4+1)7 ~——— X —2nm 0
u=t—2nm u=t—2(n+1)m

Puis on fait le changement de variable linéaire u = = — t.
t — x —t est de classe C!, le changement de variable est licite. Notons que du = —dt : /2

1 27 1 x—2m

(fxg)(x) == flz —t)g(t)dt

o7 /. f(w)g(z —u)(—du)
1 [ 1

- flugta = w(-du) = 3= [ fulgle - wu

%z 27

L " g —w)f(u)du = (g # (@)

2 Jo

:% A

d’apres la remarque précédente.

Donc pour toute fonctions f,g € Cor, fxg=g* f. x est commutative‘

3. 1l s’agit simplement d’appliquer la linéarité de I'intégrale :
Pour tout x € R,

1 27 1 27 27

(f* (g +92))(@) =5 ; fla = 8)(g1(t) + g2(1))dt = o ; f(ﬂ:*t)gl(t)Jr% ; f(z = 1)g2(t))dt

= (fxg1)(@) + (f * g2)(x)



0,5
Donc pour f,g1,92 € Con, [ % (g1 + g2) = f x g1 + [ * g2. * est distributive par rapport & ’addition.

On admettra pour la suite que :
VmeN, VA, e, A €C, V¥ 91,02, - Gm € Cor, [ * (Z Ajgj) => N(f*g5).
j=1 ;

Cela se démontre par récurrence sans difficulté.
4. Soient k,l € Z,

1 2w . . 1 2 .
Ck(ez) _ 7zkt z@tdt / ez(ffk)tdt
0

2m 271'
M k)t W:ii(l—n:o sik#¢
_ ™ o 2l —k
1
2—/ 27T70):1 sik=10
/1,5
‘Ainsi, cr(ee) = Ok e. ‘
5. Soit k € Z. Pour tout z e R :
1o ik(z—t) ethe 27 —ikt ikz
(fxer)(@) = (ex* fllx) =5 | e f(t)dt = e f(t)dt = e ex(f)
™ Jo 2T 0
/1
\VEEZ, frex=cn(fex]
O Remarques !
{ On notera bien qu’on a ici l’égalité de deux fonctions (définies chacune sans argument x).
Et donc en particulier pour f = e, (avec le résultat de la question précédente) :
‘ek X €p = €p ke — ck(eg)ek = 5k,éek ‘
6. Soit ke ZetmeN, A\,...\, €C, g1,...9m € Caon,
- 1 o - —itk n 1 o —ikt
DNgi | =g [ | o Nete T de =D N (o [ gi(teMat
. 27T 0 . . 27T 0
j=1 j=1 j=1
par linéarité de I'intégrale (la somme est ici finie). /1

Z Aigi | = Z Ajer(g;)
j=1 j=1

Puis en multipliant par e,

VmEN,V)\l,...AmEC,Vgl,...ngCQﬂ— L Ck Z)\jgj ek:Z)\jck(gj)ek

O Remarques !
Autre méthode pour cette derniére somme.
On a alors, pour tout m € N,V A1,...Am € C, V g1,...9m € Cor,

m m m m
Ck (Z )\jg]') € = <Z Ajgj) * € = € * <Z /\ij) :Z)\j((ik *g]')
j=1 j=1 j=1

Jj=1

d’aprés le résultat admis aprés la question 3. Donc comme ey, * gj = gj * e, = ci(gj)er -

m m
Ck (Z /\j9j> ek = Ajerlgj)er
i=1 =1

m m
VmeN, VA ,..\n €C,Vg1,...9m €Con : ci (Z )\jgj) e = Z Xjck(gj)er



2

7. Soit P € P,.

n
Donc il existe a_,,a—n41,...00,01,...a, € C, tels que P = g aRek.
k=—n
Par linéarité admise plus haut :

P =[x ( 5 am) = Y a(fren)= Y arer(flex

k=—n k=—n k=—n

Donc f* P € P, /1
‘Pour tout P € P, f*xP, € Pn.‘

Par définition, D,, € P, comme P précédemment mais avec a;(D,,) = 1, pour tout i € [-n,n]. /0,5

n

Donc f x D, = Z ck(f)ek

k=—n
8. Soit P € P,.
n
Donc il existe a_n,a—n41,...00,01,...a, € C, tels que P = Z aRek.
k=—n
Alors, par linéarité (vue plus haut)
n n
Vie[-nnl, a(P)= > ajerle)) = > a;jdn; =ax
Jj=—n j=—n
Donc puisqu’ay, = cx(P), /1,5

VPEP, P= Y c(Pe

k=—n

B. Continuité et théoréme de Welerstrass

1. Soit f € Cop.
Ji0,2x] (fonction restreinte) est continue sur [0, 27], on applique le théoréeme de WEIERSTRASS :

il existe zg € [0, 27] tel que, pour ¢ € [0, 2x], |f(t)| = ’f‘[o,gﬂ] (t)‘ < ‘f‘[o’%] (xo)‘ = |f(x0)|.
Soit = € R, puis n, = L%J € Z alors, n, < 21 <ng+ 1.
™

On a alors 2n,7m < z < 2(n, + 1)7 et donc 0 < & — 2n,7 < 27.
Puis par 27 périodicité de f : f(z) = f(x — 2n,7). Ainsi comme z — 2n, 7 € [0, 27| :

@) = [f (& = 2n,m)| < |f(0)]

Ceci est vrai pour tout z € R /2,5

‘Il existe zg € [0,27] tel que : V z € R, |f(z)] < f(xo).‘

2. Pour tout ¢t € [0,27], [g(t)] < [|9]co-
Pour tout z € R et tout ¢ € [0,27], |f(x — )] < || f]loo-
On a donc :

voeR (/o) = | [ i oaal < oo [T - ol olar

1 o | flloo |9l oo 27
< — ollglleodt = ———————
g N o

/2,5

(117 glloe < I fllso llgllos ]




C. Noyau de Fejer

1. Soitn e N, k € Z,
D’apres la question A.6. (appliqué a deux reprises) :

1 n 1 n 1 n 7
K, = D;) = -
cr(Kn) = ck n+1z i n+1Zk( i) n+1z<ck d e >
Jj=0 Jj= Jj=0 r=—j
1 &L 1 &L
= | 2 o) | =gy 2 G
J=0 \r=-j J=0r=—j
J . .. .
_ oo |1 sike]-4,j] =kl <]j
Or Zﬁk,r =[ke[-j.]] = { 0 sinon :
r=—j
Donc si |k| > n, alors ¢, (K,) =0
- — |kl +1 k
et silk|<n:e(K,) =—— :%:1— |‘7
n+1 n+1 n+1
J=lkl|
kL si k] <n
VneNVkeZ, (K, = n+1 =
0 sinon
2. Pour tout j < n, la fonction D; € P; C P,.
n
Donc par stabilité algébrique (vectorielle), K,, = n%_l >.DjePp.
§=0
On peut donc appliquer le résultat de la derniere question de la partie A
v K, = K,))er = 1—
n €N, ch( )ek Z ( ] er
k=—n k=—n
3. Soit n € N, soit ¢t € R, en posant h =k +n
n n ) 2n 2n o
Dn(t) — Z elk‘t — e—int Z ez(k—l—n)t — g~int Z e’Lht — g~int Z (elt)
k=—n k=—n h=0 h=0

e Si e =1ie. t=0[2n], alors on trouve D, (t) = (2n + 1)(e™™)" = (2n + 1).
e Si e #£1, on a la somme de 2n + 1 termes d’une suite géométrique :

1 (eit)2n+l (e—int _ ei(n+l)t> eit/Q(e—i(n—&-%t) _ ei(n—i—%)t

/1,5

/1

—2isin((n + $)t)

D,(t) = e~ = - _

1 _ et €it/2(e=it/2 — ¢it/2) €it/2(e=it/2 — ¢it/2) —2isin(%)

sin ((2n +1)%)

Pour tout n € N, D,, = sin% si ¢ € R\2nZ
2n+1 site22nZ

O Remarques !
% Plus rapidement, on peut dire qu’il s’agit d’une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de

raison et et de premier terme e~ '™t. Cela marche trés bien !

4. On exploite la formule précédente. Soit n € N et ¢t € R.
e Si ¢t = 0[27], alors pour tout k < n, Di(t) = 2k 4+ 1 et donc

Kn(t) = — Z(%—H):ﬁ (k412 =k = ——[(n+22—0] = (n+1)

ntli= k=0 n+l

/2

/1



O Remarques !
Autre méthode :
n P n+1 1 n 9
Kn(t)=——> (2k+1)=——> k+ 1= X
1k:0 +1k:0 n+1k:0 n+1 2
/2

e Sit # 0[2], alors
1 - :
(2k+1)t/2
sin & Z tm (el )

Ko(t) = 1 z":sin((ZkJrl)%) B
n Con+l& sin £ ~ (n+1)sinf &~
it/2 n _ it)2 1 i)t
= Im - : tz(e”)’“ :Im( - 1 - it )
(n+1)sing & (n+1)sinf 1-e
it)2 i(n1)E/2( 0w (nFL)E
— Im e e ‘ (—2i) sin 52 _ 1 Im (7 +1/2)
(n+1)sin § ¢it/2(=2i) sin £ (n+1)sin? §
1 sin ((n + 1)1) 2
3 .
Ainsi pour tout n € N, K,, = ntl ( sin% ) sit e R\2nZ
n+1 site2nz

5. Soit n € N, par linéarité (et en exploitant la formule trouvée en question 2) :

27 1 n 21 ]
(Ot = — Y cx(Ky) / etktdt
0

L K,
2m Jo 21 =
Or, on a déja fait le calcul (question A.4.) :
1 2 -
= irt _ §
o o € 7,0
Donc /1,5
1 27 |0|
— K,t)dt =co(K,)=1— =1
2 0 ( ) CO( ) n 4+ 1

6. Soit «v €]0, 7|, alors pour tout ¢ € [a, 27 — «f, t # 0[27],
1 (sin (2n+1)}) ) ’

donc K,,(t) =
®) n+1 sin &
La fonction [a, 27 — a] — R, t + ——— est continue.
Sin 5
oo 1 1
Donc il existe zg € [, 27 — o] tel que V¢ € [, 27 — o], | =55 | < | =5
sin” 5 sin®
Ainsi, pour tout n € N, (par positivité de K,, et comme sin ((2n+1)%) <1): /1

2m—a 2T—« 2m

1 1 2
0 g/ Kn(t)dt:/ |Kn(8)]dt < — ldt = —— "
o o (n+1)sin” % Jo n+1sin”
Donc par théoreme d’encadrement : /1,5
2T—a
pour tout « €]0, 7], ngrfoo i K,(t)=0
7. On a vu que pour tout ¢ ¢ 277 :
- |k| 1 (sin((n+1)%)
K, (t) = 1— en(t) =
®) k_zn< n+1 (t) n+1 sin%
En particulier pourd=n+1&n=d—-1:
d—1 . t 2
k| (1= L[(n (43)
e ==
4§ d sin%

Koa(t)= > (1—d

k=—d+1



Puis en ¢, = 25T pour k € [1,n — 1] (donc ¢4 # [271]) : /1

a0\ 2 d—1 .

1 ((sm dkm )) B Z (1 _ ]> p2igkm/n
km -

d\ sin*t Pl d

On a alors en sommant pour kde lan—1:

— sin® (4&7) ! , = , 1
Z _ dz Z |]| 22Jk'7r/n _ Z Z |]| szkﬂ'/n /
k=1 Sll’l k=1j=—d+1 j=—d+1k=1
d—1 _
— Z ‘]‘ Z ( 21]7'(/”)
jm—d+1 k=1

Or si e297/™ 2 (), (n’oublions pas le premier terme!)

n-l . k — (627"77‘—/”)“ e?’b]ﬂ/n 2ijm

Z (egz]ﬂ—/n) _ eQijﬂ'/nl ’ _ ie =_1
2 1 _ e2ijn/n 1 — e2ijm/n

n—1
Et si e?97/" = 0[271] <= j/n = 0[1] <= n|j, alors Z ( 2”“/”) =n—1.
k=1
Orici j < [-d+1,d —1] et d < n, donc la seule possibilité d’avoir n|j est que j = 0.
Donc

. femr -1 d—1
n(k)) =(-1) Y@=l +n=1d=0+(-1 (@-li)

Jj=—d+1 j:o Jj=1

=(-1) Zr +(n—1)d+(-1) Z(r)

/2

D. Approximation de f € Cy, par la méthode de Fejer

Soient f et g des fonctions de Co.

1. Soient z € Ret n € N. )
s

1
On exploite le fait que o K, (t)dt = 1 et la relation de CHASLES :
T Jo

1 27 2T

3 | gm0 [ e -, wa

Fla) = (F * Ka)(a) = 5 |

/1,5

1

Fla) = (e Kow) = 5= | " (f@) - flo— ) Ka(dt = L [

or | @ = fa—0)Ka(b)at

En exploitant la méme propriété qu’en A.2., puisqu’on est en présence de fonction 2mw-périodique.
2. On fixe € > 0.

L’application f est continue sur [—m, 37| donc d’apres le théoréme d’HEINE :

il existe a > 0 tel que pour tout x1,x2 € [—7, 37 : |21 — 22| < &/ = |f(x1) — f(z2)] < e
Soit z € R et t € [—m, 7).

On note z; = x — 2n,7 avec n, = | 5= ] de sorte que n, € Z et x; € [0, 27].

On note x5 = & — 2n,7m —t = 1 — t de sorte que x5 € [—, 37].

Ainsi, 21 et x3 € [—m,37] et donc |z — 22| < a = |f(x1) — f(x2)] <e.
Or 1 — 3 = t et f(21) — F(22) = f( — 2nem) — f(z — 2ngm — 1) = f(z) — flz — 1)

par 27-périodicité de f.

On a donc en remplacant par leur valeur : /2,5

ilexiste « >0tel que Ve e RVt e [—m 7| : |t|<a=|f(z)— flx —1t)] ge.‘




3. Soient x € R et n € N. On applique la relation de CHASLES :

f(:v)—(f*Kn)(x)—;T(/_a(f(fc) fla = O)Kalt)tt+ [ (1) = flo = 0) K0
[ @ - s -0k dt)
@)= (K@ < g ([ 1) = s =0l [ |1 - 1o - D]t

+/: /() - [z —t)|Kn(t)dt)

car pour tout t € R, K, (t) > 0.
Puis, d’apres l'inégalité triangulaire et le théoreme de WEIERSTRASS

VeeRVieR [f(z)— flz—1) <[f(@)+[f(z =) <2[fl

On trouve alors :

)= (K@)l < 5 (a5l [ R [ @) = fla — (0t

en exploitant la parité de K,, et donc : K,(t)dt = / K,( /2

—T
Ensuite, pour tout ¢t € [—a, ], |z — (z — t)| = || < «, donc |f( ) flx—1)| <e
On trouve donc, pour tout z € R

@)= B < o (Ul [ Kalarse [ Koar)
< % <4||f|OO/WK (#)dt + e _:K (t)dt)
2

<= ||f\|oo/ Ko(t)dt + ¢

Ceci étant vrai pour tout x € R, cela est vrai en g tel que || f — f* Kplloo = |(f — f* Kpn)(20)] : /1,5

2 s
If = f# Knlloo < €+ ;nfnoo/ K, (t)dt

4. Soit f € Cor.
Soit € > 0.
f est continue donc uniformément continue. Il existe a > 0 tel que V z,y € R, |z — y| < a <=

[f(z) = fly) <e

On a alors wy(a) < e.
2 s

On a ensuite : pour tout n € N, ||f — f * K, ||co < €+ f||f|\oo/ K, (t)dt.
m (o3

2
Or (par produit) liIJIrl =/ lo / K, (t)dt (pour tout a, donc pour a = « en particulier).
n——+oo a

Ainsi, il existe N, . tel que pour tout n > N , 7Hf||oo/ K, ( 1,5

‘Donc pour tout e, il existe N(= Ny, ) tel que pour tout n > N, ||f — f * K, || < 2e. ‘

Cela signifie exactement que pour toute valeur qu’on imagine (méme infiniment petite) €, &
partir d’'un certain moment N, ||f — f x K, ||« est plus petit que cette valeur. /1

Cela veut exactement dire lim || f — f* K,||=0
n—oo

O Remarques !
Dans ce probléme, on a démontré le résultat de la convergence uniforme de la somme de CESARO de la série de
FOURIER de f wvers f.
A toute fonction f périodique, on associe une série trigonométrique (polyndme trigonométrique infini) de la forme

oo n 2
tS(f) = > cu(fe™ = lim (}:c“na“) WVREZmHﬁ:@L ﬂ)*wﬁ

k=—o00 k=—n 21 0

On aimerait pouvoir affirmer que f = S(f).
Nous en sommes pas loin sous bonnes conditions pour f (f continue) a tel point qu’en physique, c’est toujours



< vrai>. ..

En réalité, il faut des conditions plus fortes (il suffit que f soit de classe C* par morceauz) pour pouvoir af-
firmer que la série S(f) converge uniformément vers f. Dans cette situation, naturelle, on a fait comme calcul
5(f) = lim(f x Dn)

Si on fait le calcul différemment, avec la fonction K, toujours positif, on associe a f :

n [

t— T(f) :=limn — oco(F*K,) = lim ! ST (e oV k€ Z,c(f) = 2i /27r f®)e *tdt
T Jo

n— o0
n+1 r=0 \k=-—r

alors, on a démontré ici que T(f) converge uniformément vers f, si celle-ci est continue.



