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Devoir surveillé n°4

Durée de I'épreuve : 4 heures
La calculatrice est interdite

Le devoir est composé d’un exercice et d’un probleme.

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire (xx).

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

BON COURAGE

Exercice : Suite /6

On note I = [}, +oof et f:a — 3z + 4.
1. Etudier les variations de f. Montrer que f(I) C I.
On consideére la suite (u,,) définie par récurrence par ug € I et pour tout n € N, w11 = f(uy).

2. Montrer que si (u,) converge vers ¢, alors £ € {—1,4}.
3. Etudier les variations de (u,) (en fonction de ug < 4 ou ug > 4).

4. En déduire que (u,) converge. Quelle est sa limite ?

Probléeme. <« Theorema aureum > de Gauss

Notations :

e Dans ce probleme, la lettre p designera toujours un nombre premier impair. Alors que la lettre
m sera réservée pour un entier naturel strictement supérieur a 2 (sans autre condition).

e Soient a € Z.

On dit que a est un résidu quadratique modulo m s’il existe z € Z tel que x>

= a[m].

e Selon la notation Python, on notera a%m, le reste de la division euclidienne de a par m.

On admet que dans I’anneau %, les classes @ et a’ son égales si et seulement si a%m = a’%m.
Puis, nous prendrons le nombre r = a%m comme représentant principal de cette classe, classe

notée alors 7 (voire r directement & partir de la partie D).

Objectifs

Dans ce probléeme, on cherche les nombres entiers qui sont des carrés modulo un entier m ou p
(premier). On démontre pour terminer le <« théoréme d’or » de GAUSS, appelé aussi théoreme de
réciprocité quadratique qui fait le lien entre les questions : p est-il un carré modulo g et ¢ est-il un
carré modulo p?

Dans les difficiles préliminaires, on généralise sur le corps p%, le premier résultat vu en début d’année
sur la factorisation des polynomes. Dans la partie A, on se concentre sur un cas numérique particulier
p = 17. Les résultats numériques trouvés dans cette partie peut étre mobilisés par la suite. ..

Dans la partie B, on étudie des fonctions arithmétiques, pseudo-indicatrices, qui étudie si —1, 2 sont
des résidus quadratiques modulo p, ainsi qu’une application 6 particuliere. Les résultats de cette partie
sont exploitée en partie E (et D).

Dans la partie C, on met en place le symbole de LEGENDRE assez pratique pour répondre a nos ques-
tions. On démontre aussi un résultat important = est un carré modulo p si et seulement si ot = 1[p],
a l'aide du petit théoreme de FERMAT.

Dans la partie D, on démontre le théoreme de réciprocité quadratique pour des nombres premiers, que
l’on généralise dans la partie E avec le symbole de JACOBI.



Préliminaires /6

Soit p € Z, nombre premier.

n
1. Soit t, : x — Z arx®, polynomiale & coefficients entiers (V i € [0,7], a; € Z) de degré n.
k=0
On suppose qu'il existe o € Z tel que ¢, (a) = 0[p].
Montrer qu’il existe ¢,,_1, polynomiale & coefficients entiers et de degré au plus n — 1 telle que

Ve eZ, ty(z)=(x—a)t,_1(z)p

n
2. Soit t,, 1 x — Z apx”, une fonction polynome & coefficients entiers de degré n.
k=0
Montrer qu'il existe au plus n nombres distincts ayq, . .. «, de [0,p — 1] tels que :
pour tout k € N, ¢, (o) = 0[p]

On a donc démontré :

Si p est une fonction polynomiale de degré n dans un corps K (=R, C ou p%)

Alors p admet au plus n racines distinctes dans ce corps : a1, as...a, (r = n)
T

et il existe un polynoéme q a coefficients dans K tel que V z € K, p(x) = ¢g(z) x H(m —a;)
i=1

A.Casp=17 /7
1. Montrer que, pour tout a € Z, a®> = (17 — a)?[17].

2. Ecrire la table de tous les nombres a2, pour a de 1 & 16, modulo 17.
On attend, donc ici la liste (a® %17) 4c1,16]

3. Montrer alors qu’il existe exactement 8 résidus quadratiques modulo 17. Donner les racines de
chacun de ces nombres

4. Pour tout a € [1,16], que vaut a'® %177

5. Donner I’ensemble des nombres a tel que a® = 1[17].
Quelle relation entre cet ensemble, et ’ensemble des résidus quadratiques modulo 177

B. Applications pseudo-indicatrices /12
On considere de nouvelles applications définies sur Z ou Z? :
0 si2la 0 si2a 0  si2|aou2ld
€:a—> 1 sia=1[4] ,w:ar 1 sia=1[8loua=78 ,0:(a,a’)—~<{ —1 sia=3[4etad =3[4]
-1 sia=3[4] -1 sia=3[8] oua=5[g 1  sinon
1. Etude de € et w.
a— a?—
(a) Montrer que pour tout entier a impair, €(a) = (—1) T et w(a)=(-1)"= :
(b) En déduire que pour tout a,a’ € Z, e(aa’) = e(a)e(a’) et w(aa’) = w(a)w(a’)

2. Etude de la fonction 6.
(a) Calculer 0(1,3), 6(5,9), 6(1,2).
(b) Montrer que V a,d’ € Z, 6(a,a’) = 0(a’,a)

)
(c¢) Dans le cas ou a et @’ sont des entiers impairs, montrer que 6(a,a’) = (—1) (==t
)

(d) Montrer que pour tout a,b,a’ € Z : 6(ab,a’) = 6(a,a’) x 0(b,a’)



C. Symbole de Legendre /26

. N . . Y N *
On considere m, un nombre entier strictement supérieur a 2. On note (%) I’ensemble des nombres
inversibles de -Z.
mZ . re Ve 7172 . e . 7’ .
On rappelle la convention de 1’énoncé, ces éléments (qui sont des classes d’équivalence) sont notées 7
our e [0,m—1]

=~ L.
Z "ab = axb.

1. Montrer que pour tout a,b € =,

Z *
2. Montrer que 7 € (Z) si et seulement si 7 Am = 1.
m

*
3. Dans le cas ou m = p est un nombre premier, que pensez-vous de <Z> ?
D

Z *
Pour la suite de cette partie, on suppose que m = p est un nombre premier et on note F), = (Z) ,
b
qui est un groupe (associé a la multiplication x simplifiée en x).
4. Deux morphismes de groupes multiplicatifs
i /\
On note alors ¢, : F, = F,, &> 2 2 et 1, :F, = Fp, i+ 2?
Pour ces questions 4.(a) a 4.(f), on fera bien attention & différencier le nombre x
de sa classe &, < nombre > de F,.
Pour les questions suivantes, on pourra faire la confusion.
(a) A laide de 1., montrer que 1, est un morphisme de groupes multiplicatifs.
On admet que ¢, est également un morphisme de groupes multiplicatifs.
(b) En exploitant le (petit) théoreme de FERMAT montrer que 1, o ¢, = 1p,.
(o1 1p, : &+ 1)

.~
(c) Montrer que Ker ¢, = {1,p — 1}
(d) En déduire que Im ¢, C {1,p — 1}
(e) En exploitant les fonctions polynomiales ¢; : z — 2T — et ty 1z 2" +1 et le résultat
7z z e . . 3 /-/.\ Yo 7
démontré dans le préliminaire, montrer que Im ¢, = {1,p — 1} et plus précisément

PN p—1
o-1) ==
(f) Donner une condition nécessaire et suffisante sur p%4 pour que ¢,(—1) = 1.

5. Symbole de LEGENDRE.
On note pour tout a € Z (et p premier) :

card(gagl({i})) = Card(%:l(

a 0 sipla
(> = —1 sia n’est pas un résidu quadratique modulo p
p 1 sinon

) Montrer que si a = a'[p], alors (%) = (%)
) En exploitant la partie A, donner la liste des valeurs de (1%) pour a € [30,40].
(c) Montrer également que (%) = a3].

) Montrer que :

—~~
YacZ, (;) = pp(a%p)

. (e p=1 . —~
On complétera la définition de ¢, par : ¢,(0) =072z = 0. On rappelle que —1 =p — 1.
(e) En déduire la propriété de morphisme :

v a,a/ c 27 <aa/> — (a> (a/>
p P P
(f) Supposons que a A p = 1. Comment se simplifie (aza/> )

P
p—1 k

g) Montrer que () =0.

® > (!

k=1




D. Somme de Gauss et réciprocité quadratique

1. Somme de GAUSS.

/17

p

p—1
. k
On fixe un nombre premier p > 2 et considére & = e2™/P et 7 = E (> k.

k=0

p—1
(a) Calculer ka.

(b) Montrer que pour tout k € Ny, hy, : F, = F,, s — ks est bijectif.

p—1
En déduire que : 72 Z( )kaZ( )g“h: D)p

k=1

On fera le changement de variable : h — s donné par la relation h = ks.

(¢) Soit ¢ un nombre premier impair (différent de p).
Montrer que : V k € [1,q — 1], q| (Z) puis par récurrence sur s

S q S
Yai,...as €7, <Zak> EZai[q]
k=1 k=1

(d) Montrer que, pour ¢(# p) premier impair : (%) T4 = 7 [q] avec q.

(e) Montrer, par ailleurs, que 79! = (—1) (p=tla=t) (%) [q]

2. Réciprocité quadratique.

(a) Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs distincts. Montrer en exploitant 1.(d) et 1.(e) :

()= ma§) -3

Z
(b) Application : Est-ce que 17 est un carré de A ?

1. Symbole de JACOBI.

E. Symbole de Jacobi et réciprocité quadratique généralisée

/10

On note pour tout a € Z et n > 3 impair tels que n = HS 1 po" décomposition en facteurs premiers

den: . o
()-1G)

ol (pi) est le symbole de LEGENDRE
(a) Montrer que pour tout a,a’ € Z, m,m’ > 3, impairs tels que m A

/

(“)-()(5) = G-

(b) Calculer (1)

2. Loi de réciprocité.
Soient n, m € Z, impairs, positifs et premiers entre eux. Montrer que

m =1:

) Gw)

() =omm () = 0= ()

3. Lois complémentaires.
Montrer que pour tout n entier impair positif :

(‘nl> —e(n) = (“1)F et (i) =w(n) =



