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Devoir surveillé n°4

CORRECTION

Exercice : Suite /14

On note I = [}, 4oo[ et f: 2 3z +4
1. fest définiesur {z e R |3z +4> O} =1
Puis, comme t +— 3t + 4 et \/ sont croissantes, par composition

‘f est croissante sur I et f(I) =R, C I.

On consideére la suite (u,,) définie par récurrence par ug € I et pour tout n € N, u,41 =

2. Si (uy,) converge vers £, alors ¢ vérifie f(¢) = ¢ et donc 3¢ + 4 = (2.
Or le polynome se factorise : £2 — 30 —4 = (£ —4)({ + 1).

‘Si (up,) converge vers £, alors £ € {—1,4}. ‘

3. Puisque f est croissante sur I, la suite (u,,) est monotone.
Son sens de variation dépend des premieres valeurs.
Pour tout x € I, on a les équivalences suivantes.

f@)—z20<= fx) 2= V3z+4>=x

e Si z < 0, ce résultat est toujours vrai, car /3x +4 >0 > z.
e Siz > 0, on a encore les équivalences :

f@)—rx>20=3r+4>2’ <= (z-4)(z+1) <0<z < 4

Donc si ug > 4, alors f(ug) — up < 0, donc u; < ug.
puis par monotonie de (u,), (u,) est décroissante.

Donc si ug < 4, alors f(ug) —ug > 0, donc ug > ug.
puis par monotonie de (uy, ), (u,) est croissante.

‘ Si ug < 4, (uy) est croissante et si ug > 4, (up) est décroissante. ‘

4. Pour le second cas, (u,,) est également minorée par 0, donc elle converge et sa limite est positive.

11 ne peut s’agir que de 4.
4

Pour le premier cas, comme f est croissante sur [—4,4], f([—3.4]) = [f(5}), f(4)] =

[— §,4] est stable par f, donc pour tout n € N, u,, < 4.
Donc (u,,) est croissante majorée donc convergente. uy > 0, donc lim(u,)
Dans ce cas, (u,) converge également vers 4.

’ Dans tous les cas (quelle que soit la valeur de ug), (u,) converge vers 4. ‘

Probleme. Réciprocité quadratique

Préliminaires
Soit p € N, un nombre premier.

n
1. Soit t, : x — Z apx”, polynomiale & coefficients entiers de degré n.
k=0
On suppose qu'il existe a € Z tel que t,(a) = 0[p].
Pour tout x € Z :

n

tn(x)—tn(a) = Zak(xk—ak)+ao—a0 = Z ( x — a)ay Zxk 1=h h) = (z—a)

k=1 k=1

3
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Soit k € [1,n — 1]

k—1
Comme pour tout h € [0,k — 1], k — 1 —h < k — 1, alors deg <Z xklhah> <k-1

h=0
Donc degt,_1 < max{k— 1,k € [1,n]} <n-—1.
Enfin, comme t,(a) = 0[p|, on plonge la relation modulo p :

VaelZ, ty(x)=(x—a)t,—1(x)[p].

il existe t,_1, polynomiale a coefficients entiers et de degré au plus n — 1 telle que

n
2. Soit t,, 1 x — Z apx”, polynomiale & coefficients entiers de degré n.

k=0
On démontre par récurrence pour k < n :

Pr: < Siilexiste aj,ag,...a; distincts de [0,p — 1], tels que ¢, (ax) = 0[p)

alors, il existe ¢, polynomiale de degré au plus n — k telle que
E

Vzelt,(z)= H(x —a;) X th—i(z)[p] >

— Py est vraie. avec t,,_g = pp.

— P1 est vraie d’apres la question précédente (mais cela ne joue aucun role dans la démonstration

de la récurrence).
— Soit k < n. Supposons que Py, est vraie.

Supposons, qu’il existe k + 1 nombres (distincts) aq,...ag,ar1 de [0,p — 1] tels que :

tn(ax) = 0[p)].
On peut alors appliquer P pour les nombres aq, ... ag.
Donc il existe t,_j, polynomiale de degré au plus n — k, tel que

k
Vo€, ty(z) = H(:c —a;) X tp_r(z)[p].
=1 .
Puis t,,(ar+1) = 0[p], donc H(ak+1 — ;) X tp—g(ar+1) = 0[p]
i=1

Or p est premier donc divise I'un des termes.
Mais pour tout i € Ng, ag11 —ag € [-p+ 1,p — 1] \ {0} car ag41 # a;.
Donc t,—(ag+1) = 0[p].

Ainsi, d’apres q.1 (en adaptant n), il existe t,,_p_1 de degré inférieur & deg(t,—r — 1) tq

pour tout & € Z, t,—i(x) = (x — ak—1)tn—r—1(x)[p]
On ré-injecte dans la formule précédente, et on trouve que Py est vraie.
Supposons maintenant que t,, admette n racines distincts : a1, ...a, de [0,p — 1]
alors il existe un polynome ¢y de degré au plus 0 tel que
n

Va€Z,ty(z)=to(x) H(x —a;)[p]-

i=1

Comme ty est une constante, on a t,(z) = 0[p] si et seulement si 3 ¢ € N,, tel que p|x — a;.

Donc, si par ailleurs z € [0,p — 1], = € {a1,...an}.

‘tn ne peut admettre plus de racines que ay, . ..a, dans [0,p — 1] (modulo p) ‘
A. Cas m=17
1. Soit a € Z.

(17 —a)? =17 =2 x 17 x a + a® = a® + 17(17 + 2a)

‘Donc, en déduisant modulo 17, pour tout a € Z, a® = (17 — a)?[17]. ‘

2. La question précédente nous signale la symétrie dans le calcul de a?, modulo 17.

a 11213 4 5| 6 7 8
17 —a 16 | 15 | 14 13 12 | 11 10 9

Z=(17—a)2 | 1|49 16(=-1)|8 | 2 [15(=—2) | 13(= —4)

3. Un nombre est un résidu quadratique si et seulement si il est le carré d’'un nombre a; or on a

fait la liste de tous les carrés possibles.
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Il y a exactement 8 résidus quadratiques modulo 17 : 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16
et modulo 17 : v/1 € {1,16}, v2 € {6,11}, V4 € {2,15}, v/8 € {5,12},
V9 € {3,14}, V13 € {8,9}, V15 € {7,10} et V16 € {4,13}

4. C’est le petit théoreme de Fermat : a?~! = 1[p], avec p = 17, nombre premier

‘pour tout a € [1,16], a'®%17 = 1. ‘

5. On peut (re)faire un tableau, cette fois-ci on ne regarde que les nombres de 1 & 8 car comme

a2

= (17 — a)?[17], en élevant a la puissance 4 : a® = (17 — a)®[17].

all] 2] 3]4]5]6]7]S38
a1 4 |-7]-1]81]2]|-2]-4
aF 1] -1l -2 1 -4 414 ]-1
Bl1] 1 -1 1 |-1]-1]-1]1

{a €[1,16] | ® = 1]17]} = {1,2,4,8,9,13,15,16} = {a*[17],a € [1,16] }

B. Applications pseudo-indicatrices

1. Etude de € et w.

(a)

Supposons que a est impair, un et seul cas suivant se produit :

e ou bien a = 1[4], alors 4|a — 1, donc 251 est pair et donc (71)‘%1 =1=¢(a).

e ou bien a = 3[4]112110rs 4la — 3, donc 9452 = =L — ] est pair et 251 — 1 est impair
ainsi (—1)z = (—1) = ¢(a).

Puis, également, un et seul cas suivant se produit :

e ou bien a = 1[8], alors 8|a — 1 donc a2g1 = 2=L(a + 1) est un pair car a + 1 est pair.
—1

a2
et donc (=1)" & =1=w(a).
e ou bien a = 78], alors 8|a + 1 donc

=1 =w(a).
e ou bien a = 3[8], alors a = 8k + 3, donc a? — 1 = 8(8k? + 6k) +9 — 1 = 8(2(4k? + 3k) + 1)
2

a®—1

= 2t (a — 1) est un pair car a — 1 est pair.

et donc (—1)"3

donc a2g1 = 2(4k% + 3k) + 1 est un nombre impair et donc (—1)~ T =—1= w(a).
e ou bien a = 5[8], alors a = 8k+5, donc a?—1 = 8(8k?+10k)+25—1 = 8(2(4k?+5k+1)+1)
f a2
donc azgl = 2(4k? + 5k + 1) + 1 est un nombre impair et donc (—1)“F" = —1 = w(a).

a— a?—
Donc pour tout entier a impair, e(a) = (fl)T1 et wla) =(-1)"3 :

Si a ou d' est pair, alors €(a) =0 ou €(a’) = 0, d’ott €(a)e(a’) =0
Et par ailleurs, aa’ est alors pair donc e(aa’) = 0. Donc €(aa’) = €(a)e(a’)
On a de méme w(aad’) = 0 = w(a)w(a').
Si a et a’ sont impair, alors aa’ aussi :
g — et e(a)e(a’) = (=1)

clad’) = (—1)" = (-1)*3

ata’ —2 _ aa’—1 _ ata’ —aa’'—1 __ —(a—l)(“l_l)
Or = 5

agl (_1) a’;l _ (_1)a+t12/72

est un nombre pair (a et ¢’ impaires).

2 2 2
Donc “J”IT,Q et % ont méme parité et donc e(aa’) = e(a)e(a’)

2 2 N2 2 12 "2 2 2
De méme on étudie la parité de (&—=1+(@ 781)*((‘”) - _ a’ta *Saa) -1 _ —(a *15);(‘1 -1

Or 4]a2 — 1, car a = 2k + 1 est impair donc a2 — 1 = 4(k2 4 k). De méme 4]a’> — 1,
donc 16|(a? — 1)(a’* — 1).

2 2
Et donc % et frac((aa’)? — 1)8 ont méme parité : w(aa’) = w(a)w(a’)

‘Pour tout a,a’ € Z, e(aa’) = e(a)e(a’) et w(aa’) = w(a)w(a'). ‘

2. Etude de la fonction 6.
(a) Comme 2|2, 6(1,2) = 0.

Comme 1 = 1[4] et 3 n’est pas divisible par 2 : 6(1,3)

1.
Comme 5 = 1[4] et 9 n’est pas divisible par 2 : (5,9) = 1.

0(1,3)=1=10(5,9) 0(1,2) =0

(b) La définition de 6 est parfaitement symétrique en a et a'.

‘V a,a’ €7, 0(a,a") = G(a',a)‘
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(c) On suppose que a et a’ sont des entiers impairs.
Un et seul cas se produit :
e o = 3[4] et o’ = 3[4], alors il existe k, k" € Z tels que a = 4k + 3 et @’ = 4k’ + 3.
Donc (a_l)ia -0 = (4k_2)i4k =2) — (4kk' — 2K’ — 2k + 1), impair.
S S N g f(a,a’).

[4]. Par symétrie de 6(a,a’), il suffit d’étudier un cas, sans perte de

Dans ce cas : (—1)
ea=14oud =1

généralité.
On suppose donc que a = 4k 4 1, donc W = k(a’ — 1), pair car a est impair.
Dans ce cas : (—1)(%1)51& = —1= O(a,a’). /2
Dans le cas ol a et a’ sont des entiers impairs, 6(a,a’) = (—1) s

(d) Soient a,b,a’ € Z,
e Si a ou b est pair, ab I'est également et donc §(ab,a’) =0 = 0(a,a’) x 6(b,a’).
e Si a' est pair alors f(ab,a’) = 0= 0(a,a’)0(b,a’).
e Il reste le cas ou a,b et a’ sont impairs.
Comme précédemment, on étudie simplement la parité de

(ab—1)(a’=1) (a—1)(a"—=1) (b—-1)(a'—1) aba'—a —ab+1—-ad'+a+a —1-ba +b+a —1

4 4 4 4
aba’ —ab—aa' —ba' +a+b+a -1 (a—1)(b—1)(a’ —1)
4 B 4

Ora—1,b—1et a’ —1 sont divisibles par 2, donc (produit) 8|(a — 1)(b— 1)(a’ — 1).
(ab—1)(a’—1)  (a—1)(a'—1) (bfl)é(la'fl)

Ainsi ] est pair.
Donc 6(ab,a’) = 6(a,a’) x 6(b,a’) /2,5

‘Pour tout a,b,a’ € Z, 6(ab,a’) = 0(a,a’) x 6(b, a’).‘

C. Symbole de Legendre

1. Sia=ad[m] et b=0b[m].
alors m|(a—a’), m|(b—"b") Donc m divise ab—a't/ = ab—ab’+ab' —a'b’ = a(b—b")+b' (a—d’),
par stabilité de divisibilité sur les combinaisons linéaires.
Donc par indépendance du représentant, on peut affirmer : /1

z T
pour tout a,b € 2=, ab =axb.

2. On raisonne directement par équivalence :
. Z\" . Z o
re | — < 3dJse€ —Ftelquesr=rs=1 <= 3 s € Z tel que sr(=rs) = 1[m]
m m
—dsecZkecZtelsquesr=1+km <= 3dscZk €Ztelsquesr+k'm=1
<~ rAm=1

d’apres l'identité de BEzouT /2

Z *
T E () si et seulement si » A m = 1.
ma

3. Dans le cas ot m = p est premier, tout les nombres de 1 a p — 1 sont premiers avec p, /1

Z\" .. .
Donc (pZ) ={1,2,...p—1}

4. Deux morphismes de groupes multiplicatifs

(a) Pour tout ab € F,, (on fait la confusion entre a et a) :

. . 4 2 2‘ 2 .2 .2
Yp(ab) = (ab) x (ab) = (ab) = a’b® = a° x b =pyla)pp(d)
d’apres 1 commutativité dans Z d’apres 1

/2

‘wp est donc un morphisme de groupes




—1 .
(b) Soit & € Ty, Ypo () = ()P =aPt =1,
car d’apres le petit théoreme de Fermat, pour tout = tel que  Ap =1, on a 2P~ = 1[p].

(c) Soit & € Ker 1, i.e. 22 = 1[p].
Donc plz? — 1= (z —1)(z + 1).
Or p est un nombre premier donc p\aﬁ —louplz+1
Ainsi z = 1[p] ou z = —1[p|, i.e. x =p—1p ]
Réciproquement, si « = 1, alors ¢, (&) = 1 =12 =1etsiz=—pl, (i) = (-1)2 = 1.
Par double inclusion :

. ——
Ker ¢, = {1,p — 1}

(d) Soit & € Im ¢,,.
Donc il existe a € F,, tel que ¢,(a) = .
On a alors v,(2) = (¢ 0 @p)(a) = 1x,(a) = 1.
Ainsi, @ € Ker vp,.

N
Im ¢, C Ker ¢, = {1,p— 1}

N
(e) On sait que Im ¢, = {1, p — 1}
Donc Fy = {k € F) | p,(k) =1} U{k €F, | ¢p(k) = —1}. Cette réunion est disjointe.

En prenant les cardlnaux p—1=-card{k € F, | ¢,(k) = 1} +card{k € F, | ¢, (k) = —1}.

Puis le polynéme ¢; : z +— 2% — 1 admet au plus Tl racines distinctes dans [1,p — 1]
(0 n’est pas racine).

Orhe{kelF, | py,(k) =1} < t1(h) = 0. Donc card(@;l({i})) < E

P

De méme, le polynome t; : z — 2% 41 admet au plus %1 racines distinctes dans [1,p—1]

(0 n’est pas racine).

he{keF, | oplk) = —1=p—1[p]} < ta2(h) =0 : card (5 ({(p 1)) < L.

Pour que la somme card{k € F, | p,(k) = 1} + card{k € F,, | ¢p(k) = —1} donne p — 1,

il faut et il suffit que

card (g1 ({i})) = card (5 ({p = 1)) = 2=+

(£) ¢p(-1) =1 <= (-1)"7 =1[p].
Si p = 1[4], alors 252 est un nombre pair et (—1)“z En 1 donc (—-1)*z = 1[p].

Si p = 3[4], alors 252 est un nombre impair et (—1)*z = —1, donc (—1)*z

[ ep(—1) =1 = p=1[4]]

5. Symbole de LEGENDRE.
(a) Supposons que a = a’[p).
e Si pla alors pla’ et donc (%) = (%) =0
e Si (%) =1,alorsaAp=1et donca Ap=1.
Et il existe b € Z tel que a = b*[p] et donc a’ = b?[p] et donc (%) =1= (%)
e Si (%) =—1,alorsa Ap=1et donca Ap=1.
:)

Et V b € Z tel que a # b%[p] et donc a’ # b*[p] et donc (%) =-1= (

Si a = d'[p], alors (%) = (%)

(b) Les résidu quadratique modulo 17 sont 1,2,4,8,9,13,15,16 et leur congruence modulo 17.
Or 30 = 13[17], 32 = 15[17], 33 = 16[17], 35 = 1[17], 36 = 2[17], 38 = 4[17].
On a donc la liste suivante :
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30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
(£)]1 -1 1. 1 0 1 1 -1 1 -1 —1

Rle| =

(c¢) Il suffit de se concentrer sur les nombres de {0, 1,2}, on exploitera ensuite la congruence.

e si a=0[3], alors (%) =0=a[3]

e sia=1[3], alors a = 12, donc (%) = 1= a[3]
e si a = 2[3], alors comme 12 = 22 = 1[3], 2 n’est pas un résidu quadratique,
donc (4) =-1=2=aq[3] /1,5

Pour tout a € Z, (%) = af3].

(d) Soit a € Z, on sait d’apres la question 5.(a) que (%) = (“%p).

e Si pla, alors a%p = 0 et donc (%) =0 = g,(a%p).
e SipAa=1,alors a%p € N,_;.
Si a est un résidu quadratique, il existe b € N, tel que a = b2, donc x
( — b)(x + b) modulo p (cf. préliminaires).
Ainsi, a admet exactement deux racines carrées modulo p.
Par conséquent, il y a deux options :
— ou bien z?
— ou bien z?

2 _ g se factorise en

— a admet deux racines I'une entre 1 et % et autre entre 2L et p — 1,

2
— a n’admet aucune racine. )
p—

card{(x?)%p; x € Z} = card{(x?)%p, = € [1, p%l}]} =5

Par ailleurs,
si a est un résidu quadratique, alors il existe b € Z tel que a%p = b*[p] et donc ¢, (a%p) =
ep(¥p(b)) =1
ainsi a € Ker ¢, = {z € F,, | pp(z) =1}.
On a donc linclusion : {(z?)%p;z € Z} C Ker ).

p—1 1

Or on a démontré que card{(z?)%p;r € Z} = et en 4.(e) : cardp, ' ({1}) = p%

Ainsi, on exactement ’égalité des ensembles (inclusion + égalité des cardinaux) :
{(@*)%p;z € Z} = ¢, ({1})
Et par passage au complémentaire :
@51({—1}) = {a € F,, a non résidu quadratique}
/3

YacZ, (Z) = pp(a%p)

e) On exploite le fait que ¢, est un morphisme de groupe (pour a et a’ non divisible par p).
P

a a
Si p divise a ou a’, donc 1'un des termes est nul : () <>
p p

aa’
alors que p divise aa’ donc <) =0
p
Si p ne divise ni a ni a’ :

aa’ a

(> = ¢p((aa)% p) = @y ((a% p) x (a'% p)) = @p(a% p) oy (a'% p) = <p) <p>

p
aa’ a a'
p p p
(f) Supposons que a A p = 1. On applique la propriété précédente, et comme a? est un carré : /1
-0
p p p p
p—1

6. D’apres 4.(e), il y a autant de racines quadratiques que de non racines quadratiques : 5=, /2

/1,5

p—1
-1 -1
<k):p ><1—|—p x(=1)=0
—\p 2 2




D. Somme de Gauss et réciprocité quadratique
1. Somme de GAUSS.

p—1
. k
On fixe un nombre premier p > 2 et considére & = e2™/P et 7 = E (> k.

p
k=0
(a) Il s’agit d’une somme de p termes consécutifs d’une suite géométrique de raison £ # 1. /1,5
_ p 1— 621'71'
Z ¢ = =1-¢ 0
k=0

(b) On note hy, : s — ks.
Comme p est premier, k est inversible modulo p (dans F)).
On note k' tel que kk' = 1[p] (BEzouT).
On a alors hy o hy/(s) = kk's = s = k'ks = hgr o hi(s). /1,5

’ Donc hy, est bijective. ‘

Puis, les sommes peuvent commencer a 1 car (%) =0

p—1 k p—1 h p—1p—1
~EQ)eEC)-EE )
k=1 p h=1 p k=1h=1

Puis on fait le changement de variable : h = hi(s) = ks avec hy, bijective (de la variable h &
la variable s) : /1,5

p—1lp—1 p—1p—1
gk-i—ks ( )fk-i-ks
23 (%) 1

k=1s=1 s=1 k=

puisqu’on a vu que (%) = (%) Donc

k::l
- 1+s\F - 1+s\F (§1+S)p -1
Comme:sil—l—s;«éO,Z(g“) :Z(g“) _1251“771_1:_1.
k=1 k=0
p—1 p—1
etSll—l—S—O,Z 1+€ Zl— — 1, On trouve donc :
k=1 k=1

72—<;><w>:z‘;<;>

1
Or, on a vu en fin de partie précédente que Z (S) =0, donc Z ( ) (p)’ /2,5

s=1

8= <;) p=ce(p)p

(¢) On considére ¢, un nombre premier impair et distinct de p.
Pour tout entier k € [1,¢g— 1], ({) =g¢x(g—1)(g—2)...(¢—k+ 1)kl € Z
Donc ¢ divise k! x (g)
Or pour tout i € [1,k], ¢ A ¢ = 1, donc d’apres le lemme de Gauss : /1

Vkellq-1], q<z>

On démontre alors le résultat demandé par récurrence :

q

s q s—1 q k/’ . .
a; | = a;+as | = ( )A al™"

=A



k
Or q|< >, donc en plongeant modulo ¢ :
q

s q
(Z a,;) = A%970 4+ A% = a? + A7 [q]
=0

Puis, on applique le résultat a I'ordre s — 1 pour calculer A9 : /2

(Se) ~Xatu

(d) Avec le résultat précédent, on trouve (modulo q) :

p—1 9 p-1 p—1 N
(B S e
-1

k=1 k=1 k p
Puis, comme ¢ est un nombre impair et que (%) =41,0n a (%)q = (%) /1,5
) -EQC)- )
p k=1 \P p s=1 \P

En exploitant toujours le changement de variable kK — s avec s = kq.

(e) Par ailleurs
g-1 (p—1)(g=1) g—1
4

= ()T = (o)) T = ()T

/1,5
= (e (B
q
2. Réciprocité quadratique.
(a) Comme 7 n’est pas nul, il est inversible dans F,, on a donc deux résultats concernant 797! :
(p=1)(g=1) !
p— qa—
e () () ()
q p p
-1

On a (%) = (%), car il s’agit d’un élément de {—1,1}.

Enfin, ces deux nombres congruents modulo ¢ sont deux nombres de {—1,1}, donc leur

équivalence modulo ¢ signifie leur égalité. /2

Pour p et ¢ deux nombres premiers impairs distincts, (p) = (_1)(17*1)(%1)/4 <q>
q p
(b) Tl s’agit de calculer le symbole de LEGENDRE (%) en exploitant la réciprocité quadratique :
17 41 7
SO —oqytexa0/a (E2) (L) g
(41) (=1) 17 17
car 41 = 7[17], et puisqu’on sait que 7 n’est pas un résidu quadratique modulo 17. /2

Z
17 n’est ¢ de —
7 n’est pas un carré de 11z




E. Symbole de Jacobi et réciprocité quadratique généralisée
1. Symbole de JACOBI.
(a) Soient a,a’ € Z, m,m’' > 3, impairs tels que mAm' = 1.
Supposons que m = li[ pit et m/ = H 2 B
Comme m A m/ =1_11, alors pour tout 1 €Nget jeN, p; # p;.
On a alors

() -T1(%) - T1(2) (%) - () ()

=1

par multiplicativité du symbole de LEGENDRE.

Puis :
s a; T Bi
(o) = |t | T T () - () ()
= - / /
o [T HP’BJ = NP S\ mesm
/3
aa’ a a a a a
W)@ e G -GG
m m m mm/ m/ \m/
(b) 51 =3x17:
14 14 14 -1 -3
— | = — | ==1x-1=1
51 17 3 17
/2
14
) =1
51
2. Loi de réciprocité.
Soient n,m € Z, impairs, positifs et premiers entre eux.
e si n Am # 1, alors il existe un facteur premier commun noté p a n et m.
vp(n)
Dans ce cas, dans la décomposition ][] (m) "7 se trouve un facteur nul.
pln, peEP
R vp (M)
De méme pour [] <ﬂ> .
plm, peP
Et donc (%) =0= (%)
e. Supposons que m = H pitetn=[] p;ﬂj avec mAn =1,
i=1 j=1
donc pour tout ¢ € Ny et j € N,. : p; # p;-.
(p; —1)(p;—1)
Par multiuplicativité, et comme (—1)— 1 = 0(pi, pj)
p o; B K] 1)(p 1 D; a; Bj iBj
i=1j=1 i=1j=1 p] i=1j5=1 J
s T @if; s
Di a;
-1 Hepl, A ( ) :Hepz,npfﬁf (™)
i= i=1 \j=1 DP; i=1
m m
- o (2) <o (2)
13 (i) x (™) = 60m,m) (=
Comme 6(m,n) = 0(m,n)~! : /3

—
33
~—
|
=
3
2
~
3
~—
|

(m=D(n-1) /N
)
m

3. Lois complémentaires.

Soit n un entier impair, on utilise les définitions et les propriétés multiplicatives de € et w :

()-11(5) =T = ({12 ) o

Jj=1 J=1



Et
2 r 9\ r
. By
(2)-1I <p) = 1lew) = {117
j=1 J 7j=1 j=1

Puis par expression analytique de € et w :

Pour tout n entier impair positif : (%1) =e(n)=(-1)"z et (

/2



