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Devoir a la maison n°5
CORRECTION

Exercice 1 (n°296) - Fonctions a variations bornées
1. La, c¢’est libre (et non nécessairement facile & corriger. . .).

Si on prend f:[0,1] = R, z — sin(rz).
Comme f est croissante sur [0, 3] et décroissante sur [0, 1], & valeurs dans [0,1] :
en supposant que 3 € [z, Tp41]

n

S(f, (@0, -+ 2n)) Z ) = Flae—0)| =Y (flan) = flan-1)) + D (Flan—1) = fl@r) + [ f(@pr1) = f(z)]
k=1 k=1 k=p+1
= f(xp) — f(wo) + f(zpy1 — f(2n) + max(f(xp), f(Tps1)) — min(f(zp), f(Tps1))
= 2max(f(zp), f(zp+1)) — f(z0) — fl2n) <2-0

‘ Donc f est & variations bornées et comme 2 est un majorant : T (0,1) < 2. ‘

Mais par ailleurs, avec g = 0, 1 = % et zo = 1, on trouve exactement X(f, (0, ;, 1)) = 2.
Donner I’exemple d’une fonction f & variations bornées sur [0, 1].

T¢(0,1) =

2. Soient o < B < 7y € [a, b].
Soient xg, 1,... 2, € [@,7]. On suppose que zg,...2, € (o, (] et [Try1,...25] € [5,7]-
(si nécessaire, z,. = ().

Alors (f, (zo, ... 2, B)) < Tf(a, B) et Z(f, (B, x0,...2r)) < Ty(e, B) Puis

n

E(f, (zo, - Tr, By Trg1, . T :Z F@r-)| 4+ 1£(8) = f@n)| + [ f(@er) = B+ D |f (k= 2pa
k=1 k=r+2
E(f, (@0, .. 2, B) + B(f, (B 41, - 20)) < Tle, B) + T (B, )

Et:
E(f; (550’ ce s Ly Lt 1y - - xn)) = Z |f(zr) = flop—1)] + |f($r+1> — fz)| + Z |f(zp — 2p—1
k=1 k=r+2

Donc
S0 @os ey gy wn)) S (@epn) = f () |1 (B) = f (@) |=[f (2r0) = F(B) [+ T¢ (o, B)+T¢ (B, 7)
L’inégalité triangulaire donne :

|f(@ri1) = fl@n)| = [(f (@1 = F(B) + (f(B) = flae))| < [f(B) — f(@n)| + [f(@rs1) — f(B)]

Donc
Z(fa (-TOa e Ly Tpg1y - - xn)) g Tf(()é,ﬁ) + Tf(ﬁf}/)

Donc Ty (e, 8) + T¢(B,7y) est un majorant, il est plus grand que le plus petit des majorant :

Ty(o,y < Tpla, B) + Tr(B,7)

Maintenant, on fixe o, ...z, € [, (].
Pour tout z,41,...x, € [B,ql,

E(fa (1’0; .. ':E’l“)ﬁ)) + Z(fv (BaxTJrlv . xn)) = E(fa (an .. ~xrvﬂaxr+17 .. .’En)) < Tf(aa’Y)

Donc

S(f(@rsrs o)) = BB rgrs - 2n)) = | f(@r1) = F(B)] < Ty (o, 7)=E(f, (o, - - 20, B)) = | f (r42) — F(B)]
E(f(xr+17 s fEn)) < Tf(a7’7) - E(fa (SU(), e xrvﬂ))



Ainsi, on a un majorant de {3(f, (@ry1,...2n)) | Tri1,...2Zn € [B,7]}, il est plus grand que le
plus petit des majorants :

v Zoy.. Ty € [067,8], Tf(ﬁ”y) < Tf(Oé,’Y) - Z(f’ (an"'xTHB))

v To,...Tp € [Oé, /8]7 Z’(fa (.’L'(), .. ~:L.T7ﬁ)) < Tf(OQ/Y) - Tf(ﬁa’}/)
Vxo,...xr €[, B, B(f, (xos .- 2r)) < Ty, ) =T (B,7)—f(B)—f (@) < Ty (e, v)=T¢(B,7)
Donc, comme T (c, 3) est le plus petit des majorant : T¢(a, 8) < T¢(a,y) —T(B,7).
Ainsi :
Ty(e, B) + T (B,7) < T(a,7)
Par double inégalité :

Va<B<vyelatl, Tyap)+T;(F.7)=Tplan) : T est additive |

. Supposons que 1 < T3,
alors par additivité de Ty : Ty(a, x2) = Ty(a, x1)+Tj(z1, x2), i.e. T(xe) = T(z1)+ Ty (21, z2).
Or X est la somme de termes positifs, donc Ty (x1,z2) > 0, donc T'(z2) > T'(x1).
Ainsi T est croissante.

Avec les mémes notations,

(T = f)(@2) = (T = f)(21) = Ty(z1,22) = f(x2) + f(21)

Or (z1,22) € [21, 2], done B(f, (z1,22)) = [f(22) — f(z1)| < Ty(21, 22).
Alors f(x2) = f(x1) < [f(22) — f(21)] < Ty(21,22) et done (T' — f)(z2) — (T — f)(z1) = 0.
Ainsi T — f est également croissante.

‘T et T — f sont croissantes. ‘

. On applique la question précédente car f =T — (T — f), avec T et T — f croissante.

‘ Si f est a variations bornées, elle est la différence de deux fonctions croissantes. ‘

Il n’y a pas unicité. Si on ajoute une fonction croissante bornée a 7' et la méme & T — f, on
trouve un autre couple de solution.
A moins de changer la relation d’équivalence d’égalité, il n’y a pas unicité.
22 cos? (w%) six #0
0 siz=0

f est dérivable sur [—1,1] \ {0}, par produit et composition de fonctions dérivables.

Et pour tout z # 0, f/(z) = 2z cos? 4+2=3 22 cos % x (—sin ) = 2z cos? T +4Z cos 5 sin 5.

/() ~ J(0)
z—0

. Onnote f:[-1,1] o R, z —

Alors que

x2

0‘ = |:ccos2 1 < |z, done f est dérivable en 0 avec f/(0) = 0.

O Remarques !
{ On remarque que f nest pas de classe C' car limg f' # £/(0) =0

Il reste & montrer que f n’est pas a variations bornées.
11 suffit pour cela de trouver (« comme par magie »), une famille de subdivisions non majorée.
Mais comment la trouver ?

Piste de recherche...
Comme f est paire, on va étudier ces questions que sur [0, 1].

Soit pour tout entier k, xj = % et yp, = ——
; vy

Alors pour tout z,z’ € [y, zk] avec x < a’,

[N

[ =

™
P> > —5 = = km

1
k4 —)r =
(k+ ) -

;m‘ 3

Ky
.”I,‘Z

[N

Yk
Puis, cos? est décroissante sur [kr, kw4 5] :

9 T

3 < cos?kr = ((—1)F)2 =1

1
0 = cos(k + = )m < cos? T < cos
2 x? x

Comme x — z2 est croissante sur R4 donc sur [yk, mk,] :
0< f(z) < f(a') < zf

Donc si z, 2" € [y, z], [f(2') — f(x)| < flzx) — flyr) = 7 = +.
De méme, on montre que pour vy < * < ' < yp_1 :

0< f(a') < fz) < 2}



Cela signifie que le choix de nombre x,x’ dans lintervalle [yi, x| (resp. [Tk, yr—1]) ne change rien aux
calculs (les valeurs absolues disparaissent, toutes dans le méme sens, et le nombre se télescopent).

1l reste au plus les valeurs en xy, et y,. On va donc se contenter de ces nombres !

. * _ 1 — 1
SthENetpourtoutkeN,a:k—\/getyk.f\/@.

Alors f(xy) = o7 cos?(km) = ¢ et f(yx) = yf cos?(kr + %) = 0.
On note également que pour tout k € N* x4 <yp <2 <--- <x3 =1

K—1 K-14 1
S(f, (T, Yk -1, TR -1, Y1,71)) = (1f(yn) = flan)| + [ f(@ner) — flyn)]) = E+h7+1
B«
= — — > In(K In(K+1) -1
h:1h+hzz:2h n(K)+In(K+1) =1 — 400

n
(On a exploité I'inégalité < bien connue > : Y ¢ > In(n+1)
k=1

‘ f est dérivable (mais pas de classe C', mais f n’est pas & variations bornées.




Exercice 2 (n°297) - Jauge et lemme de Cousin
Soit ¢ € [a,b] CR et a > 0.

1
1. Sit # ¢, alors §(t) = §|t—c| >0cart—c#0.
Sit=c,alors §(t) =a>0.
Donc pour tout ¢ € [a,b], 6(t) > 0,

‘(5 est une jauge de [a, b]. ‘

2. On peut supposer que D = (([zo, x1], t1), ([x1, 2], t2), ... ([Tn—1, Zn], tn)).
Comme c¢ € [a, b], il existe donc i € N,, tel que ¢ € [x;_1, ;]
t; est le point de marquage de cet intervalle.
Ou bien t; < ¢ < ;.
Alors e <oy <t + 2 =t 4 Lt, —¢f =t + Le—t;) = 3t; + e < 3e 1 Le
C’est absurde.
Oubient; >c> x;_1.
Alors e > oy >t — 24 =y, — tti—c =t —Lti—c)=3t;+ 3¢ > 3c+ L
C’est absurde.
Donc nécessairement t; = ¢

¢ est nécessairement un point de marquage de D.

A la premiére lecture...
On considére plusieurs points particuliers (ordonnés) : ¢1 < cg < -+ < Cp.-
On a vu que si ¢; € [xj_1,x;], alors aucun t ¢ {c1,c2,...cp} peut étre un point de marquage.

Donc pour que c; ne soit pas un point de marquage, il faut que t; soit un autre point de la forme cy,.
[

5 -

Réciproquement, faisons la synthése de ces idées, et regardons si cela marche.

Ce qui nécessite que |c; — ci| < @ =

On suppose que a < ¢; < ¢ < -+ < ¢ < b. On note a:min{y,i € Np_l}.

Pour faciliter la définition de J, on considere également pour tout ¢ € N,_;, d; = %, milieu

entre ¢; et ¢;41. Considérons :

d: [a,b] — R
«@ sidie N, tel quet =c;

Lo It—zc'il sidieN, tel quet € [d;,dit1]
el site [a,d; ] (si non vide)
‘t_gi%l sit € [dp—1,b] (sinon vide)

Comme pour tout i € Np_1, “+5= > 0 et que ensemble {%,z € Np_l} est fini : a > 0.

et pour tout ¢ ¢ {c1,...¢cp}, (t) > 0. Donc § est bien une jauge.
Ensuite, considérons une subdivision D = (([zo, z1], t1), ([x1, %2], 2), ... ([Tn-1,2n], tn)) &-fine.
Soit k € N,,. Comme ¢, € [a, ], il existe donc i € N,, tel que ¢ € [x;-1, z;].
t; est le point de marquage de cet intervalle.

Si ti ¢ {Cl, .. .Cp}.

t—c
Alors comme pour la question 2, on a une contradiction : |t — cg| < %
Donc il existe j € N, tel que ¢; = ¢;.
Alors |t; — ci| = |ej —cx| < 5(§j) =Z.

Si j # k, alors |¢; — cx| > min(cpy1 — ek, ek — ck—1) = . Donc § > o > 0. Impossible.
Par conséquent, t; = cg.

‘Avec 0 comme précédemment, toute les subdivision §-fine auront ci,...c, comme points de marquage.

O Remarques !
On dit qu’avec une telle fonction 8, on a fait un forgage de point de marquage.

Nous le ferons (une ou deuz fois) lorsque nous définirons lintégrale de KH passant par des points particu-

liers



