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Devoir a la maison n°6
CORRECTION

Exercice 1
On note f:x — V1 + 22

1. On note que pour tout z € R, 1+ 22 > 1> 0.
Donc f est définie sur R. Il s’agit de la composition de fonctions de classe C*°.

‘f est de classe C* sur R‘

On définit, par récurrence une suite de fonctions (P, )n>0 :
Py:xw1, VneN P,z (1+22)P,(z)+ (1—-2n)xP,(2)

2. On trouve (directement) :

VereR, P(z)==x, P(z)=(1+2%)—22=1 et Pg(a:):f?)x‘

3. On démontre ce résultat par récurrence.
Posons, pour tout n € N, H,, : < P,, est une fonction polynomiale de degré < n. >
— Avec les calculs précédents, on a Hg (mais aussi Hi, Ha et Hs)
— Soit n € N. Supposons que H,, est vraie.

Alors P! est une fonction polynomiale de degré < n — 1.
Par prodult = (1+2?)P.(z) et 2+ (1 —2n)x n( ) sont des fonctions polynomiales de
degré < n+1.

Par addition :  — P, t1(x) est une fonction polynomiale de degré < n + 1.
Donc H,,41 est vraie.
‘Pour tout n € N, P, est une fonction polynomiale de degré < n.

4. Posons, pour tout n € N, P,, : <« V2 € R, f(")(2) = P,(x) x (1 + xz)%_" >.
— fO = f et donc Py est vraie.
— Soit n € N, supposons que P,, est vraie.
Par dérivation d’un produit, pour tout z € R,

FO@) = Prl@) x (1+a2)h " + 20} = n)Pala) x (1+a2)h
= [(1+22)P,(z) + (1 - 2n)a P, (x)] (1 +22)3 =D

Or Poyi:x— (1+22)P.(z) + (1 — 2n)xP,(z) Donc fO+D) 2 P,y (z)(1 4 22)z (04D,
Ainsi P,, 41 est vraie.

VneNVazeR, fM(z)=P,(z)x (1+2?)>"

5. On note pour tout a € R, hy, :  +— (1 + 22)”. De la méme facon, on définit par récurrence la
suite de fonctions polynomiales (avec controle du degré) :

To:x—1, VneN Tz (1+22)T(x)+ (2a — 2n)aT, ()

On a alors

VneNVzeR, AM(z)="T,(z)x (1+z%)>™"

Exercice 2
Soit 'équation différentielle (E) xy’ + y = ch(x). Soit (H) Iéquation homogene associée.

1. En mettant (E) sous forme normalisée, on trouve

‘les domaines d’intégration de (£) sont R* et R*




A
2. On commence par résoudre (H) : yg :  — Aexp(—Inz) = —.
x
A
On peut appliquer la méthode de la variation de la constante. On considere y : x — ﬁ
T

y € Sp < N (2) = ch(z) <= A\(z) =sh(z) + K
ng{xHW;KER}

3. Soit f une solution de (H) sur R.

A
Alors f\Ri est une solution de (H) sur R*, donc il existe Ay € R tel que V x>0, f(z) = ot
x
A
Alors fig- est une solution de (H) sur R*, donc il existe A_ € R tel que V. >0, f(x) = —
- x
0 si >\+ =0
Puis f est continue (car dérivable) en 0, or lim f(z) =< +oo siAy >0 .
z—0t .
—00 siAp <0
La seule limite finie possible correspond donc a Ay = 0. Et de méme il faut que A_ = 0.
Réciproquement, la fonction nulle est bien solution de (H) sur R.
‘Il y a une et une seule solution de (H) sur R (entier) : x — O‘
4. Soit f une solution de (F) sur R.
. o sh(z) + A4
Alors f“R*+ est une solution de (E) sur R* , il existe Ay € Rtel que V z > 0, f(z) = ———.
x
h A
Alors fig- est une solution de (H) sur R* , il existe A\_ € R tel que V. > 0, f(x) = &
- x
0 si >\+ =0
Puis f est continue (car dérivable) en 0, or lim f(z) =< 4oo si A >0 .

+ :
v=0 —0o siAp <0

shx
Réciproquement, la fonction z — —— est définie sur R :

T
shxle*—1 lez-—1

elle est continue sur R* et en 0 : — % - _71 =1.
=2 =z ) 2 L x
elle est dérivable sur R* et (DL) en 0, flw)—1 _ sha 2_ o250
x T 6
. . shx
Il y a une et une seule solution de (E) sur R (entier) :  — —
x

Piste de recherche...

5. ( On a besoin de trouver ici une primitive de x — .
sh(2x)

" 1 " 1 1 1 1 1
/ sh(2x) dr = / 2sh(z)ch(x) dv = 2 / ch?(x) 8 th(zx) dv = 2 In(lth(@)) + K

On applique la méme méthode. Comme sh(2z) =0 < z = 0.
Soit f une solution de sh(2z)y’ — 2y = 0 sur R.
Alors f‘R: est une solution sur RY,
il existe p14 € R tel que flrs @z py exp(3 In(|th(z)])) = p4/th(z) (z > 0).
Alors fig~ est une solution sur R* |
il existe y— € R tel que fig+ : 2 — p_ exp(5 In(|th(z)])) = p—/—th(z) (z < 0).
Pour tout p, ces fonctions ont une limite nulle en 0. La continuité de f n’impose rien.
v/th(z) =0 1
L)O = m ~ — — 4o00. Donc f n’est pas dérivable en 0.
T —

Puis =
z—0+ x N

‘Il y a une et une seule solution de sh(2z)y’ — 2y = 0 sur R (entier) : z — 0‘

(b) On note z =y + y. Alors 2 est solution de sh(2x)2’ — 2z = 0 et z de classe C*.
D’apres la question précédente : z = 0.
Ainsi, y est solution de ¢y’ + y=0ie. v e R tel que y :  — ve .
Réciproquement, si g, : x — ve ",
alors sh(2x)g)/ (z)(sh(2z) — 2)g.,(z) — 2¢, = (sh(2z) —sh(2z) + 2 —2)e " = 0.

‘L’ensemble des solutions de sh(2z)y” + (sh(2z) — 2)y’ — 2y = 0 sur R (entier) est S = {z — ve *,v € R} ‘




