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Devoir a la maison n°6

CORRECTION
Exercice 1
— On pose u=x— 7,
. tanu + 1 1+ u + o(u?) 5 5 5
tane =tan(u+3) =g ~ tanu w=0 T —u+o(u?)) (Lt u+oluf)){l+u+ ™+ olu))
= 14 2u+ 2u? + o(u?)
u—0 5
exp(tan x) =, ¢ exp(2u + 2u? + o(u?)) = e(1 + 2u + 2u® + L= + o(u?))
u—r
= e(1+ 2u + 4u? + o(u?))
uU—r
sin2z  =sin(2u + %) = cos(2u) =, 1- 1u? + o(u?)
u—s
exp(sin(2z)) = e(1— 3u? + o(u?))

exp(tan x) — exp(sin(2z)) o 2eu + o(u)
In(tan(z)) = In(1 4+ 2u 4 o(u)) = 2u + o(u)

uU—r

i etanz _ esin(Q:E)
az:gnZ In(tan(z)) ¢

el

O Remarques !
<& Un DL a lVordre 1 aurait suffit

— Ona:

(Iﬁl o+ k >1/n ~exp (}Lln (x"i{ 1+ ’;))) — exp <lnx+}1iln(1+ i))

1 k=1
(3 .’;+o<;>>) 2 x exp(BEL + o(1))

n 1/n
<H($+k)> —x = ox(exp(Ztt+o(1)—-1) ~ Pald
k

=1

n 1/n
n
li [T+ —z| ==

k=1

— Soit f:arse VEUHL _ o VaTO-T
On commence par le cas a = 400, plus simple.

f(z) = exp <:c (1 + mlm)l/m) —exp (m (1 B x110>1/10>

Or au voisinage de 400 :

1 1/10) 11 9 1 57 1 1
e (1+ 25 = (144t -2 L BT Lo
( ( Ilo) x_>+oo ( 1 110 10 9 2(;0 20 r7 20(;0 30 1((1330))
— P S S - S S 9 i i
ogoo T T 1029 ~ 30020 T 30002 T © )
— x 119 1 4 57 1 1)) = 1t 1 9 1 57 1 1
f(z) wogoo © exp (1575 — 30219 + 2000220 T 0(535)) —exP (~ 1555 — 50551 — a0 72 + 0(52w)))
- e 11 _ 9 1 57__1 (11 9 132, 1/(1 133
wgoo © <1+( 625 — 3005 + z007%) T 5 (1575 — zez1) 5 (1535

1 + 1 1 9 1 + ( 1 >>
29 3000 227 1000 228 28




On note a > 1 et on considere x = a + h, avec h proche de 0.

0 10 10 hyloy _1_ 10 hylo_ _1_
fla+h) = e Vath) 41 _  Rf(atm)0—1 _ o YA+ o4 o Y/ 0+5)

Or en notant ay =1+ 710’

10
(1+8) +aw = (1+50) + Tht Zh2+ F0° + +o(h)
—
hj o+ (1 + a1+0ah + ajljzz h2 (11223 h? + O<h3))
Pt (1+Q)10+% _ al{yﬁ(l—k 10 j 4 45 p2y 120 33 4 (hs))l/lo
a a h—0 Oé+(l ara Oé+a
3
— 1 (10 45 p2 4 120 p3) _ 9 (10 45 12 57 10 3
W0 G VAt L+ 15 <O¢+ah+ aazh” + o amh ) 200 (a+ah+ aazh ) + 3000 (a+ah) +o(h ))
o O Vo 1+ a+ah + 2a2 s(ay —1)h% + a3 (2403 — 8lay + 57)h% + 0(h3))
10 hylog _1_
e VIH) o =, €V xexp <a31/1°h + gaf}w (ay —1)h*+ 3 29/30 —(8a% —2Tay +19)h% + (h3)>
o o Vot « (1 + (ai’rl/“’h + = 19/20 (ay —1)h%+ 3 29/30 = (8a% — 2Ty + 19)h3>
1 S| 8
+= 91/10h + % 19}20 (Oé+ - 1)h2 + = ﬁh + O(hs)
2 ay/ oy a 6 )
o 0 War (1 + 9/10h+ (2 ig/éoau +% f/“’) h2
3_1 9 , 24 9_ 1 11 3 3
+ <2a?3/30 (& +5)+ T e@;xse) h* + o(h ))
car ay — 1 = 5 et donc (24a+—8104++57) -3+ 25
De méme, en notant a_=1-— Wv
a10/(14+k)yro__1_ a 10/a— _

e ( a) 10 hioe 19/7 X <1+a91/10h+ (;)alg/éoall +%a181/10) h2

+ <:230291/30 (EH+2)+3 28/%0 TR 8 27/%0) h? + 0(h3)>

Et magnifiquement (en gardant les mémes conventions de notation) :

9/10 €

f(a+h) = [ea War _ ea IW] th |: 9/106“ Wa— _

h—0 ay
2 | awar [ 9 1 1_1 _ awa— [ =9 1 1_1
+h € (2 a19/20a11 + 2 airs/w) € ( 2 (1152/20&11 + 2 a18/10>:|

I
+h3 |e® IW(

al\D/T:|

1 24 9 1 1 1
29/30 (a12 + azz) + 28/30 all + 6a27/30>
+

3

2
alya_ [ 3 1 39 24 9 1 1 1 3
€ (2 20730 \ @12 + azz) T 2 F/30, 11 + 6@27/30)] +o(h )

Probleme

I. Sommes des puissances des racines
n
Soit @ un polynéme de degré n de C[X] : Q(X) = Zkak.

On note a1, -+, a; ses racines complexes, distinctes ou non et on a donc : Q(X) = b, | | (X — ).

-

=1

On note, pour tout k € N* : Za et Tp = n.

L’objectif est de calculer les termes de la suite (T))ren & partir des coefficients du polynéme Q.



1. C’est un résultat de cours, qui s’obtient par télescopage.
Soit m > 1, (en posant h =k + 1) :

m—1 m—1 m—1
o a) § akaflfk —_ § : ak:mek o § akJrleflfk
k=0 k=0 k=0
m—1

m—1
=X"+ Z apXmk — Z apX™h — ™
k=1

Pour tout a € C, et tout entier naturel m > 1, X™ —a™ = (X — a) (Z aka_l_k>.

2. Soit 7 € [1,n]. On note Q; le polynéme défini par :

e —bH - ay)

J#i

La formule de dérivation d’un produit donne :

Q =ty [[[X-a)]| =D
=1

i=1 \j#i
3. Comme Q(c;) = 0, on a bien Q;(X) = w.

Or, par linéarité (les termes en k = 0 s’annulent) :

n

Q(X) = Q(aw) = Y bs(X* —af) = D bs(X — o) (Za’“XS - )

s=1

d’apres la premiere réponse.
On trouve donc

0 = Q— Qo) _ S baakxeiok

X — (67
0<k<s<n

Puis en faisant le changement de variable r = s — k (k remplacé par r), on a
0<s—r<s<n<=se[ln),re[l,sj<1<r<s<n

Donc

Qi= Y by X! = zn: <zn: bsaf_’"> Xt

1<r<s<n r=1 \s=r

4. Donc on trouve :

Q= Zrb X1 ZQl _ Z (izﬂ:ba> 1

r=1 \i=1 s=r

L’écriture sur la base (1, X,... X" 1) est unique, donc

VreN,, rb = En: b, (i a;r) _ i: beTs_
S=r i=1 S=r

Reste a faire le changement de variable j = s —r :

n—r

Vre[ln], by =by Y beT;




O Remarques !
n

On notera que Ty = n est bien un prolongement en k = 0 de la formule T}, = Z ai‘
i=1

n n
car dans ce cas Ty = E ad = E 1l=mn

5. On a donc trouvé donc une relation de récurrence triangulaire entre les T}, :

rbr = (bTTO + br+1Tl +---+ bTLT’I’L—T)

1
Donc Tn—r = bf (Tbr — brTO - br+1T1 — = bn—lTn—r—l)-

n
En notant k, le nombre n —r :

Pour k € ﬂl,n — ].]], Tk = (Tbr - bTTO — br+1T1 — = br+k—1Tk—1)~

1
bu

6. Soit k > n

n
(a) On sait que pour tout ¢ € N,,, Q(c;) =0, donc Z bpal = 0.
h=0
On multiplie par af‘", puis on additionne pour ¢ de 1 a n :

0= Xn: (af_n Xn: bfﬂ?) = Z”: Xn:bhoziﬁ'h_” = Zn: b Tie—nth
h=0 h=0

i=1 h=0 =1

(b) Comme pour la question 5, on trouve

boTy—n+b01Tk—pi1+ -+ 0,Tk

k—1
_1 —1
Ty, = b (boTh—n + 01Tk —pt1 + - +bp1Th1) = — Z j—tn

n ’ﬂ

j=k—n

I1. Polynémes cyclotomiques

Pour tout n € N*, on dit qu'une racine n-ieme de I'unité z est primitive si 2¢ # 1, pour tout en-
tier d € [1,n —1].
On note P,, ’ensemble des racines primitives n-ieme de 'unité.
On a donc Py = {1}, Py = {—1} et P3 = {j,5°}.
On définit ®,, € C[X] par
o, = [[(x-2
Zepn
1. Les racines 4-iéme de 'unité sont 1, —1,4, —i. Seules les deux derniéres sont primitives.
Donc Py = {4, —i} et ainsi

By = (X - i)(X +i)= X2 +1

,O Remarques !
Onaaussi®r =X —1,Po=X+1etP3=(X— )X -5 =X2+X+1.
Ce sont des polynomes a coefficients dans {—1,0,1}. Est-ce vrai pour tout n € N* 2

2. On note U, = {e!*", k € [0,n — 1]}, Pensemble des racines n-itme de I'unité. On sait que

xr—1=J[ (X -2

z€eU,

On va montrer que U,, = UIF’d, réunion disjointe, ce qui permettra de conclure.
d|n

On notera pour la suite du devoir, pour tout entier d : wg = e

Notons d’abord les équivalences :

z est une racine primitive n-ieme (i.e z € Py)



— 3k e[0,d— 1] tel que z = ¢"*a (racine n-ieme) et V t € [1,d — 1], 2* # 1 (primitive).
— Jke0,d—1] tel que z = *F et V t € [1,d — 1], tk Z O[n].
Avec ces notations, on note 6 = kA d, puis d’' = % et k' = %. On a alors d'k = d'6k' = dk'.
Donc d|d'k et donc d'k = O[n].
On a donc I’équivalence

2€P; <= Jke]0,d—1] tel que kAd=1ect z = (wq)"

On a alors (réunion disjointe, nécessairement et toujours avec la méme notation) :

U, ={whikeln]} = J{whkeN, et kan=d} = J{whik €Ny et K'd=k,n'd=n,k' An' =1}
d|n dn
- U {wﬁi,k/€Nn/ et k//\n/:1}: U]Pn,

n’d=n n’|n

donc

X"—1= H(X—z)zH(H(X—z)) =[] 2«

z€U, dln \z€Pq d|n

Puis, comme card(P,,) = ¢(n) (nombre de nombres de 1 & n premiers avec n);
et que le degré du produit de polyndomes est la somme des degrés des polynomes :

n=deg(X" —1) = deg(®q) = » deg ( I x - z)> => (Z 1) = card(Pg) = Y _ o(d)
dln din

dln z€Py dln \z€Pqy d|n

3. (a) Soit p un nombre premier

Qe = {w;k;r € Nk et rapt =1} = {w;k;r €Ny et rAp=1} = {w;k;r € N,x\{p,2p, 3p, .. .pk_lp}}

On a alors
pk—l
k .
X' —1= ] x-2)= 11 (X —wp) | x e = [ [T(X =) | x @
z€U,k re{p,2p,...(p*~1)p} J=1

P 2pm\ - 27 _
Or Wy = exp (z—k> = exp (zpk—,l) = Wpk-1.

k—1 k—1

p p

H(X_wﬁ) :p-l:_[l <X_ (w;’k)j> - H (X_ ("JP’“*l)j> = H (X —z)=x"" -1

J=1

<
Il
-
I
m
S
ko
|
~

Par ailleurs, on a le telescopage :

(X(pfl)p’“_1 L x0T L xt 1)(ka_ —1) = xe-Dp M oyt g

On fait la division par xP 1= H (X — w‘;f,)-

k—1

D = XD -2 L T

(b) Comme 5 est un nombre premier, tous les nombres k € [1;4] sont premiers avec 5.
Donc @5 x (X —1) = X° — 1, donc

X° -1 2 3 4
&5 = =1+X+X"+X°+X
X -1
sz{wG,wg}.
Donc, comme o.)g’:(,Tg,:cos%”—isin%’r :%—i—z’@,

| @6 = (X — we)(X —wf) = X° — 2Re(we) + lwol* = X* — X +1




O Remarques !
On peut vérifier que

P1PoP3Ps = (X — DX+ D(X2+X+D)(X2-X+1)=X2-1)X*+X2+1)=x%-1

4. (a) Soit n e N, n > 2.
D’apres le lemme d’Euclide : kAn=(n—k)Ak,donc kAn=1<= (n—k)An=1.
k "k n—k
w, €EP) = wk =w, " P,
On peut donc séparer en deux les racines n-ieme primitive selon le signe de leur partie ima-
ginaire : Pourn > 1, ni 1, ni —1 ne sont racines n-iéme primitive!!
o, = ] x-a&x-z2= ] ((X*-Re(x)X+|[2?)
z€P,,Im(z)>0 z€P,,Im(z)>0

Or si 2 est une racine n-ieme, |2|2 = 1.
En prenant la valeur en 0

o,00= J[ 1=1

z€Py;Im(2)>0

(b) Notons, pour tout n € N, n > 2,

M, i (1) = { P s% n = p", avec p nombre premier S
1 sinon
— ®5(1) =1+ 1= 2. Donc Hs est vraie.
— Soit n € N, n > 2, on suppose que Hy, est vraie pour tout k € [2,n].
Sin+1=7pk,
avec la question 3.(a), on voit que ®,x(1) = (p — 1)1 +1 = p.
T
Supposons que n + 1 = pr‘l avec r = 2.
i=1
X" —1=(X-1)x 11 By | x ®ppr
kln+1,k¢{1,n+1}
Donc
X —1 K
11 Pp | X Pppr = =) X
kln+1,k¢{1,n+1} k=0

En regardant en 1 comme H,. est vraie,
et que pour beaucoup de diviseurs d de n + 1, ®4(1) =1 :

Byp1 (1) X (‘bpl(l)@p%(l) . ..cppfl(l)) X x (@ (1) By (1)) x T =n+1

By (1) X 2 X oo pP = By (1) % (n+1) = (n+1)

Donc ®,,41(1) = 1.
Ainsi, tous les cas sont vérifiées : H,, 1 est vraie.
La récurrence est démontrée :

T

p sin=p

, avec p nombre premier
1 sinon ’

Pour tout n > 2, ®,(1) = {

II1. Polyndmes de Z[X]| & racines de module 1

Soit P € Z[X], un polynéme unitaire de degré n > 1, irréductible dans Q[X] et dont tous les racines
complexes sont de module 1.

L’objectif est de montrer que toutes les racines de P sont alors des racines de I'unité. Soient z1, ...z,
les racines complexes de P comptées avec leurs multiplicités, de sorte que

n

P= H(X—zi)

i=1

Pour tout entier k, Sy = 2§ + 25 + ... + 2k,



On

. On démontre le résultat par récurrence forte sur k.

Notons, pour tout k € N, Py : <« S € Z >.
— So =n € N. Donc Py est vraie.
— Non nécessaire : S1 =21+ 20+ -+ 2, = —[P|pn_1 € Z.
Donc Py est vraie.
— Soit n € N. Supposons que pour tout k > n, S € Z.
En premiére partie on a vu que [P],S,+1 est une combinaison linéaire de la forme produit
de [P]i par S, (h <n+1).
Or [P)y € Z, car P € Z[X], S}, € Z, par hypothése de récurrence.
Donc [P],Sp+1 € Z. Et comme P est unitaire, [P],, = 1 et donc P,,41 est vérifiée.

’ Donc pour tout entier k € N, S;, € Z. ‘

Comme pour tout i € N, |z € 1, alors

n n
Skl <Y _lal* <D 1=n
i=1 i=1
Donc Sy, € [—n,n].
Ainsi, pour tout k € N,
(Sk, Sk+17 e Sk+n) S [[—TL, n]]"“

Or I'ensemble [—n,n]"*! est fini (il posséde au plus (2n + 1) nombres - n est fixé!).
Donc nécessairement, il existe k # £ € N tel que (Sk, Sk+1, .- Sk+n) = (Se, Se41, - - Setn)

‘Il existe deux entiers k et £ (0 < k < £) tels que Skt = Sp+; pour tout ¢ € {0,1,...n}. ‘

fixe k et £.
d
Soit F € C,[X], on peut supposer que F' = > a; X7 (avec d < n).
§=0
n d n ) n ) d
D FG)GE -2 =) <Z %t - szﬂ> = a;(Sesj = Spis) =0
i=1 =0 i=1 i=1 j=0

. On a déja fait cette premiere question d’un DS1 mais elle n’est pas facile.

On note pour «, I'une des racines z; de P,
Zo ={T € Q[X] | T(a) = 0}

T, est non vide, puis P € Z,. L’ensemble {deg P, P € Z,,, P # 0} est non vide.
On note r = min{deg P, P € Z,,} et T,. € Z,, tel que degT, =r.
On peut faire la division euclidienne de P par T,., dans le corps de base :

P=T.Q+R

Ainsi Q, R € Q[X] et R(a) = P(a) — Q(a)T(ax) = 0.
Donc R € Z,, et deg R < deg Q. La seule possibilité est R = 0, sinon on a une contradiction.
Donc T, divise P. Mais par hypothese, P est irréductible donc P = T;..
Puis
Si a est une racine double de P, alors « est aussi une racine de P’.
P’, comme P est un polynéme & coefficients entiers.
Donc P’ € Z,,, avec deg P’ < r. Impossible.

Ainsi toutes les racines de P sont distinctes (aucune n’est double) ‘

X — 2
On a donc en prenant F' = L; = I | % (polynome de degré n — 1, au plus) :
i Zj

J#i

n

0= D F()e = ) = (e = 2b) = G )

j=1

Or || =1, donc zF # 0, ainsi

zt7%F =1, pour tout i € {1,2,...n}.

?

‘Donc les racines de P sont toutes des racines ¢ — k-iéme de 'unité.




