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Devoir surveillé n°7

CORRECTION

I. Premiers résultats

0. On a donc v = u! = 0.

O Remarques !
§ Réciproquement, si u =0, alors u est nilpotent d’indice 0 (car u® = idg # 0).

Mais, compte-tenu de la question, il semble que cela ne soit pas demandé

Si u est un endomorphisme nilpotent d’indice 1, alors u =0

A. Réduction d’une matrice de M3(C) nilpotente d’indice 2
Dans toute cette sous-partie A, on suppose que n = 2.
Soit w un endomorphisme de E nilpotent d’indice p > 2.

1. Puisque u est nilpotent d’indice p, alors uP~1 # 0.

’ C’est-a-dire, exactement : il existe un vecteur z de E tel que uP~!(z) # 0. ‘

2. Soient (Ap)o<k<p—1 telle que pil )\kuk(:ﬁ) =0.
On suppose que {k € [0,p — f]]:i) Ak # 0} C N est non vide.
Il existe donc kg € [0,p — 1] tel que kg = min{k € [0,p — 1] | Ak # 0}.
On a donc pil Meu® (x) = pil Meu®(x) = 0, car pour tout k < ko, A = 0.
On composzzzﬁ(;rs par up_lli:k(z’ (ko<p—1,doncp—1—Fky >0):

p—1 p—1
0 =uP~1-ko)(0) = yp~1-ko <Z )\kuk(x)> = AP Hz) + Y ut TRt (g)

k=kg k=ko+1
p—2—ko =0
=P Hz) + Y u (WP (@) = AP ()
h=0

h=k—1—ko

par linéarité.
Or uP~1(z) # 0, donc A, = 0. Ce qui est absurde.
Donc {k € [0,p — 1] | A\x # 0} = 0. Ainsi, pour tout k € [0,p — 1], A\, = 0.

La famille (uk(x))0<k<p71 est libre.

FE est de dimension 2, donc

p = card <(uk(m))0<kgp—l) = rang (uk(x))0<k<p_1 <dimE <2

car la famille est libre

3. Soit x € Im u, il existe a € E tel que u(a) = x et donc u(z) = u*(a) = 0 car u? = 0.
Donc z € Ker u. Ainsi Im u C Ker w.
On a donc rang (u) < dim Ker u, puis en ajoutant rang w :

Et comme par hypothese, p > 2 :

2rang (u) < rang (u) + dimKer v = dim F = 2 = rang (u) < 1

d’apres le théoreme du rang et en divisant par 2.
Or rang (u) = 0= u = 0, ce qui est faux. Donc rang (u) = 1,
et toujours par théoreme du rang : dim Ker u = 1.
Comme les deux espaces sont de méme dimension, 'un inclus dans l'autre :

‘Ker (u) =Im (u) ‘
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4. On sait qu’il existe z tel que u(z) # 0.
On sait aussi alors que (x,u(x)) libre. C’est donc une base de E.
Comme u(u(z)) = u?(z) =0, on a /1,5

0 0

5. Montrons d’abord le résultat donné.

) [ a b (e f
OnsuppoaequeA-(C d)etB-(g h)’

det(AB) :det< Z:izz 3;122 ) — (ae +bg)(cf + dh) — (af + bh)(ce + dg) P
= aecf + aedh + bgef + bgdh — afce — afdg — bhce — bhdg = ad(eh — fg) + be(gf — eh)
= (ad — bc)(eh — fg) = det(A) x det(B)

Considérons une matrice M nilpotente,
on note u, 'endomorphisme canoniquement associé. Alors u est nilpotent.

M@*)y =MF =0

Si l'indice p est 1, u =0 et M =0, donc tr(M) =0 et det(M) = 0.

Si l'indice p > 2, alors on a vu que p = 2 et il existe B de E telle que Mp(u) = Jo.

Donc M est semblable & J, : il existe P € GLy(C) tel que M = PJoP~1L.

On a alors det(M) = det(PJoP~1) = det Pdet Jydet P~! = det P x O0det(P~!) = 0.
et tr(M) = tr(PJoP71) = tr(P7'PJy) = tr(J2) =0+ 0 = 0.

Donc si M € My(C) est nilpotente, alors det(M) =0 et tr(M) = 0. /1,5
Réciproquement, supposons que det(M) =0 et tr(M) = 0.
Notons M = ( @ b ) Alors
c d
2
o [ a®4+bc ab+bd \ [ bc—ad 0 a b\ _ _
M” = ( ca+dc cb+d*> ) 0 be — ad +(a+d) c d ) det(M)M+tx(M)I> = 0,

Donc M est nilpotente. /1,5

‘ Les matrices nilpotentes de M3 (C) sont exactement les matrices de trace et déterminant nuls. ‘

B - Réduction d’une matrice de M, (C) nilpotente d’indice 2
On suppose que n > 3. Soit u un endomorphisme de E nilpotent d’indice 2 et de rang r.

1. v2 =0, donc pour tout y € Im u,
il existe € E tel que y = u(x) et donc u(y) = u?(x) = 0, donc y € Ker u. /1

| Im (u) C Ker (u)|

On a donc, en prenant les dimensions : rang u < dim Ker u, en additionnant rang (u). : /1

2r = 2rang (u) < dimKer u + rang (u) = dim(F) = n‘

d’apres le théoreme du rang.

2. Im u est de dimension r.
1l existe f1,...f- € Im u tel que (f1, fo,... fr) base de Im wu.
Or pour tout ¢ € N, f; € Im u, donc il ex1ste €; 6 E tel que u(e;) = f;.

Soient A1, ... Ap, pt1,-. ,ure(CtelqueZ)\eﬁ—Zuz u(e;) = 0.

=1 =1

Si 'on compose par u : Z Au(e;) + Z piu’(e;) = u(0) = 0.
i=1 i=1

Or u?(e;) = 0 car u? = 0.
Donc Y Aiu(e;) = > Aifi =0ainsi Vi€ N, \; =0, car (f1,... f) libre.

21 =1

Puis, Z)‘61+Zul u(e;) Z“l u(e;) =

Pour les memes raisons que precedemment pour tout ¢ € N,., pu; = 0.
Ainsi, la famille (e1,u(e1), ez, u(ez), ..., er, u(e,)) est libre.



Par ailleurs, dim £ = dimIm u + dim Ker v = r +r = 2r.
On a donc une famille libre maximale de F, c¢’est une base :

il existe ey, ea,...,¢e,. de E tels que (el,u(el), ea,ul€s),. .., er,u(er)) est une base de E.

3. Comme pour tout ¢, u(u(e;)) =0 (vu plus haut), on trouve (on notant B, cette base) :

| Ms(u) = diag(a, 2, ... Ja) € M2, (C) |

4. On suppose Im (u) # Ker (u), donc Im (u) < Ker (u), car Im u C Ker w.
Comme précédemment, soit (fi,... f,) base de Im w, puis (ey,...e,) tel que V i € N, u(e;) = f;
Puis, pour tout i € N,., u(u(e;)) = u?(e;) = 0, donc u(e;) € Ker u.
Donc (u(e1),u(es),...u(e,)) famille libre de Ker w.
dim(Ker ) = dim F — rang u = n — r (théoréme du rang).
On compleéte en une base de Ker u avec la famille de n—r—r = n—2r vecteurs : (v1, ... vp—_2r).
Comme u? = 0, on a comme précédemment :
la famille (e1,u(e1),... e, uley),v1,. .. vp_2,) est libre.
(On compose une fois par u, puis on exploite la liberté de (u(el)7 couler), vy, - .vn_27.).)
Par ailleurs, cette famille possede n vecteurs, linéairement indépendants.
On a donc une famille libre maximale de F, ¢’est une base :

il existe e1, €a,...,e, de E, v1,...v,_or de Ker u tels que
(el, u(er), ez, ules), ... e, ule, vy, ... Un_gr) est une base de E.

5. Comme pour tout i, u(u(e;)) =0 (vu plus haut), et u(v;) = 0 car v € Ker u on trouve :

MB/(U) = diag(JQ, e J2 e On,QT) S M2T((C)
——

T

C - Polynomes annulateurs d’une matrice nilpotente
Dans cette partie, A désigne une matrice de M, (C).
1. On suppose que A est nilpotente.
On suppose qu'il existe A € C et X € M,, 1(C) (non nulle) tel que AX = A\X.
Posons, pour tout n € N, P, : <« AX = \"X.
— AX =1,X = X = AYX. Donc Py est vraie.
— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.

A = Ax A"X = A X A" X = \"AX = \"AX = \"TLx

Donc P,,+1 est vraie.

W ke N, AKX = ]|
En particulier APX =0 = AMX. Or X # 0, donc \? =0, i.e.

A=0

2. Il existe P € GL,(C) tel que A= PDP~! donc AP = PD.
Notons E; € M, 1(C) tel que *[E;]; = d; ,
la matrice colonne avec un 1 en ligne i et tous les autres coefficients nuls.
On note X; = PY;. X est non nul (P inversible).
Le produit par blocs donne (avec C (D) : k°colonne de D) :

k=1

Pour tout i € N,,, il existe X; € M,, 1(C), X # 0 tel que AX; = A\, X;.

3. Si A est semblable & une matrice D = diag(Aq,...\,) diagonale,
alors pour tout ¢ € N,,, 3 X; € M,, 1(C), non nul, tel que AX; = \; X.
Et donc d’apres la question 1, A; = 0. Et donc D = O,,.
Or A= PDP~!, donc A =0.

si A est nilpotente et semblable & une matrice diagonale alors A est nulle.
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4. Soit A, une matrice triangulaire de M,,(C) & diagonale nulle.
Sans perte de généralité, on suppose que A est triangulaire supérieure. Sinon, on considere A”.
Posons, pour tout k € N* :

P < Vi,jeN,i>j—k+1=" [Ak]jzo >

— Par définition de A, tous les coefficients sous la diagonale (inclus) sont nuls.
Doncsii>j=j—1+1,¢A];=0.
Donc P; est vraie.
— Soit k € N*.
On suppose que Py est vraie.
Soient i,j €Ny etiz2j—(k+1)+1=j—kie j<i+k

n Jj—1 n
A = DA x AL = ST x AL + Y AN x PAl
h=1 h=1 h=j
Or n
e si h > j, "A]; =0, donc Zi[Ak]h x h[A]j =0
h=j
esih<j—1l,alorsh<i+k—1,donci>h—k+1etdoncdapres P, : [A*], =0,
j—1
Ainsi " [A¥], x "[A]; =0

h=1
Ainsi, sii > j — (k+ 1)+ 1, A1, = 0.
Donc Py est vraie. ‘
Alors, comme pour tout i, j € N,,, i —j > n—1, *[A"]; = 0. /2

‘Une matrice triangulaire de M,,(C) & diagonale nulle est nilpotente

O Remarques !
On peut aussi faire la démonstration avec u, l’endomorphisme canoniquement associé (avec l’espace E = C™
et la base canonique).

C’est assez classique

5. Soit P = QXP? € C[X], un polynéme (quelconque) multiple de X?.
Alors P(A) = Q(A) x AP = Q(A) x 0=0. /1

‘ Si A est nilpotente d’indice p, alors pour tout @ polynéme de C[X], QXP est annulateur de A.

Réciproquement. On suppose que P est un polynome annulateur de A nilpotente d’indice p.
d
6. Soit X € Ker A, alors, en notant P = Zaka,
k=0

d d
0=0xX=PA) x X =0 axA")X =apX +>  [aA" ' x AX | =ao- X =P(0)- X
k=0 k=1

Par ailleurs A n’étant pas inversible, sinon, AP le serait, Ker A # (.
On peut donc considérer X # 0. Donc nécessairement : ag = P(0) = 0. /2

‘Ainsi 0 est racine de P. ‘

O Remarques !
Autre méthode :

Supposons que P AN XP = 1. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe U,V € C[X] tels que UXP + VP = 1.
En appliquant en A : U(A)AP + V(A)P(A) = I,.
Or AP = P(A) =0, on a donc 0 = I,. Absurde.

Donc P AN XP # 1. Comme (P N XP)|XP,
nécessairement il existe a(< p) tel que X* = P AN XP et donc X|X*|P.



7. Comme Q(0) # 0 alors Q A X? = 1.
Donc d’apres Bézout : il existe U,V € C[X] tel que UQ + VXP? =1 En composant en A :

U(A) x Q(A)+ V(A)A? =1, =U(A) x Q(A)
car AP = 0.

‘Donc Q(A) est inversible. Son inverse est un polynéme en A‘

On a alors P(A) = 0= AmQ(A).
En multipliant par U(A) & droite : A™ = 0. Et donc par définition de p, m > p.

‘P = XP x (X™PQ), donc P est un multiple de X?. ‘

8. En faisant la synthese des deux questions précédentes :

[{T € C[X] | T(4) = 0} = X*C[x]|

D. Racines carrées de matrices nilpotentes

On se propose d’étudier I'existence et les valeurs de racines carrées éventuelles de matrices nilpotentes.

1 3 -7
Onnote A= [2 6 —14| et u 'endomorphisme de C3 canoniquement associé & A.
1 3 -7

1. C’est immédiat, tr(A) = 0.
On remarque que C3(A) = 3C1(A) et C3(A) = —7C1(A). Donc rg(A) < 1.
Par ailleurs, Cy(A) # 0, donc rg(A4) > 1.

’tr(A) =0 et 1rg(4)= 1‘

A? =0,
‘A est nilpotente ; son indice de nilpotence vaut 2.
1 1
2. Prenons lacolonne X = [ 0 |.OnaalorsY =AX =| 2 | et AY = A2X =0.
0 1
3
Puis avec Z = —1 |,ona AZ =0.
0
Enfin, notons que (X,Y, Z) est une famille libre donc une base de M3 1(C).
1 1 3
Soit P=|( 0 2 —1 | =(X|Y|Z). Par blocs on a :
01 0
0 0 O
Ax P=(AX|AY|AZ)=(Y,0,0)=(X|Y|Z)x | 1 0 0 | =P xdiag(Js,J1)
0 00

Comme P est inversible :

’ A est semblable & la matrice diag(Ja, J1). ‘

On cherche & déterminer I'ensemble des matrices R € M3(C) telles que R? = A.
On note p 'endomorphisme canoniquement associé a R.
3. Notons que R?> = A, donc AR=R?xR=R?>=Rx R?>=RA

Donc R et A commutent, donc

‘ u et p commutent ‘

4. Soit x € Ker w.
u(p(x)) = (uop)(x) = (pou)(z) = p(u)) = p(0) =0
Donc p(z) € Ker u. Ainsi Ker u est stable par p.
Soit y € Im w. Il existe a € E tel que y = u(a)
p(y) = p(u(a)) = (pou)(a) = (uop)(a) = u(p(a)).
Donc p(y) € Im u. Ainsi Im u est stable par p.

‘Im (u) et Ker (u) sont stables par p‘

Par ailleurs, p* = (p?)2 =u? =0

‘ p est nilpotent. ‘

/2,5

/1

/1,5

/1

/1

/2

/1

/2

/1



5. p est nilpotent dans un espace de dimension 3, donc p* = 0.
Ainsi R3 =0, et donc RY = RAX = R3X = 0.
Puis comme Z définis plus haut est un éléments de Ker A.
Alors RZ € Ker A = vect(Y, Z). Il s’agit d’une base car dim(Ker A) =2 et (Y, Z) libre.
Donc il existe a,b € C tel que RZ = aY + bZ.
Supposons que RX = aX + Y ++7Z.

a 0 0
Donc R x P =(RX|RY|RZ) = (aX + Y +vZ|0laY +bZ) = (X|Y|Z)| B 0 a
v 0 b
a 0 0
Notons R = P 'RP=| B 0 a |, alors
v 0 b
a 0 0\
B 0 a | =(R) =P 'RPP—1RP = P"'R*P = P~'AP = diag(.J», J;)
v 0 b
Le calcul explicite donne
a? 0 O
(Y =| aB+ay 0 ab
y(a+b) 0 b

On peut identifier avec diag(Jz, J1).
On a donc b? = 0, donc b = 0. De méme o? = 0, donc a = 0. Puis ay = 1.

0 0 O
Donc R = 8 0 %
v 0 O
Réciproquement, avec une telle matrice, on trouve bien R'? = diag(Js, J1).
Puis
0 0 O
R =PRP=(XV2)[ 8 0 1 | (X|¥|2)7 = (8Y ++Z012Y)(X|Y|2)"!
v 0 0
B+3y 0 1 1 3 —7 B+3y 38+9y—L —78-21y+2
=| 26—v O % X(O 0 1 =| 26—-7 68-3v—=5 -U46+Tv+3
B0 2 0 -1 2 8 361 ~76+2
(ot 'on a calculer P~1 avec 'algorithme de Gauss-Jordan) /4

L’ensemble des racines carrées de A est
B+3y 38+9y—L -78-21y+2
26—y 68-3v—= -Uf+Tv+7 | ,BeCreC

1 2
5 35 5 _75 + 5
6. On se propose dans cette question d’étudier I’équation matricielle R? = J;.
Soit R une solution de cette équation. Alors, par simple calcul : /1
0 0O
R'=J2=10 0 0 RO =J3=0
100

Alors R est nilpotente, et on a vu que cela signifie que R* = 0.
Donc R* = R x R? = 0. Ce qui est faux. /2

’ Donc il n’existe aucune matrice R, solution de R? = Js.

7. En général, soit V € M, (C) une matrice nilpotente d’indice p. On se propose d’étudier
Iéquation R? = V.
(a) R?’ = (R*)P = VP =0.
Donc R est nilpotente. On note r son indice de nilpotence.
On a alors R?? = VP =0, donc r < 2p. Bt R?P=2 = VP~1 £ (0, donc r > 2p — 2.
Si2p—1>mn,alors > n— 1. Ce qui est impossible (nécessairement r < n — 1). /2

‘Ainsi, si 2p — 1 > n, alors il n’existe aucune solution & ’équation R? = V. ‘




(b) Soit n > 3. Soit p =2, on a bien 2p —1 =3 > n.
Soit V = diag(Js, O,_2). V2 = diag(JZ2, 0,,_2) = diag(O2, 0,,_2) = 0.
Donc V est nilpotente d’indice p = 2.

Puis en suivant la réponse 5., on prend la matrice (8 = v = 1), W = diag ,On_3 |,

- O
o O O
o = O

on trouve
2

000
W? = diag 1 0 1 ,On_3 | =diag(Js,0,_2) =V
1 00

3

Pour toute valeur de n > 3, V = diag(Ja, O,,—2) est nilpotente d’indice 2 et admet une racine carrée.

I1. Généralisations et applications
On cherche dans cette partie a généraliser les résultats des sous-parties I.A et I.B.

A - Réduction des matrices nilpotentes
On suppose n > 2. Soit u un endomorphisme de E nilpotent d’indice p > 2.

1. Soit y € Im u. u(y) € Im u, donc nécessairement /0,5

‘Im (u) est stable par w. ‘

On note @ : Im v — Im u, x — u(z).
Alors pour tout x € Im w, il existe a € E tel que u(a) = x.
P~ (z) = uP~1(x) = uP(a) = 0. Donc u est nilpotent d’indice < p — 1.
Par ailleurs, il existe z tel que u?~1(x) # 0, car uP~1 # 0.
Et donc @ ~2(u(z)) # 0 et u(z) € Im u. Donc I'indice de @ > p — 2. /1,5

‘L’endomorphisme induit par « sur Im (u) est nilpotent, d’indice de nilpotence égale & p — 1. ‘

2. Pour tout vecteur  non nul de E, on note Cy,(z) I'espace vectoriel engendré par les (u” (x))keN.
On rappelle que u? = 0. Donc Cy(z) = vect(z, u(z),... uP~*(z)).

p—1
Soit a € Cy(z). Il existe ag, a1, ...ap—1 tel que a = Zakuk(aﬁ).

k=0

p—1
Donc u(a) = Zakukﬂ(m) € Cy(z).
k=0

{k | u*(x) = 0} c N, non vide (il contient p) donc admet un plus petit élément : s(x).
On a alors, nécessairement, pour tout k > s(z), u*(x) = u* =5 (u3*) (2)) = 0. /1,5

C. () est stable par u et il existe un plus petit entier s(z) > 1 tel que u*®@ (z) = 0.

3. Nous avons vu que Cy(x) = vect(z, u(z),... uP~(z)).
Or pour tout k € [s(z),p—1], u*(z) = 0. Donc (,... ,us(m)_l(x)) est génératrice de C\, ().
s(z)—1
Par ailleurs, supposons Z Meu®(x) = 0.

k=0
Supposons que {k € [0,s(z) — 1] | A # 0} est non vide. Il admet un plus petit élément K.
s(z)—1

Alors Z Meuf (z) = 0.

k=K
s(z)—1
En composant par u*®)~K=1 on trouve Agu®®~1(z) + Z A -0=0.
k=K+1
Or Ag # Ok et us(@)—1 # 0p. Impossible.
Donc {k € [0, s(z) — 1] | Ax # 0} = 0. Et la famille (z,u(z),...,u*®~1(2)) est libre. /2

(z,u(@),...,u*@1(z)) est une base de Cy ()

Le calcul est immédiat : /1

La matrice, dans cette base, de I’endomorphisme induit par u sur Cy(z) est Jy(). ‘




4. On fait la démonstration par récurrence, comme indiqué.
Posons pour tout p € N*,

t
Qp :< Si u est nilpotente d’indice p sur E, il existe z1,...,z; de E tels que E = @ Cu(z;).

=1

— Pour p =1, on considére u nilpotent d’indice 1. Alors u = 0.
En prenant une base quelconque de E : (e1,...e,),
on trouve, pour tout i € N,, : Cy(e;) = {e;} car u(e;) = 0.
Ainsi E = @, Cu(e;).
Donc 9 est vraie.
— Soit p € [1,n — 1]. Supposons que Q,, est vraie.
Soit u, nilpotente d’indice p + 1.
Im w est stable par u. On note @ : Im v — Im u, z — u(z).
Alors @ est linéaire.
Pour tout x = u(a) € Im u, @P(x) = uP(x) = uPT1(a) = 0 car uP*1 = 0.
Par ailleurs, il existe b € E tel que u”(b) # 0, donc @”~1(u(b)) # 0.
Ainsi, 4 est nilpotente d’indice p.
On peut donc appliquer P,.
Et donc il existe z1,...7; € Im u tel que Im v = @le Cal(x).
Or pour tout i € Ny, il existe a; € E tel que x; = u(a;) et par suite

Cula;) = {u (a;);k € N} = {a;, i, u(z;) ...} = vect{{ai} uCs (xz)} = vect(a;) + Ca(x;)

Or cette somme est directe car une base de Cy(a;) est (a;, u(as), ... u*@) = (a;) ).

générateurs de Cy(z;)
t

Donc C\,(a;) = vect(a;) ® Cz(x;) Soit, pour tout i € N; y; € Cy,(a;) tel que Z y; = 0.

i=1
Alors Z u(y;) = u(0) = 0. Or chaque u(y;) € Ca(z;),

donc comme la somme est directe : pour tout ¢ € Ny, u(y;) = 0. y; € Ker un Cy(a;).

s(aq)—1 s(ai)—1
Puis y; = Z Meu® (ai), done u(y;) =0 = Z Me—1u®(a;).
k=0 k=1

Or la famille (a;, u(a;), ... u*(*)=1(a;)) est libre,
donc pour tout k < s(a;) — 1, Ag—1 = 0.
Par conséquent y; = Ag(q;)—1u* @) (a;) € Ca(s).
Or, & nouveau la somme @2:1 Ca(x;) est directe, donc V i € Ny, y; = 0.
On a donc la somme directe @’;:1 Cula;).
Egalement, pour tout i € Ny, u*(@)~1(a;) # 0 et u(u®*) =1 (a;)) = u**)~1(a;) = 0.
Donc u*(@)~1(a;) € Ker u.
On applique le théoreme de la base incomplete,
comme dim(Ker u) = n — r, il existe n — r — ¢ vecteurs az11,. .. an_r
tels que (u*@) "1 (ay), ..., u* )"V (a;), arq1,. .. an_,) soit une base de Ker w.
Pour tout i >t + 1, Cy(a;) = {a;} (car u(a;) = 0).
Puis, comme précédemment, la somme est directe : @, Cy(a;).

En effet :
n—r t
Z yi =0= Zu(yl) +0=0= u(y;) =0=y; € vect (us(“")_l(ai))
i=1 i=1
Or la famille (us(“l)_l(al),...,u‘“(“‘)_l(at),at+1,...an_T) est libre donc pour tout ¢,
Yi = 0.

Et par ailleurs, (sommes directes)

n—r t
dim @, Cu(a;) :Zdim( Zl+d1m +Zl—t+2d1m

- t+1
=n—r+dim(®l_, ( i) = n—r—i—dlm(lmu)—n—dlm( )

Donc E = @.—| Cy(a;). Donc Ppyq est vraie.

t

i=1

Si u est nilpotente d’indice p, il existe des vecteurs z1,...,x; de E tels que F = @ Chu(x;).

/0,5

>

/1

Y+n—r—t

/3,5



5. On retrouve la concaténation des matrices induites. /1,5

t
La matrice de u dans une base adaptée a F = @ Cyu(z;) est diag (Js(ml)7 ... Js(m)).
i=1

B - Partitions d’entiers
On appelle partition de I'entier n toute suite finie (o, ..., ar) € (N*)* telle que

apz--z2a et o+ +ap=n.

On note I';, 'ensemble des partitions de I’entier n.

Ainsi, It = {(1)}, T2 = {(2), (1, D}, I's = {(3),(2,1), (1,1, 1) }.
Soit w un endomorphisme de E nilpotent d’indice p et de rang 7.

1. En reprenant la conclusion de la partie précédente,
Il existe t € N, x1,...2; € E tel que E = @7;?:1 Chu(x;).
On a alors (somme directe) :

n=dimF = Zdim(C’u(aci)) = Z s(x;)

i=1 =1

En rangeant les nombres entiers s(z;) par ordre décroissant, puis en les notant «q, . .. oy,
en exploitant la derniere réponse de la partie précédente : /2

il existe une partition o = (o, ..., a;) de n et une base B de E telle que
Mp(u) = Ny = diag(Jay, - -+ Jay,)-

2. Soit « un entier naturel non nul.
Soit u, ’endomorphisme de C* canoniquement associée a J,.
Donc pour tout k € Ny_1, u(eg) = eg41 et u(eq) =0 (ou (eq,...eq) est la base can. de C%).
Par récurrence (assez simple) V j € N, u?(eg) = ekoﬂ zi . i? N Z
Dans ce cas,

rg(J7) = dim(Im J2) = dim(Im w’) = dim (vect(u?(e1), v (e2), ... u (eq)))
= dim (vect(ej11,€j42, ... €j4a)) =a—(j+1)+1=a—j

avec la convention que e, = 0si h > a. /2

V j € N, le rang de J7 est égal & o — j si j < a et 0 sinon.
Jo, est nilpotente, d’indice de nilpotence égal a a.

3. Par récurrence sur m : N* = (diag(J, J, ... J0)).
— En effet, ceci est vrai, méme pour m = 0 (et pour m = 1).
— Puis le produit par blocs, nous assure que si NJ* = (diag‘(Jgi, J, .. Jgi)),
alors N, = (diag(JZ7", JI, ... JT')) X Ny = (diag(JZ+t, Jmtt o Jm+)).
Et donc pour m > aq, NI = (diag(Jgi,O, .. O),
car a, < ag si r > 2. Et donc l'ordre de nilpotence de N, est le méme que celui de J,, . /2
p=o0o1

4. Les colonnes non nulles des matrices N7 sont linéairement indépendantes.
En effet, elle possede toutes un et un seul un sur des lignes différentes les unes des autres.
Ainsi, /1,5

rg(Ng) =) rg(J3,) =Y max((a; —j),0) = Y (ai —j)

i=1 = i€A;

5. On sait que Mg(u/) = (Mp(u))’ = Ni.
Donc rg(u?) = rg(NZ). En appliquant la formule précédente A; C Aj_q :

d; =) —rg(w) = 3 (- (G-1) - 3 (@i —J)

1161\]'71 iEAj

=Y (@-G-1))—(ai-j)+ > (-(-1)

1€A; €A 1\ A
= Z 140 = card(A;)

i€A,



carsii € Aj_1 \ Aj, alors a; > j — 1, et a; < j, donc o; = j — 1.
On a donc par définition de A; = {i € Ni| oy > j}, /2

‘ d; est égal au nombre de blocs J, dont la taille o est supérieure ou égale a j.

6. Le nombre de blocs J,, est égale au nombre de blocs dont la taille est supérieure ou égale a 1.
Il est donc égal a dy = rg(u®) — rg(u') = rg(id) —rg(u) =n —r /1,5

7. On note Aj = {i € N; | a; = j} On a la réunion disjointe : A;| |A;41 = A;, donc
card(A;) + card(Aj4+1) = card(A;) = card(A;) = card(A;) — card(Aj_1) = dj — djy1

/2

card(A;) = d;j — djp1 = rg(w?/ 1) — 2rg(u’) + rg(u/ )

C’est le nombre de blocs J,, de taille exactement égale a j.
8. Nécessairement, o et ¢’ ont toute deux k = n — r termes.
Puis nécessairement, il y a autant de blocs de taille j pour tout j.
Enfin, les blocs étant rangés par ordre décroissants : /1

/
g =0

9. A chaque matrice nilpotente, on peut associer une unique partition o de n tel que M est
semblable a N,.
Il y a donc au plus autant de matrices nilpotentes non semblables que card(T,,).
Réciproquement, pour deux permutations distinctes, on obtient deux matrices non semblables, /2

Le cardinal maximal d’un ensemble de matrices nilpotentes, toutes de méme taille n,
telles qu'il n’y ait pas dans cet ensemble deux matrices semblables est card(T,)

C - Applications
1 -2 -1
0

1. Soient A la matrice et u ’endomorphisme canoniquement associé a

o O O oo
OO O N

0 0
1 0 o
1 0 o0
1 -1 1 0
A.

On note que, par réduction liée :

Im (A) = vect (Cl (A), 02 (A), 03 (A), 04 (A), C5(A)) = vect (CQ (A), C4(A), C5 (A))

Or cette derniére famille est libre donc r = rg(A4) = 3.

Egalement :
-1

0

0 0
A2 =1|0
0

o
cooco~
cocoo
cocoocoo

N

w

|
cocoocoo
coocoo
cocoocoo
coocoo
coocoo

0 O

Ainsi p = 3, indice de nilpotence de A.

D’apres la question B.6., il y a donc n —r =5 — 3 = 2 blocs a determiner.

D’apres la question B.3., le premier bloc est de taille 3.

Le second est nécessairement de taille 2, pour qu’on puisse avoir une partition de 5. /2

‘On a o= (3,2) et N, = diag(Js, J2) ‘

2. Soit M € M,,(C) nilpotente. On note u ’endomorphisme canoniquement associé.
Alors, d’apres I1.A.5., il existe une base B, t € N aq,...a; tels que
Mpr = diag(Ja, ;- - - Ja,)-
Donc M est semblable & M := diag(Ja,, - - - Ja,)-
Et donc 2M est semblable avec 2M et M7 semblable & MT.

Supposons que B’ = (e}, ...€}).



Notons B” = (€}, €5 ... zo=r€l) = (f1,--- fn)-
Alors B” est une famille libre maximale de E, donc c¢’en est une base.

u(f) = ul(sarel) = 5 u<e<):{ 0 si u(e) =0

2i-170 i1 R sereiy = 257€i41 = 2f(fiy1) sinon
Donc Mg (u) = 2Mp/ (u) = 2M.
Donc M est semblable avec 2M, elle méme semblable avec 2M. /3

’ Par transitivité : M est semblable avec 2M. ‘

Considérons maintenant la base

3 _
B®) = (eoél,eoq,l7 e €1, Cantays e Cagdtly sy ea1+..4+at_1+1) =(g1,---9n)

(On inverse lordre des vecteurs par paquets de Cy(x;).)

AIOI‘S pour 7’ E Nt} M(ea1+u-+ai1€a1+~~+041717<~-€a1+4~+o¢1/_1+1)(ulcu(l‘i)) = J(Z; *
Et donc par blocs : Mge) (u) = M
Ainsi M est semblable a MT, elle méme semblable & M7T. /3

‘Par transitivité : M est semblable avec M7T. ‘




