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Devoir surveillé n°6
CORRECTION

Probléme - Polynéme et Hermite

Dans ’ensemble de ce probleme, on note pour tout entier r
K, [X] ={P € K[X] | degP <1},
I’espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a r.

I. Préliminaires
Dans cette partie, certaines réponses ont été démontrées en cours. On demande néanmoins soit la méme
démonstration, soit une démonstration originale.

1. Soient P et ) deux polyndmes non nuls a coefficients complexes.

(a) On suppose, dans cette question, que P et @) sont premiers entre eux. On sait que P|R, donc
il existe P, € C[X] tel que R = PP;.
Puis, Q|R = P,P. Or Q A P =1, donc d’apres le lemme de Gauss : Q|Ps.
Par conséquent, il existe Qo € C[X] tel que P, = QQ-.
Finalement : R = PP, = PQQ)> /2

[PAQ=1,PIR QR = PQIR]|

(b) On va démontrer la contraposée.
On suppose que P et (Q ne sont pas premiers entre eux et on note R = P A Q.
Donc deg R > 1, R admet donc une racine a dans C (Théoréme de d’Alembert-Gauss).
Donc X — a|R, et donc X — a|P et X — a|Q.
Par conséquent, P et (Q admettent (au moins) une racine complexe commune.
La contraposée, équivalente, s’écrit : /2

‘Si P et @ n’ont aucune racine complexe commune alors P et () sont premiers entre eux. ‘

2. La formule de dérivation d’un produit, donne
n / n n
P () =S T - X G T
i=1 i=1 hi i=1 h#i

On a donc

I1. Polynémes d’Hermite
Soit (Hp)nen la suite de polynoémes définies par récurrence par :

H():l VnEN,HnH:XanHT’l

1. Premieres propriétés.
(a) On montre le résultat par récurrence.

Posons, pour tout n € N, P, : <« deg H, =n et [Hp], =1 >.
— Hy =1, donc deg Hy = 0 et [Hyplo = 1. Ainsi Py est vérifiée.



— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.
Alors H,, 41 = XH,, — H]..
OrdegH) =degH, —1=n—1et degXH, =degX +degH,, =1+n.
Donc deg(Hp11) < max(deg X H,,,deg H) = max(n+1,n—1) =n+ 1.
Par ailleurs, par linéarité :

[Hn+1]n+1 = [XHn}nﬁLl + [Hr/L]nJrl =1x [Hn]n +0=1

d’apres P,.
Donc, on a deg H,,+1 > 1 et par double inégalité : deg H,41 =n+1
et au passage [Hpt1]n+1 = 1.
Ainsi Py, 41 est vraie. /2
La récurrence est démontrée :

‘pour tout n € N, H,, est un polynome unitaire de degré n.

(b) Toujours par récurrence :

Pour tout n € N, Q,, i« H,(—X) = (=1)"H,, >.

— Hy =1, donc Hy(—X) =1= Hy et donc Qg est vraie.

— Soit n € N. Supposons que Q,, est vraie.
On compose par —X (& lintérieur) : H,,11(—X) = (- X)H,(—X)+H, (- X)Or H,(—X) =
(-1)"H,(X), d’apres Q,,.
Et si on dérive cette inégalité (dérivation d’une composition) :

(Hn(=X)) = (=X)' x Hy,(=X) = —H,,(=X) = (-1)"H},(X)

Donc H!,(-X) = (=1)""tH/ (X).
Ainsi, Hyp1(—X) = (-1)"™N (X H,(X) + H} (X)) = (=1)" " H, 1 (X).
Donc 9,41 est vraie. /2

‘ H,, ala parité de n‘

Piste de recherche...

( Dans 95% des situations comme celle-ci, le résultat ne se démontre pas par récurrence.
En revanche, il sert pour démontrer des résultats par récurrence par la suite. C’est pour cela qu’une
telle relation s’appelle une relation de récurrence.

Néanmoins, nous sommes ici dans I'un des 5%. . .

Posons pour tout n € N, Ry, : < Hy,,y = (n+1)H,, >.
— H{ =(X) =1=1H,, donc Ry est vraie.
— Soit n € N. Supposons que R,, est vraie.
Nous savons que Hy49 = XHpp1 — H) g = XHypq — (n+ 1)H,, d’aprées R,,.
On peut dériver cette relation H), o = Hyp1 + XH,  — (n+ 1)H],.
Puis, comme H], = XH, — Hy4+1,0n a :
Hy o = Hpp1+ X Hy = (04 1) X Hy+ (n41) Hy 1 = (n42) Hyyot X (Hy g — (n+1)Hy)

n

=0, d’aprés R,

Donc R, 41 est vraie. /2,5
‘Ainsi, pour tout n € N, H), ,, = (n+ 1)H,. ‘

(d) On a les résultats suivants : /1,5

\H0:1, Hi =X, Hy=X?-1, H3=X3-3X, Hy=X*-6X2+3

(e) Hy est unitaire, on a les valeurs :

a+b+c+d = —04 = 0
ab+ac+ad+bc+bd+ecd = 09 = —4

abc+ abd 4+ acd+bcd = —o03 = 0

abed = o4 = 1

On met au méme dénominateur : abed :

(ab)? + (ac)® + (ad)® + (bc)? + (bd)* + (cd)?

5= abed




Or

(02)* = (ab)* + (a0)? + (ad)® + (be)” + (bd) + (cd)*+
2(a?bc + a®bd + a*cd + b%ac + b*ad + b*cd + c?ab + c2ad + c*bd + d?ab + d*ac + d*be)

+6abed

o1 x 03 = (a?be+ a?bd + a’cd + b?ac + b%ad + b2ed + c*ab + c?ad + ¢*bd + d?ab + d*ac + d*be)
+4abed

Donc /2

(ab)? + (ac)? + (ad)? + (bc)? 4 (bd)? + (cd)? = 03 — 20103 + 204

Piste de recherche...
On aurait pu employer la technique vue en cours.

Sa,b,c,d = (ab)? + (ac)? + (ad)? + (bc)? + (bd)? + (cd)? est un polynéme symétrique, de degré 4.

Donc il existe A, B,C, D, E tel que sq 1 c.q = Aai1 + BO’%O’Q + CO’% + Doyos + Eoy.

Aveca=1,b=—-1,c=d=0:01=0,02=—1et oy =0 et doncsi,_1,00=1=C.

Avecl=a=b=—-c=—-d:01=0,00=—-2etog=1et doncsyi,-1,-1=6=4C+ FE, donc E = 2.

Aveca=1,b=c=d=0:01=1,02 =03 =04 =0 et donc s1,0,00 =0=A.

Aveca=b=1,c=d=0:01=2,02=1,03 =04 =0et s1,1,00=1=16A+4B + C donc B =0.

Aveca=b=1=—c,d=0:01=1,00=—-1,03=—1,04 =0etdoncsi1,-10=3=A-B+C—-D
etd()n(JD:A—B+C—3:O—i+1—3:—2+j—1.

Ainsi : sq p,c,d = Oo‘i1 + 00?02 + 1(7% — 20103 + 204 = o‘% — 20103 + 204

Ainsi /1
g 05—20103+204 _ 16 + 2 _ 18
g4 1

2. Base (Hj). On fixe n € N.

n
(a) Soit ag,aq,...a, € K tels que Zaka =0.
k=0
On note A ={k €N, | ar #0}.
Si A est non vide, comme il est majoré par n, il admet un plus petit élément k.

n ko ko—l
Alors 0 = Zaka = Zaka = akOHkO + Z apHy,.
k=0 k=0 k=0
Or degay, Hy, = deg Hy, = ko, car ag, # 0.
ko—1
et pour tout k < ko — 1, deg Hy < ko, donc deg ax, Hy, + Z apHy = kqg.
k=0

Or il s’agit du polynéme nul, de degré égal a —oo.
On a une contradiction, donc A = §).

n
Si Zaka = 0, alors pour tout k € [0,n], ar, = 0.
k=0

On dit que la famille (Hy, Hy ... H,,) est une famille libre. /2

(b) On note pour tout entier k,
k
Hy, < il existe (ag g, a1k, ... apx) € RFFL tel que X* = Zai,kHi >,
=0

— X% =1 = H,. Donc (avec ap,0 = 1), on voit que Ho est vraie.
— Soit k € N, on suppose que H; est vraie pour tout i € [0, k].
On sait que deg Hy11 = k + 1 et que Hyy1 est unitaire.
Donc Hyyq = XF+1 4+ Ty, avec Ty, polynome de degré inférieur ou égal a k.
Donc T}, est une combinaison linéaire des polynémes (1, X, X2, ... X*).
Or chacun de ces polynomes X" est lui-méme une combinaison linéaire de (Hy, . .. Hy,).
Done, T}, est une combinaison linéaire des polynémes (Hy, ... Hy).
Donc Xk+1 = Hk+1 — Tk = Hk+1 - (toHo +t1H1 + .. .tka).
Ainsi Hyy1 est vérifiée.
Donc /2

k
Pour tout k € N, il existe (ag k, a1k, - - - akr) € RFFL tel que Xk = Zai7kHi.
i=0




(c) Soit P € R,[X].
Alors (commengons par Uexistence) :

k=0 k=0 i=0 i=0 \k=1
Donc P se décompose en combinaison linéaire de H;. /1
Montrons maintenant l’umclte
Supposons que P = Z%H Zb H;, alors Z b;)H; = 0.
=0 =0 =0
D’apres la réponse & la question 2.(a) : pour tout i € [0,n], a; —b; =0, i.e. a; = b;.
Il n’y a qu'un facon de décrire. /1

VPeR,X], 3laga,...a,) ER™ tel que P=> a;H; ()
=0

Puisqu’il y a unicité, on notera pour tout P € R, [X] :
pour tout k < n, [[P]]k7 le coefficient devant Hj dans l’écriture (x)
(a) Soient P,Q € R,[X] et A € R,

n n

AP +Q =) (Z [[P]]ka> + Z Q1] Hi =Y (A[IP]], + [[Q]],) Ha

k=0 k=0

On peut identifier, puisqu’il y a unicité d’écriture /1

Pour tout P,Q € R,[X] et A € R, pour tout k < n, [[AP +Q]], = A[[P]], + [[Q]],.-

(b) Soit T € K[X], (la dérivation de la constante vaut 0, donc la somme commence en k = 1)

n / n n
v = (S ) -3 (= 3
k=0 k=1 k=1
en exploitant la relation vue en question 1.(c).
On a donc, par identification : [[T’H b1 = k[[T]]k, ceci est vraie pour tout polynéme 7. /1,5
Soit P € K[X]. On note alors pour tout h < k, ¢, = (k — h)![[P(h)Hk_h.

Alors, comme pour tout 7', [[T”]] = (k- h)[[T]] w_p» e appliquant en 7' = pM

k—h—1

1
en = on = (i POy

[(PUHDY], ) = (k=h)[[P™]] = (k=h=D![PUHV]], = cnn

On a donc une suite contante et k![[P]], = co = ¢x = [[P(k)}]o. /1,5

1
Pour tout P € R,,[X], et tout k < n, [[P]], = o [[P(k')]]o.

Cela donne la formule de TAYLOR-HERMITE /1

dip [[P(k)]] o Hk

P= k!
k=0

(c) P® =3x2x1=6=6H, donc [[P ]o
P® =6X +2=6H, +2Hy, donc [[P?]]
P'=3X%+2X +1=3Hy +2H; + Hy, donc [[P’]]O =4
Enfin, on sait que [[P]]3 =1, car P est unitaire : /2

6
P= X3+X2+X+1_+ H1+ H2+3H3 Hy+4H, + Hy + H3

3. Etude des racines de H,,.
On note p, le nombre de racines réelles distincts de H,,, d’ordre de multiplicité impair.
Précisément, on note a; < az < ...ap, ces p racines rangées en ordre croissant.
P

OnnoteS:1,sip:06tS:H(X—ai)7sip21

i=1



(a) Sip < n, alors deg(S) = p < n, et donc S™ =0 et donc /1

_ 6

nl [[S(n)”o =0

(1511,

(b) Les racines de S x H,, sont exactement les racines de H,, elles sont de multiplicité paire.
En effet :
e soit elles sont d’ordre impair pour H,, et d’ordre 1 pour S, donc d’ordre pair.
e soit elles sont d’ordre pair pour H, et d’ordre 0 pour .S, donc d’ordre pair.
Donc z +— S(z)H,(z) ne change pas de signe pour = € R.
Par ailleurs, comme le coefficient de H,, vaut 1, de méme pour .S, donc il vaut 1 pour S x H,,
Et donc S(z)H,(z) ~ 12"P — +00, le signe de S(z)H, () est positif pour tout z € R. /2

’Pour tout z € R, S(z)H,(z) > 0. ‘

(c) On note, pour tout polynéme P et entier k € N :

X

a(P)= Jim | P(t)Hy(t)e™ 7 dt

On a alors, en faisant une intégration par parties :

5 X

X +2 21X ;
/—X F ) HBe dt = [P(t)H’“(t)e_T]fx N /_X P(t)(Hy(t) — tHy(t))e~ T dt
v (1) u(t)

Or H;(X) — XHy(X) = —Hjy1, d’apres la relation initiale.

2
En passant a la limite X — 400, comme par croissance comparée : . 115_11 P(t)Hk(t)e_% =0:
— 100

ax(P') = ap1(P)

On trouve alors
an(S) = an-1(8") = --- = ao(5")
Or si p <n, S™ =0 et donc ag(S™) =0 = a,(9).
2
Or ¢ : x> S(z)H,(r)e” 7 est continue, donc admet une primitive ®.
Puis S(z)H,(z)e~= >0, donc ® est croissante,
donc pour tout 0 < z < X, 0 < @(z) — ¢(0) < ¢(X) — 9(0).
Et comme a,(S) = 0, on trouve Xlim O(X)—-d(—X)=2 lim P(X)—-2(0)=0

—00 X —+4o00
et donc pour tout x € R, ®(z) = ©(0).
Par conséquent, ® est constante, et donc ® = ¢ = 0 car ¢ est continue.
Alors SH,, est le polynéme nul. Ce qui est absurde.
Donc nécessairement p > n. /4

H,, a n racines réelles distinctes.

O Remarques !
D’ou vient lidée d’un tel calcul ?
En fait ay, est le calcul classique par produit scalaire associé a des familles de polynémes orthogonau,
comme ces polynomes de Hermite.
On montre en réalité que :

an(P) = rL!\/E[[PH "

On woit donc la contradiction entre [[S]], =0 et an(S) > 0.

ITI. Interpolation d’Hermite
Soient I un intervalle non vide de R, p un entier naturel non nul.
On considere également 3 familles : (z;)ien,, une famille de p éléments distincts de I'; (a;)ien, et
(bi)ien, deux familles de p réels quelconques.
On cherche & caractériser {P € R[X] |V i € Ny, P(x;) = a; et P'(x;) = b;}.

1. Existence du polynéme interpolateur de HERMITE

2
X —x;

Pour tout entier ¢ € N, on considere Q; = H <J> .
jer\gy N



(a) Soit i,k € N,,. C’est immédiat : /1

_ s _J 0 sii#Fk
Qi(zk)5lv’f{1 si i =k

(b) Soit ¢ € N,,. On dérive Q; :

Q= > m 11 (f_z:f

JEN\{i} heNp\{é,j}

Pour k # 4, (un des j vaut k) :

O I R S =)

. T Th . . T . Tj — Th
heNp\{i,j} JENR\{4,k} heNp\{i,j}

j=k j#k

Dans le premier cas, on trouve x — x;, alors que k = j.
Dans le second cas, h # j, donc il peut étre égal a k et donc x;, — x = 0, dans ce sous-cas,
ainsi le produit est nul. Il ne reste donc que le premier terme (en j = k).

Qi(zr) =0
Et pour k =i : x; = z; et donc le produit vaut 1,

Qi(xy) = Z (_21,])2

jeNp\fi}

Bilan /3

Qi(zk) = 3 # sii=k
ety 17T

(c) Considérons donc P = Z [(1—Qi(z:)(X — ;) a; + (X — z;)bi] Qi

e Pour tout k € Ny,

car, comme Ql(l‘k) = d; i, il ne reste dans la somme que la situation ¢ = k. /1
e Puis, on dérive P :
P p /1
Pr=>"100— Qi) (X —z)) ai + (X — 2)bi] Q5 + Y [(— Q1)) ai + bi] Qs
i=1 =1
Comme précédent, en xy, comme Q;(xx) =0sii#k :
p p
Pllar) = 11— Qi) (an — ) ai + (wr — 2:)bi) Qai) + > [(~ Q) as + bi] Qlar)
i=1 i=1
= [(1 = Qp(z)(xk — k) ar + (z1 — z)bi] Q. (k) + [(— Q) (k) ar + b
=a Q%(l’k) Qk xk)ak + by, = by,
/1

2. Description de H. On fixe P € H.

(a) On a les équivalences :

QeH VieNy, Q) =a; = P(x;) et Q' (z;) =b; = P'(x;)
VieN, (Q—P)(x;))=0et (Q—P)(x;)=0

Vi € Ny, x; est racine double de Q) — P
P

H(X — )’ |P-Q

e



car les (X — z;) sont premiers entre eux. /2

Avec T = H —2)2, QeHSTIQ-P

(b) Puisqu’on a équivalence, on a une double inclusion /1

|#={P+5T,5 e K[X]}]

(c) Dans la question 1, on a trouvé une solution.
On notera que, par définition @Q; est de degré 2(n — 1) (carré d’un polynéme de degré n —1).
Puis P est une somme de produit de polynéme de degré 1 par des Q;, donc deg P < 2n — 1.

Tout autre élément de H est donc de la forme P + ST, avec degl" = 2n, donc sauf pour
S =0, deg(P + ST) = 2n. /1

Par conséquent H N Ry, _1[X] = {P} ot P est défini & la premiere question.

3. Applications.
Déterminer le polynéme d’interpolation de HERMITE lorsque p = 2, x1 = —1, 2o = 1, a1 = 1,
a2:oetb1:_1,b2:_

2
P
Puis, P = Z [(1 = Qi(z:)(X — 1)) ai + (X — 23)b;] Qi donc
i=1

P =[141(X+1))I+X+1)(-DQ1 +[1-1X —-1)) x 04 (X —1) x (—2)]Q2
S (X 42X —1Q +[2—2X]Qs = i(x—n ;(X—l)(X+1)2
:i(x_u[(x 1)+ (2X2 44X +2)] = 1( X — 1)(2X2 + 5X + 1)

/2

P= i(x —-1)(2X?+5X +1)




